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令和２年度　九州工業大学２次試験前期日程 (数学問題)

工学部・情報工学部　令和2年2月25日

数 I・II・III・A・B (120分)

問題 1 2 3 4

1 xy平面上の曲線C : y = 2 log xと，実数 aによって定まる曲線D : y = x2 + a

を考える．曲線Cと曲線Dは点P(p, q)を通り，点Pにおける共通の接線 lを
もつ．次に答えよ．

(1) 点Pの座標 (p, q)，実数 aの値，および接線 lの方程式をそれぞれ求めよ．

(2) 曲線 C と曲線D，および直線 x = t (0 < t < p)で囲まれた領域の面積
S(t)を t を用いて表せ．また， lim

t→+0
S(t)を求めよ．ただし，必要ならば

lim
x→∞

log x

x
= 0 が成り立つことを用いてもよい．

(3) 曲線Cと曲線D，および直線 x = t (t > p)で囲まれた領域の面積 T (t)を

tを用いて表せ．また，関数 f(t) =
T (t)

t3
は区間 t > pで増加することを

示せ．

2 xy平面上の点A(0,−π)，点B(0, π)，および動点Pを考える．動点Pは時刻 0

では点Aにある．時刻 tにおける動点 Pの座標を (x(t), y(t))とすると，動点

Pの速度~v =

(
dx

dt
,
dy

dt

)
は，

y(t) 5 0 のとき ~v = (a cos b+ sin y(t), a sin b)

y(t) > 0 のとき ~v =

(
0,

1

2πb

)
で与えられる．ただし，実数 a, bは a > 0，0 < b <

π

2
をみたす．次に答えよ．

(1) 動点 Pが点Aから x軸上の点に到達するまでの間の y(t)を t，a，bを用
いて表せ．

(2) 動点 Pが点Aから x軸上の点に到達するまでの間の x(t)を t，a，bを用
いて表せ．

(3) 動点Pが原点Oに到達するためにみたすべき条件を aと bを用いて表せ．

(4) 動点 Pが時刻 T に点 Bに到達した．時刻 T を bを用いて表せ．また，T

の最小値とそのときの bを求めよ．
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3 α，βは定めらた複素数とする．複素数平面上の点 z1に対して，

zn (n = 2, 3, 4, · · · )を以下の規則によって定める．

(規則) zn = αzn−1 + β

点 z1として z1 = 3
√
3− 3iを選び，この規則を用いて z2，z3を定めたところ，

z2 =
3
√
3

2
+

3

2
i，z3 = 3iとなった．次に答えよ．

(1) z1と z2を通る直線と，z2と z3を通る直線を考える．この 2直線のなす角

θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
を求めよ．

(2) αと βを求めよ．また，それぞれの絶対値，偏角も求めよ．

(3) 規則に示した znと zn−1の関係を zn−γ = α(zn−1−γ)と表す．γを求めよ．

(4) znを z1，αおよび (3)の γを用いて表せ．ただし，z1，αおよび γは記号
のままで表せ．

(5) 複素数平面上の点 z1を選びなおし，規則を用いて z5を定めなおす．z5が
|z5| < 1をみたすために z1がみたすべき条件を求めよ．また，その条件を
みたす点 z1の全体の表す図形を複素数平面上に図示せよ．
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4 右図のように，正方形ABCDがあり，対角線BDの中点
を Eとする．時刻 n = 0において，点 Pは頂点Aにあ
り，点Qは頂点Cにある．時刻 n = 1, 2, 3, · · · における
点 Pと点Qの位置は，次の移動規則によって定まる．

　A B

CD

E

• 点 Pの移動規則

時刻 n − 1における点 Pの位置が頂点Aのときは，それぞれ
1

2
の確率で

頂点Bか頂点Dに移動する．頂点Bまたは頂点Dのときは，それぞれ
1

2
の確率で頂点Aか頂点Cに移動する．頂点Cのときは，移動せずそのま
まとどまる．

• 点Qの移動規則

時刻 n − 1における点Qの位置が頂点Cのときは，それぞれ
1

3
の確率で

頂点 Bに移動するか頂点Dに移動するか移動せずそのままとどまる．頂

点Bまたは頂点Dのときは，それぞれ
1

3
の確率で頂点Aに移動するか点

Eに移動するか移動せずそのままとどまる．頂点Aまたは点Eのときは，
移動せずそのままとどまる．

次に答えよ．

(1) 時刻 n = 4における点 Pの位置が頂点Cである確率を求めよ．

(2) 時刻 nにおける点Qの位置が頂点Bである確率を求めよ．

(3) 時刻 nにおいて，はじめて点Qの位置が頂点Aとなる確率を求めよ．

(4) 時刻 n = 4までに，少なくとも一度，同時刻に点 Pと点Qの位置が頂点
Bとなる確率を求めよ．

(5) 時刻 n = 4における点 Pの位置が頂点 Cであった．このとき，はじめて
点Pの位置が頂点Cとなった時刻より前に点Qの位置が頂点Aとなる条
件付き確率を求めよ．
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解答例

1 (1) g(x) = 2 log x，h(x) = x2 + aとおくと g′(x) =
2

x
，h′(x) = 2x

2曲線C1 : y = g(x)，C2 : y = h(x)が，点 P(p, q)で共通接線 lをもつか
ら，lの傾きをmとすると，q = g(p) = h(p)，m = g′(p) = h′(p)より

q = 2 log p = p2 + a, m =
2

p
= 2p · · · (∗)

(∗)の第 2式から (p > 0) p = 1, m = 2

p = 1を (∗)の第 1式に代入して

q = 0 = 1 + a ゆえに a = −1

したがって P(1, 0)

lは，Pを通り，傾き 2の直線であるから

y = 2(x− 1) すなわち y = 2x − 2

　

O

y

x

C
D l

1

−2

−1
P

(2) C : y = 2 log x，D : y = x2 − 1より，0 < t < 1のとき

S(t) =

∫ 1

t

(x2 − 1− 2 log x) dx =

[
x3

3
+ x− 2x log x

]1
t

=
4

3
−

t3

3
− t + 2t log t

ここで lim
t→+0

t log t = lim
u→∞

1

u
log

1

u
= lim

u→∞

(
− log u

u

)
= 0

よって lim
t→+0

S(t) = lim
t→+0

(
4

3
− t3

3
− t+ 2t log t

)
=

4

3

(3) (2)と同様に，t > 1のとき

T (t) =

∫ t

1

(x2 − 1− 2 log x) dx =

[
x3

3
+ x− 2x log x

]t
1

=
t3

3
+ t− 2t log t− 4

3
,

f(t) =
T (t)

t3
=

1

3
+

1

t2
− 2 log t

t2
− 4

3t3

f ′(t) = − 4

t3
+

4 log t

t3
+

4

t4
=

4

t3

(
−1 + log t+

1

t

)
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ϕ(t) = −1 + log t+
1

t
とおくと (t = 1)

ϕ′(t) =
1

t
− 1

t2
=

t− 1

t2
> 0 (t > 1)

ϕ(1) = 0であるから t = 1において ϕ(t) = 0

したがって t > 1において f ′(t) =
4ϕ(t)

t3
> 0

よって f(t)は区間 t > 1で増加する �

2 補足 与えられた条件より，
dy

dt
> 0であるから，動点 Pは y軸の正の向きに運

動する．t = 0でA(0,−π)にあった点 Pが t = T1秒後に x軸上の点に到

達するものとすると，その後，Pの x軸方向の速度ベクトルが
dx

dt
= 0で

あることから，y軸と平行な向きに等速度 ~v =

(
0,

1

2πb

)
で運動し，点

B(0, π)に到達する．すなわち，t = T1で Pは原点Oを通過し，その後，
Pは y軸上を等速度で点Bまで運動する．OB間の移動に要する時間を T2

とすると，Pは t = T (T = T1 + T2)でBに到達する．

(1) 動点 Pが点Aから x軸上の点に到達するまで，y軸方向の速度ベクトル

dy

dt
= a sin b

が一定であるから，これを tについて積分すると

y(t) = at sin b+ C1 (C1は積分定数)

y(0) = −πであるから，これを上式に代入すると C1 = −π

よって y(t) = at sin b − π

(2) (1)の結果を
dx

dt
= a cos b+ sin y(t)に代入すると

dx

dt
= a cos b+ sin(at sin b− π) = a cos b− sin(at sin b)

これを tについて積分すると

x(t) = at cos b+
cos(at sin b)

a sin b
+ C2 (C2は積分定数)

x(0) = 0であるから，これを上式に代入すると C2 = − 1

a sin b

よって x(t) = at cos b +
cos(at sin b)

a sin b
−

1

a sin b
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(3) t = T1で原点Oに到達するとき，(1)，(2)の結果から

aT1 sin b− π = 0, aT1 cos b−
cos(aT1 sin b− π)

a sin b
− 1

a sin b
= 0

上の第 1式から，T1 =
π

a sin b
· · · 1©．これを第 2式に代入すると

π cos b

sin b
− 2

a sin b
= 0 よって a =

2

π cos b

(4) y(t)の符号に関係なく，
dy

dt
> 0であるから，A(0,−π)を出発した Pが x

軸を通過し，その後の x軸方向の速度ベクトルが
dx

dt
= 0であるから，y

軸と平行な向きに等速度 ~v =

(
0,

1

2πb

)
で運動し，点 B(0, π)に到達す

る．すなわち，t = T1で Pは原点Oを通過し，その後，Pは y軸上を等
速度で点Bまで運動する．OB間の移動に要する時間を T2とすると

1

2πb
·T2 = π ゆえに T2 = 2π2b

また，(3)の結果を 1©に代入すると

T1 =
π cos b

2
· π

sin b
=

π2

2 tan b

よって T = T1 + T2 =
π2

2 tan b
+ 2π2b = π2

(
1

2 tan b
+ 2b

)
f(b) =

1

2 tan b
+ 2bとおくと

(
0 < b <

π

2

)
f ′(b) = − 1

2 sin2 b
+ 2 =

4 sin2 b− 1

2 sin2 b
=

(2 sin b+ 1)(2 sin b− 1)

2 sin2 b

b (0) · · · π
6

· · · (π
2
)

f ′(b) − 0 +

f(b) ↘ 極小 ↗

よって，T は b =
π

6
のとき，最小値 π2f

(π
6

)
= π2

(√
3

2
+

π

3

)
をとる．

�
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3 (1) z2 − z1 =
3
√
3

2
+

3

2
i− (3

√
3− 3i) = −3

√
3

2
+

9

2
i

= 3
√
3

(
−1

2
+

√
3

2
i

)
= 3

√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)

z3 − z2 = 3i−

(
3
√
3

2
+

3

2
i

)
= −3

√
3

2
+

3

2
i

= 3

(
−
√
3

2
+

1

2
i

)
= 3

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)

ゆえに
z3 − z2
z2 − z1

=

3

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
3
√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

) =
1√
3

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)

よって θ = arg

(
z3 − z2
z2 − z1

)
=

π

6

(2) 与えられた規則により z2 = αz1 + β, z3 = αz2 + β

z1 6= z2に注意してこれを解くと α =
z3 − z2
z2 − z1

, β =
z2

2 − z1z3
z2 − z1

z2
2 − z1z3 =

(
3
√
3

2
+

3

2
i

)2

− (3
√
3− 3i)·3i

= −9

2
− 9

√
3

2
i = 9

(
−1

2
−

√
3

2
i

)
= 9

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
,

z2
2 − z1z3
z2 − z1

=

9

(
cos

4π

3
+ i sin

4π

3

)
3
√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

) =
√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)

上の諸式および (1)の結果から

α =
1
√
3

(√
3

2
+

1

2
i

)
, |α| =

1
√
3
, argα =

π

6
,

β =
√
3

(
−
1

2
+

√
3

2
i

)
, |β| =

√
3, arg β =

2π

3
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(3) γ = αγ + β · · · 1©とおくと，(規則)と 1©との辺々の差をとると，関係式

zn − γ = α(zn−1 − γ) · · · (∗)

が得られるから， 1©を満たす γを求めればよい．

γ =
β

1− α

α =
1√
3

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
=

1

2
+

1

2
√
3
iより

1− α = 1−
(
1

2
+

1

2
√
3
i

)
=

1

2
− 1

2
√
3
i

=
1√
3

(√
3

2
− 1

2
i

)
=

1√
3

{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}

よって γ =
β

1− α
=

√
3

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
1√
3

{
cos
(
−π

6

)
+ i sin

(
−π

6

)}
= 3

(
cos

5π

6
+ i sin

5π

6

)
= 3

(
−
√
3

2
+

1

2
i

)

(4) (∗)より，{zn − γ}は初項 z1 − γ，公比 αの等比数列であるから

zn − γ = αn−1(z1 − γ) よって zn = γ + αn−1(z1 − γ)
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(5) w = cos
π

6
+ i sin

π

6
とおくと，(2)，(3)の結果から

α =
1√
3
w, β =

√
3w4, γ = 3w5

(4)の結果から

z5 = γ + α4(z1 − γ) = 3w5 +
1

9
w4(z1 − 3w5)

=
1

9
w4(z1 + 27w − 3w5)

ここで

27w − 3w5 = 27

(√
3

2
+

1

2
i

)
− 3

(
−
√
3

2
+

1

2
i

)
= 15

√
3 + 12i

|z5| < 1より

1

9
|w4||z1 + 27w − 3w5| < 1

ゆえに |z1 + 15
√
3 + 12i| < 9

よって，点 z1 は，−15
√
3 − 12iを中心

とする半径 9の円の内部にある．ただし，
境界線は含まない．

　

O

Im

Re
−15

√
3

−12

−21

�
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4 (1) 時刻n = 4において，点Pは頂点AまたはCに
ある．n = 4で点 Pが頂点Aにある確率は(

1

2
·1
2
+

1

2
·1
2

)2

=
1

4

求める確率は，この余事象の確率であるから

1− 1

4
=

3

4

　

n1 2 3 4
A

B

D

C

C

(2) 点Qが時刻 nで，頂点 B，Cにある確率をそれぞれ bn, cnとすると，点
Qの移動規則により，次の確率漸化式が成立する．

b0 = 0, c0 = 1, bn+1 =
1

3
bn +

1

3
cn, cn+1 =

1

3
cn

数列 {cn}は初項 1，公比
1

3
の等比数列であるから cn =

1

3n

これから bn+1 =
1

3
bn +

1

3
· 1
3n

したがって 3n+1bn+1 − 3nbn = 1

n = 1のとき
n−1∑
k=0

(3k+1bk+1 − 3kbk) = n ゆえに bn =
n

3n

n = 0のときも成立するから bn =
n

3n

(3) 時刻 nにおいて，点Qが頂点Dにある確率は，BとDの対称性により

bn

時刻 n (n = 1)において，はじめて点Qが頂点Aにある確率は，点Qの
移動規則により

bn−1 ×
1

3
× 2 =

2(n− 1)

3n

n = 0のときは，その確率は 0であるから，求める確率は

n = 0のとき 0, n = 1のとき
2(n − 1)

3n
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(4) 時刻 n = 4までに，同時刻に点Pと点Qの位置がBであるのは，1秒後と
3秒後である．2点 P，Qの位置が 1秒後，3秒後に Bである事象を，そ
れぞれX，Y とすると，そのときの確率について

P (X) =
1

2
b1 =

1

2
·1
3
=

1

6

P (Y ) =
1

4
b3 =

1

4
·1
9
=

1

36

P (X ∩ Y ) =

(
1

2

)3(
1

3

)3

=
1

216

よって P (X ∪ Y ) = P (X) + P (Y )− P (X ∩B)

=
1

6
+

1

36
− 1

216
=

41

216

n1 2 3 4
A

B

D

C

C

n1 2 3 4
C

B

D

点 Pの移動 点Qの移動

(5) はじめて点Pの位置が頂点Cとなるのは，2秒後と 4秒後であるが，2秒
後よりも前に点Qの位置が頂点 Aとなることはない．4秒後にはじめて
点 Pの位置が頂点Cにある確率は(

1

2
·1
2
+

1

2
·1
2

)(
1

2
·1
2
+

1

2
·1
2

)
=

1

4

(3)で求めた確率を

qn =
2(n− 1)

3n
(n = 1)

とおく．4秒後に点Pの位置が頂点Cにある事象をS，はじめて点Pの位
置が頂点C となった時刻より前に点Qの位置が頂点Aとなる事象を T と
すると，(1)の結果および上式における n = 2, 3の場合から

P (S) =
3

4
, P (S ∩ T ) =

1

4
(q2 + q3) =

1

4

(
2

9
+

4

27

)
=

1

4
·10
27

よって，求める確率は PS(T ) =
P (S ∩ T )

P (S)
=

1

4
·10
27
3

4

=
10

81
�


