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平成29年度　福岡教育大学２次試験前期日程 (数学問題)

中等教育 (数学専攻)　平成29年2月25日

問題 1 2 3 4

1 次の問いに答えよ．

(1) 実数 x，yは log2 x+ log2 y = 2を満たす．

(ア) t = x+ yとおく．x2 + y2を tを用いて表せ．

(イ) x2+y2+xy−6x−6y+11の最小値とそのときのxと yの値を求めよ．

(2) 23x + 13y = 5を満たす整数 x，yの組で |x| + |y|が最小になるものを求
めよ．

(3) 3個のサイコロを同時に 1回投げる．

(ア) 出る目の積が偶数である確率を求めよ．

(イ) 出る目の積が偶数であるとき，その出る目の和が 5の倍数である確率
を求めよ．

2 aを定数とし，曲線 y =
1

2
x2をC，直線 y = a(x + 1)を `とする．Cと `が異

なる 2点で交わっているとき，次の問いに答えよ．

(1) aのとり得る値の範囲を求めよ．

(2) Cと `の 2つの交点の x座標を α，βとするとき α+ β，αβをそれぞれ a

を用いて表せ．

(3) Cと `の 2つの交点を結ぶ線分の中点の軌跡を求めよ．

3 P (x)を整式とし，整式Q(x)をQ(x) =

∫ x

1

P (t) dt で定める．P (x)を x− 1で

割ったときの余りは 2であった．次の問いに答えよ．

(1) Q′(1)の値を求めよ．

(2) Q(x)を (x− 1)2で割ったときの余りを求めよ．

(3) Q(x)を x− 2で割ったときの余りは 3であった．Q(x)を (x− 1)2(x− 2)

で割ったときの余りを求めよ．
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4 a，bを正の定数とし，f(x) = −xe−
x
a とする．y = f(x)のグラフを x軸に関し

て対称移動し，さらにx軸方向に−aだけ平行移動して得られる曲線を y = g(x)

とし，h(x) = bg(x)とする．また，曲線 y = f(x)の変曲点をPとし，点Pにお
ける曲線 y = f(x)の接線を `とする．関数 h(x)の最大値が 1であるとき，次
の問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底とする．

(1) 直線 `の方程式を aを用いて表せ．

(2) 関数 g(x)を aを用いて表せ．

(3) 定数 a，bの積 abの値を求めよ．

(4) 直線 `と x軸との交点の x座標が 4であるとき，曲線 y = f(x)，y = h(x)

と y軸で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例

1 (1)(ア) log2 x+ log2 y = 2より，log2 xy = 2 ゆえに xy = 4

よって x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xy = t2 − 8

(イ) log2 x+ log2 y = 2の真数は正であるから x, y > 0

相加平均・相乗平均の関係により

t = x+ y = 2
√
xy = 2

√
4 = 4 (等号は x = y = 2のとき)

したがって

x2 + y2 + xy − 6x− 6y + 11 = (t2 − 8) + 4− 6(x+ y) + 11

= t2 − 6t+ 7 = (t− 3)2 − 2

t = 4より，t = 4，すなわち，x = y = 2のとき，最小値−1

(2) 23 ≡ 10, 13 ≡ 0 (mod 13)であるから，23x+ 13y = 5より

10x ≡ 5 ゆえに 2x ≡ 1 すなわち x ≡ 7 (mod 13)

したがって 23(x− 7) + 13(y + 12) = 0

整数 kを用いて x = 7 + 13k，y = −12− 23k

k = 0のとき，|x| = x = 7 + 13k，|y| = −y = 12 + 23k であるから

|x|+ |y| = 19 + 36k

k < 0のとき，|x| = −x = −7− 13k，|y| = y = −12− 23k であるから

|x|+ |y| = −19− 36k

k = −1で，|x|+ |y|は最小となり，このとき x = −6，y = 11

注意 10x ≡ 5 (mod 13)の両辺を 5で割ることができるのは，5が 13と互いに
素であるから，2x ≡ 1 (mod 13)とすることができる．

10x ≡ 5 ⇐⇒ 5(2x− 1) ≡ 0 ⇐⇒ 2x ≡ 1 (mod 13)

最後の式の両辺に 7を掛けることにより (整数の掛け算には制約はない)

14x ≡ 7 すなわち x ≡ 7 (mod 13)

なお，10x ≡ 5 (mod 13)の両辺に 4を掛けても

40x ≡ 20 すなわち x ≡ 7 (mod 13)
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(3)(ア) 出る目の積が奇数である確率は，3個のサイコロの目がすべて奇数で
あるから (

3

6

)3

=
1

8

出る目の積が偶数である事象をAとすると，求める確率は，この余事
象の確率であるから

P (A) = 1− 1

8
=

7

8

(イ) 目の和が 5の倍数である事象をBとすると，A ∩Bは，次の (i)，(ii)

の事象がある．

(i) すべての目が異なる
{1, 3, 6}, {1, 4, 5}, {2, 3, 5}, {4, 5, 6}

(ii) 同じ目が 2つある
{1, 2, 2}, {2, 2, 6}, {2, 4, 4}, {3, 3, 4}, {3, 6, 6}

したがって P (A ∩B) =
4·3! + 5·3C2

63
=

13

72

よって，求める確率は PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

13

72
·8
7
=

13

63
�

2 (1) y =
1

2
x2と y = a(x+ 1)から yを消去して整理すると

x2 − 2ax− 2a = 0 · · · (∗)

上の方程式は異なる 2つの実数解をもつから，係数について

D/4 = (−a)2 − 1·(−2a) = a(a+ 2) > 0

よって a < −2, 0 < a

(2) 方程式 (∗)の解が α，βであるから，解と係数の関係により

α + β = 2a, αβ = −2a

(3) Cと `の 2つの交点 (α, a(α+ 1))，(β, a(β + 1)) の中点は，(2)の結果に
より (

α + β

2
,
a(α + β)

2
+ a

)
すなわち (a, a2 + a)

aの値の範囲に注意して y = x2 + x (x < −2, 0 < x) �
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3 (1) Q(x) =

∫ x

1

P (t) dt · · · (∗)

P (x)を x− 1で割った余りが 2であるから，剰余の定理により P (1) = 2

(∗)を微分すると Q′(x) = P (x) よって Q′(1) = P (1) = 2

(2) (∗)より Q(1) = 0

Q(x)を (x− 1)2で割ったときの商をR(x)，余りを ax+ bとおくと

微分すると

Q(x) = (x− 1)2R(x) + ax+ b

Q′(x) = 2(x− 1)R(x) + (x− 1)2R′(x) + a

上の 2式に x = 1を代入すると，Q(1) = 0，Q′(1) = 2により

a+ b = 0, a = 2 これから b = −2

よって，求める余りは 2x − 2

(3) (2)の結果から Q(x) = (x− 1)2R(x) + 2x− 2

R(x)を x− 2で割ったときの商を S(x)，余りを cとすると

R(x) = (x− 2)S(x) + c

したがって Q(x) = (x− 1)2{(x− 2)S(x) + c}+ 2x− 2

= (x− 1)2(x− 2)S(x) + c(x− 1)2 + 2x− 2

Q(x)を x− 2で割った余りが 3であるから，剰余の定理により Q(2) = 3

したがって c+ 2 = 3 すなわち c = 1

ゆえに Q(x) = (x− 1)2(x− 2)S(x) + (x− 1)2 + 2x− 2

= (x− 1)2(x− 2)S(x) + x2 − 1

よって，求める余りは x2 − 1
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別解 1 Q(x)を (x− 1)2(x− 2)で割ったときの商を S(x)，余りを px2 + qx+ rと
すると

Q(x) = (x− 1)2(x− 2)S(x) + px2 + qx+ r

Q(2) = 3より 4p+ 2q + r = 3 · · · 1©

Q(x)を変形すると

Q(x) = (x− 1)2(x− 2)S(x) + p(x− 1)2 + (2p+ q)x− p+ r

= (x− 1)2{2(x− 2)S(x) + p}+ (2p+ q)x− p+ r

Q(x)を (x− 1)2で割った余りが 2x− 2であるから，係数を比較して

2p+ q = 2, −p+ r = −2 · · · 2©

1©， 2©を解いて p = 1，q = 0，r = −1 よって，求める余りは x2− 1

別解 2 Q(x)を (x− 1)2(x− 2)で割ったときの商を S(x)，余りを px2 + qx+ rと
すると

Q(x) = (x− 1)2(x− 2)S(x) + px2 + qx+ r,

Q′(x) = 2(x− 1){(x− 2)S(x)}+ (x− 1)2{(x− 2)S(x)}′ + 2px+ q

上の第1式にx = 1, 2，第2式にx = 1を代入すると，Q(1) = 0，Q(2) = 3，
Q′(1) = 2により

p+ q + r = 0, 4p+ 2q + r = 3, 2p+ q = 2

これを解いて p = 1，q = 0，r = −1 よって，求める余りは x2 − 1 �

4 (1) f(x) = −xe−
x
a より

f ′(x) =
(x
a
− 1

)
e−

x
a , f ′′(x) =

(
2

a
− x

a2

)
e−

x
a

x < 2aのとき f ′′(x) > 0，2a < xのとき f ′′(x) < 0であるから，y = f(x)

の上の点 (2a, f(2a))は，この曲線の変曲点である．ゆえに

f(2a) = −2ae−2, f ′(2a) = e−2

したがって，`の方程式は

y + 2ae−2 = e−2(x− 2a) ゆえに y = e−2(x − 4a)
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注意 f ′(a) = 0は f(a)が極値であるための必要条件であるように，f ′′(2a) = 0

は点 (2a, f(2a))が変曲点であるための必要条件である．変曲点を示すに
は，x = 2aの前後で f ′′(x)の符号が変化することを示さなければならない．

増減表で示してもよい．

(2) g(x) = −f(x+ a) = (x + a)e−x+a
a

(3) (1)の計算結果から

g′(x) = −f ′(x+ a) = −
(
x+ a

a
− 1

)
e−

x+a
a = −x

a
e−

x+a
a

x · · · 0 · · ·
g′(x) + 0 −
g(x) ↗ ae−1 ↘

b > 0より，h(x) = bg(x)の最大値 abe−1が 1であるから ab = e

(4) (1)の結果から，`と x軸との交点の x座標 4aが 4であるから a = 1

これを (3)の結果に代入して b = e

ゆえに f(x) = −xe−x，h(x) = e(x+ 1)e−x−1 = (x+ 1)e−x

h(x)− f(x) = (2x+ 1)e−x

したがって，y = f(x)と y = h(x)の交
点の x座標は

x = −1

2

−1

2
5 x 5 0において

h(x)− f(x) = 0

　

O

y

x

y = h(x)

y = f(x)

−1
2

1

求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

− 1
2

(2x+ 1)e−x dx =

[
−(2x+ 3)e−x

]0
− 1

2

= 2
√
e − 3

�


