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平成28年度　福岡教育大学２次試験後期日程 (数学問題)

教育学部中等教育 (数学専攻)　平成28年3月12日

数 I・II・III・A・B (120分)

問題 1 2 3 4

1 次の問いに答えよ．

(1) 不等式 3log2 2x + 2·3log4 x − 1 > 0を解け．

(2) 0 5 x 5 π

4
のとき，関数 y = cos2 x+ 4

√
3 sin x cos x− 3 sin2 xの最大値と

最小値を求めよ．また，そのときの xの値を求めよ．

(3) 等差数列 {an}は

a4 + a5 + a6 = 615, a18 + a20 + a22 = −15

を満たす．この等差数列の初項 a1から第 n項 anまでの和を Snとすると
き Snの最大値を求めよ．

2 4OABにおいてOA = 2，OB = 3であり，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとおくと~a·~b = 3

である．頂点Oから直線ABに下ろした垂線と直線ABの交点をH，頂点Aか
ら直線OBに下ろした垂線と直線OBの交点を Iとする．また直線OHと直線
AIの交点を Pとする．ただし~a·~bは~aと~bの内積である．次の問いに答えよ．

(1)
−→
OHを~a，~bを用いて表せ．

(2)
−→
OPを~a，~bを用いて表せ．

(3)
−→
OI = k~bを満たす実数 kを求めよ．
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3 p，mを正の定数とする．次の問いに答えよ．

(1) p = 3とする．pと p+mが素数ならば，mは偶数であることを示せ．

(2) mは 3で割ると 1余る．このとき p(p +m)(p + 2m)は 3の倍数であるこ
とを示せ．

(3) mは 1 5 m 5 20を満たし，3で割ると 1余る．このとき p，p+m，p+2m

がすべて素数であるような整数の組 (p, m)をすべて求めよ．

4 媒介変数 tを用いて

x =
et − e−t

2
, y =

et + e−t

2

で表される曲線について，次の問いに答えよ．

(1) この曲線上の点 (x, y)は y =
√
x2 + 1を満たすことを示せ．

(2) A(0, 1)，O(0, 0)，P

(
et0 − e−t0

2
,
et0 + e−t0

2

)
とする．線分OA，線分OP

とこの曲線で囲まれた図形の面積 Sを t0で表せ．ただし t0 > 0とする．
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解答例

1 (1) log2 2x = 1 + log2 x = 1 + 2 log4 x

t = 3log4 xとおくと (t > 0)，不等式 3log2 2x + 2·3log4 x − 1 > 0は

3t2 + 2t− 1 > 0 ゆえに (t+ 1)(3t− 1) > 0

t > 0により t >
1

3
したがって 3log4 x > 3−1

よって log4 x > −1 底 4は 1より大きいから x >
1

4

(2) y = cos2 x+ 4
√
3 sin x cos x− 3 sin2 x

=
1 + cos 2x

2
+ 2

√
3 sin 2x− 3·1− cos 2x

2

= 2
√
3 sin 2x+ 2 cos 2x− 1

= 4 sin
(
2x+

π

6

)
− 1

0 5 x 5 π

4
より

π

6
5 2x+

π

6
5 2

3
π

よって 2x+
π

6
=

π

2
すなわち x =

π

6
のとき 最大値 3

2x+
π

6
=

π

6
すなわち x = 0のとき 最小値 1

(3) a4 + a5 + a6 = 615， a18 + a20 + a22 = −15

数列 {an}は，等差数列であるから

a4 + a6 = 2a5, a18 + a22 = 2a20

したがって 3a5 = 615，3a20 = −15 すなわち a5 = 205，a20 = −5

等差数列 {an}の公差を dとすると

a1 + 4d = 205, a1 + 19d = −5 ゆえに a1 = 261, d = −14

一般項は an = 261 + (n− 1)·(−14) = −14n+ 275

an > 0とすると −14n+ 275 > 0 ゆえに n < 19.6 · · ·

これをみたす最大の nは n = 19

よって，Snの最大値は S19 =
1

2
·19{2·261 + (19− 1)·14}

= 2565

�
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2 (1) Hは直線AB上の点であるから
−→
OH = (1− s)~a+ s~b

−→
AB⊥

−→
OHであるから (~b− ~a)·{(1− s)~a+ s~b} = 0

したがって (s− 1)|~a|2 + (1− 2s)~a·~b+ s|~b|2 = 0

ゆえに 4(s− 1) + 3(1− 2s) + 9s = 0 これを解いて s =
1

7

よって
−→
OH =

6

7
~a +

1

7
~b

(2) 実数 tを用いて，
−→
OP = t

−→
OHとおくと

−→
AP =

−→
OP−

−→
OA = t

(
6

7
~a+

1

7
~b

)
− ~a

=

(
6

7
t− 1

)
~a+

t

7
~b

　O

A BH

I

P

−→
OB⊥

−→
APであるから ~b·

{(
6

7
t− 1

)
~a+

t

7
~b

}
= 0

ゆえに 3

(
6

7
t− 1

)
+

9

7
t = 0 これを解いて t =

7

9

よって
−→
OP =

7

9

−→
OH =

7

9

(
6

7
~a+

1

7
~b

)
=

2

3
~a +

1

9
~b

(3) Pは直線AI上の点であるから

−→
OP =

2

3

−→
OA+

1

3

(
1

3
~b

)
ゆえに

−→
OI =

1

3
~b よって k =

1

3

解説 cos∠AOB =
~a·~b
|~a||~b|

=
3

2·3
=

1

2
ゆえに ∠AOB = 60◦

余弦定理により AB2 = 22 + 32 − 2·3 cos 60◦ = 7

cos∠OAB =
22 + (

√
7)2 − 32

2·2·
√
7

=
1

2
√
7

ゆえに AH = OAcos∠OAB =
1√
7
，OI = OAcos 60◦ = 2·1

2
= 1

したがって AH : HB = 1 : 6，BI : IO = 2 : 1

4OHBおよび直線AIについて，メネラウスの定理を適用すると

OP

PH
·HA
AB

·BI
IO

= 1 ゆえに
OP

PH
·1
7
·2
1
= 1 よって OP : PH = 7 : 2

�
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3 (1) mは正の定数，p = 3より，p+m > pであるから，pと p+mはともに奇
素数である．したがって，pと p+mの偶奇性により，mは偶数である．

(2) mは 3で割ると 1余るから m ≡ 1, 2m ≡ 2 (mod 3)

したがって p(p+m)(p+ 2m) ≡ p(p+ 1)(p+ 2) (mod 3)

連続する 3つの整数の積 p(p+ 1)(p+ 2)は 3の倍数であるから

p(p+m)(p+ 2m) ≡ 0 (mod 3)

よって，p(p+m)(p+ 2m)は 3の倍数である．

(3) pと p+mが素数であるから，(1)の結果から，mは偶数である．

p，p+m，p+ 2mがすべて素数であるとき，p = 2，m = 2より

4 5 p+m < p+ 2m

(2)の結果から，p(p+m)(p+m)は 3を因数にもつので，異なる 3つの素
数 p，p+m，p+ 2mのうち，3であるのは，上式に注意して

p = 3

また，1 5 m 5 20を満たし，m ≡ 1 (mod 3)であるのは

m = 4, 10, 16

このとき

p+m p+ 2m

m = 4 7 11

m = 10 13 23

m = 16 19 35

上の表から，求める整数の組 (p, m)は

(p, m) = (3, 4), (3, 10)
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4 (1) x =
et − e−t

2
，y =

et + e−t

2
より

x2 + 1 =

(
et − e−t

2

)2

+ 1 =

(
et + e−t

2

)2

= y2

y > 0 であるから y =
√
x2 + 1

(2) x0 =
et0 − e−t0

2
，y0 =

et0 + e−t0

2
とおくと

(1)の結果から y0 =
√
x0

2 + 1

また (x
√
x2 + 1)′ = 2

√
x2 + 1− 1√

x2 + 1

log(x+
√
x2 + 1)′ =

1√
x2 + 1

　

O

y

x

P(x0, y0)

x0

1
A

y =
√
x2 + 1

したがって
1

2
{x

√
x2 + 1 + log(x+

√
x2 + 1)}′ =

√
x2 + 1

求める面積 Sは，右の図の斜線部分であるから，上の諸式を利用して

S =

∫ x0

0

(√
x2 + 1− y0

x0

x

)
dx

=

[
1

2
x
√
x2 + 1 +

1

2
log(x+

√
x2 + 1)− y0

2x0

x2

]x0

0

=
1

2
log(x0 + y0) =

1

2
t0
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