
問題 (時習館プログラム 2012年 12月)¶ ³

n = 3を整数とし，a2, a3, . . . , anを a2a3 · · · an = 1をみたす正の実数とする．
このとき (1 + a2)

2(1 + a3)
3 · · · (1 + an)n > nnが成り立つことを示せ．

第 53回国際数学オリンピック アルゼンチン大会
第 1日目 (2012年 7月 10日)の問題 2

µ ´
問題を Rn−1の超曲面 xi > 0 (i = 2, 3, . . . , n)，x2x3 · · · xn − 1 = 0における関数
Fn(x2, x3, . . . , xn) = (1+x2)

2(1+x3)
3 · · · (1+xn)nの極値を考えて，次を証明する．

¶ ³
n ≥ 3とし，xi > 0 (i = 2, 3, . . . , n)，x2x3 · · · xn − 1 = 0，

Fn(x2, x3, . . . , xn) = (1 + x2)
2(1 + x3)

3 · · · (1 + xn)n

とするとき，次式が成り立つ．

Fn(x2, x3, . . . , xn) > nn

µ ´
n ≥ 3とし，2つの関数を

fn(x) = (2x− 1)(3x− 1) · · · (nx− 1) (x > 1
2
)

gn(x) = (2− x)2(3− x)3 · · · (n− x)n (0 < x < 2)

とおくと，fn(x)は単調増加，gn(x)は単調減少で，ともに正値をとる．
fn(λ) = 1 (λ > 1

2
)をみたす λは唯一存在し，αk (k = 2, 3, . . . , n)を

1 + α2

2α2

=
1 + α3

3α3

= · · · = 1 + αn

nαn

= λ すなわち αk =
1

kλ− 1

とし，µ =
1

λ
とおくと

Fn(α2, α3, . . . , αn) =
n∏

k=2

(1 + αk)
k =

n∏

k=2

kkαk
k

(
1 + αk

kαk

)k

=
n∏

k=2

kk

(
1

kλ− 1

)k

λk =
1

gn(µ)

n∏

k=2

kk
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1 n = 3のとき
C(t)を x2x3 − 1 = 0 (x2 > 0, x3 > 0)を表す正則な曲線とし，F3(C(t))を tで微
分すると

d

dt
F3(C(t)) = 2(1 + x2)(1 + x3)

3dx2

dt
+ 3(1 + x2)

2(1 + x3)
2dx3

dt

= F3(x2, x3)

(
2

1 + x2

,
3

1 + x3

)(
dx2

dt
,
dx3

dt

)
(1.1)

また x2x3 − 1 = 0を tで微分すると

x3
dx2

dt
+ x2

dx3

dt
= 0 すなわち

(
1

x2

,
1

x3

)
·
(

dx2

dt
,
dx3

dt

)
= 0 (1.2)

F3(C(t))が t = t0で極値をとり，C(t0) = (α2, α3)とすると，(1.1)，(1.2)より
(

2

1 + α2

,
3

1 + α3

)
·C ′(t0) = 0,

(
1

α2

,
1

α3

)
·C ′(t0) = 0

上の 2式から，λを用いて
(

1

α2

,
1

α3

)
= λ

(
2

1 + α2

,
3

1 + α3

)

1 + α2

2α2

=
1 + α3

3α3

= λ

(2λ− 1)α2 = 1, (3λ− 1)α3 = 1

α2 > 0，α3 > 0，α2α3 = 1により

λ >
1

2
, (2λ− 1)(3λ− 1) = 1

したがって λ =
5

6
，α2 =

3

2
，α3 =

2

3

F3

(
3

2
,
2

3

)
=

(
1 +

3

2

)2 (
1 +

2

3

)3

=
55

22·33
= 28.935 · · ·

F3(
3
2
, 2

3
)は最小値であるから (p.4の補足) F3(x2, x3) > 33
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2 n = 4のとき
P(α2, α3, α4)を曲面 x2x3x4 − 1 = 0 (x2 > 0, x3 > 0, x4 > 0)上の F4の極値点，
C(t)をこの曲面上で Pを通る正則な曲線とし，F4(C(t))を tで微分すると

d

dt
F4(C(t)) =

(
∂F4

∂x2

,
∂F4

∂x3

,
∂F4

∂x4

)
·C ′(t)

= F4(x2, x3, x4)

(
2

1 + x2

,
3

1 + x3

,
4

1 + x4

)
·C ′(t) (2.1)

また x2x3x4 − 1 = 0を tで微分すると

x3x4
dx2

dt
+ x2x4

dx3

dt
+ x2x3

dx4

dt
= 0 すなわち

(
1

x2

,
1

x3

,
1

x4

)
·C ′(t) = 0 (2.2)

F4(C(t))が t = t0で極値をとり，C(t0) = (α2, α3, α4)とすると，(2.1)，(2.2)より
(

2

1 + α2

,
3

1 + α3

,
4

1 + α4

)
·C ′(t0) = 0,

(
1

α2

,
1

α3

,
1

α4

)
·C ′(t0) = 0

Pにおける接平面上の接方向 C ′(t0)に関係なく上の 2式は成り立つから，λを用
いて (

1

α2

,
1

α3

,
1

α4

)
= λ

(
2

1 + α2

,
3

1 + α3

,
4

1 + α4

)

1 + α2

2α2

=
1 + α3

3α3

=
1 + α4

4α4

= λ

(2λ− 1)α2 = 1, (3λ− 1)α3 = 1, (4λ− 1)α4 = 1

α2 > 0，α3 > 0，α4 > 0，α2α3α4 = 1により

λ >
1

2
, f4(λ) = 1

f4

(
3

4

)
> 1より

1

2
< λ <

3

4
，

4

3
< µ < 2

ゆえに g4(µ) < g4

(
4

3

)
=

(
2− 4

3

)2 (
3− 4

3

)3 (
4− 4

3

)4

=
214·53

39

したがって

F4(P) =
22·33·44

g4(µ)
>

22·33·44

g4(
4
3
)

= 44 × 312

212·53
= 44

(
34

24·5
)3

= 44

(
81

80

)3

> 44

Pは最小点であるから (p.4の補足) F4(x2, x3, x4) ≥ F4(P) > 44
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補足
n = 3のとき，例えば，C(t) = (t, 1

t
) (t > 0)とおくと

F3(C(t)) = (1 + t)2

(
1 +

1

t

)3

=
(t + 1)5

t3

d

dt
F3(C(t)) =

(2t− 3)(t + 1)4

t4

したがって，t = 3
2
で極小値 (最小値)をとる．

n = 4のとき，F4の極値点 P(α2, α3, α4)を通る曲線C(t) (t > 0)を

C1(t) =
(
α2t,

α3

t
, α4

)
, C2(t) =

(
α2t, α3,

α4

t

)

とおくと

F4(C1(t)) = (1 + α2t)
2
(
1 +

α3

t

)3

(1 + α4)
4

F4(C2(t)) = (1 + α2t)
2(1 + α3)

3
(
1 +

α4

t

)4

これらを tで微分すると

d

dt
F4(C1(t)) =

1

t2
(2α2t

2 − α2α3t− 3α3)(1 + α2t)
(
1 +

α3

t

)2

(1 + α4)
4

d

dt
F4(C2(t)) =

2

t2
(α2t

2 − α2α4t− 2α4)(1 + α2t)(1 + α3)
3
(
1 +

α4

t

)3

t = 1のとき，上の 2式は 0であるから

2α2 − α2α3 − 3α3 = 0, α2 − α2α4 − 2α4 = 0

ゆえに
1 + α2

2α2

=
1 + α3

3α3

=
1 + α4

4α4

d

dt
F4(C1(t)) =

1

t2
(t− 1)(2α2t + 3α3)(1 + α2t)

(
1 +

α3

t

)2

(1 + α4)
4

d

dt
F4(C2(t)) =

2

t2
(t− 1)(α2t + 2α4)(1 + α2t)(1 + α3)

3
(
1 +

α4

t

)3

これから，Pは F4の極小点 (最小点)である．

同様に，Fn(x2, x3, . . . , xn)について，xi > 0 (i = 2, 3, . . . , n)が

1 + x2

2x2

=
1 + x3

3x3

= · · · = 1 + xn

nxn

をみたすとき，Fn(x2, x3, . . . , xn)は最小となる．
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3 n = 5のとき

Pを F5の極値点とする．f5

(
2

3

)
> 1より

1

2
< λ <

2

3
，

3

2
< µ < 2

g5(µ) < g5

(
3

2

)
=

5∏

k=2

(
k − 3

2

)k

=
33·54·75

214

F5(P) =
22·33·44·55

g5(µ)
>

22·33·44·55

g5(
3
2
)

= 55 × 224

54·75
> 55

(
log10

224

54·75
= 0.2025

)

Pは F5の最小点であるから F5(x2, x3, x4, x5) ≥ F5(P) > 55

4 n = 6のとき

Pを F6の極値点とする．f6

(
3

5

)
> 1より

1

2
< λ <

3

5
，

5

3
< µ < 2

g6(µ) < g6

(
5

3

)
=

6∏

k=2

(
k − 5

3

)k

=
211·55·74·136

320

F6(P) =
22·33·44·55·66

g6(µ)
>

22·33·44·55·66

g6(
5
3
)

= 66× 323

2·74·136

(
log10

323

2·74·136
= 0.6085

)

Pは F6の最小点であるから F6(x2, x3, x4, x5, x6) ≥ F6(P) > 66

5 n = 7のとき

Pを F7の極値点とする．f7

(
5

9

)
> 1より

1

2
< λ <

5

9
，

9

5
< µ < 2

g7(µ) < g7

(
9

5

)
=

7∏

k=2

(
k − 9

5

)k

=
230·39·76·114·137

527

F7(P) =
22·33·44·55·66·77

g7(µ)

>
22·33·44·55·66·77

g7(
9
5
)

= 77 × 532

214·76·114·137

(
log10

532

214·76·114·137
= 1.1205

)

Pは F7の最小点であるから F6(x2, x3, x4, x5, x6, x7) ≥ F7(P) > 77
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6 n ≥ 8のとき
これまでと同様に，Pを Fnの極値点とすると

λ0 =
1

2
+

2n−3

(n− 2)!
とすると λ0 ≤ 49

90
(n ≥ 8)

fn(λ0) =
n∏

k=2

(kλ0 − 1) =
n∏

k=2

{
k − 2

2
+

k·2n−3

(n− 2)!

}

=
2n−2

(n− 2)!

n∏

k=3

{
k − 2

2
+

k·2n−3

(n− 2)!

}

>
2n−2

(n− 2)!

n∏

k=3

k − 2

2
= 1

µ0 =
1

λ0

とすると
1

2
< λ < λ0 ≤ 49

90
，

90

49
≤ µ0 < µ < 2

2− µ0 =
2n−1

(n− 2)! + 2n−2

gn(µ) < gn(µ0) =
n∏

k=2

(k − µ0)
k = (2− µ0)

2

n∏

k=3

(k − µ0)
k

=

{
2n−1

(n− 2)! + 2n−2

}2

×
n∏

k=3

(k − µ0)
k

≤
{

2n−1

(n− 2)! + 2n−2

}2

×
n∏

k=3

(
k − 90

49

)k

=

{
2n−1

(n− 2)! + 2n−2

}2

×
n−1∏

k=2

(
k − 41

49

)k+1

=

{
2n−1

(n− 2)! + 2n−2

}2

×
n−1∏

k=2

(
49k − 41

49k

)k+1

×
n−1∏

k=2

kk+1

≤
{

2n−1

(n− 2)! + 2n−2

}2

×
7∏

k=2

(
49k − 41

49k

)k+1

×
n−1∏

k=2

kk+1

<

{
2n−1

(n− 2)! + 2n−2

}2

× 1

210
×

n−1∏

k=2

kk+1

<
4n−6

{(n− 2)!}2
×

n−1∏

k=2

kk+1
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したがって

Fn(P) =
nn

gn(µ)

n−1∏

k=2

kk

> nn × {(n− 2)!}2

4n−6
×

n−1∏

k=2

kk

kk+1

= nn × {(n− 2)!}2

4n−6
× 1

(n− 1)!

= nn × (n− 2)!

(n− 1)·4n−6

数列 {Tn}を
Tn =

(n− 2)!

(n− 1)·4n−6
(n ≥ 8)

とおくと，T8 =
45

7

Tn+1

Tn

=
(n− 1)!

n·4n−5
÷ (n− 2)!

(n− 1)·4n−6
=

(n− 1)2

4n
=

n− 2

4
+

1

4n
> 1 (n ≥ 8)

ゆえに Tn ≥ 45

7
(n ≥ 8)

Fn(P) > nn × Tnであるから Fn(P) > nn

Pは最小点であるから Fn(x2, x3, . . . , xn) ≥ F (P) > nn

以上のことから，問題の不等式は成立する．
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7 初等的な解法

相加平均と相乗平均の関係式¶ ³

ak > 0, pk > 0 (k = 1, 2, · · · , n)，p1 + p2 + · · ·+ pn = 1に対して

p1a1 + p2a2 + · · ·+ pnan = a1
p1a2

p2 · · · an
pn

が成り立つ (等号が成り立つのは，a1 = a2 = · · · = anのとき)．
証明 http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2002.pdfの P9を参照．

µ ´
xk > 0 (k = 1, 2, . . . , n)について，上の関係式を用いると

xk + xk+1

k + 1
=

k

k + 1

(xk

k

)
+

1

k + 1
xk+1 =

(xk

k

) k
k+1

xk+1

1
k+1 (7.1)

ゆえに (xk + xk+1)
k+1 = (k + 1)k+1

kk
xk

kxk+1

n−1∏

k=1

(xk + xk+1)
k+1 =

n−1∏

k=1

(k + 1)k+1

kk
xk

kxk+1 =
xn

x1

·nn

n−1∏

k=1

xk
k+1

したがって
n−1∏

k=1

(
1 +

xk+1

xk

)k+1

= xn

x1

·nn (7.2)

(7.2)において，等号が成り立つのは，(7.1)より

xk

k
= xk+1 すなわち xk =

x1

(k − 1)!
(k = 1, 2, . . . n) (7.3)

ak+1 =
xk+1

xk

とおくと

ak > 0 (k = 2, 3, . . . , n), a2a3 · · · an =
xn

x1

(7.4)

(7.2)より
n∏

k=2

(1 + ak)
k = xn

x1

·nn (7.5)

xn = x1とすると，n = 3のとき (7.3)により，(7.5) の等号は成立しない．
このとき，(7.4)，(7.5)より

a2a3 · · · an = 1 のとき
n∏

k=2

(1 + ak)
k > nn
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