
東大理系2026年6番
nを正の整数とする．nの正の約数のうち，3で割って 1余るものの個
数を f(n)，3で割って 2余るものの個数を g(n)とする．

(1) f(2800)，g(2800)を求めよ．

(2) f(n) ≧ g(n)を示せ．

(3) g(n) = 15であるとき，f(n)がとりうる値を求めよ．

解答 [Gemini]

(1) f (2800), g(2800) の値

f(2800) = 16, g(2800) = 14

【解説】 2800 を素因数分解すると、

2800 = 24 × 52 × 71

となる。2800の正の約数は、整数 a, b, c（0 ≤ a ≤ 4, 0 ≤ b ≤ 2, 0 ≤ c ≤ 1）
を用いて d = 2a × 5b × 7c と表される。各素因数を 3 で割った余り（
(mod 3)）は、

2 ≡ 2, 5 ≡ 2, 7 ≡ 1 (mod 3)

であるから、約数 d を 3 で割った余りは次のように決まる。

d ≡ 2a × 2b × 1c ≡ 2a+b (mod 3)

21 ≡ 2, 22 ≡ 1 (mod 3) より、指数和 a+ bの偶奇によって余りが定まる。

• a+ bが偶数のとき：d ≡ 1 (mod 3)となり、f(2800)に数えられる。

• a+ bが奇数のとき：d ≡ 2 (mod 3) となり、g(2800)に数えられる。

a ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, b ∈ {0, 1, 2} の組み合わせにおいて、a + b の偶奇の
個数を数える。
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1. a+ b が偶数となる組み合わせ

• a, b がともに偶数のとき：a ∈ {0, 2, 4} (3通り) × b ∈ {0, 2} (2通
り) = 6通り

• a, b がともに奇数のとき：a ∈ {1, 3} (2通り) × b ∈ {1} (1通り)

= 2通り

合計で 6 + 2 = 8 通り。

2. a+ b が奇数となる組み合わせ

• a が偶数、b が奇数のとき：3通り × 1通り = 3通り
• a が奇数、b が偶数のとき：2通り × 2通り = 4通り

合計で 3 + 4 = 7 通り。

いずれの場合も、因数 7c の選び方は c ∈ {0, 1} の 2 通りあり、余りの結
果には影響しない。したがって、求める個数は以下の通りとなる。

f(2800) = 8× 2 = 16

g(2800) = 7× 2 = 14
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(2) f (n) ≥ g(n) の証明
【証明】 n を素因数分解し、3 で割った余りに応じて素因数を以下のよ
うに分類する。

n = 3k · pe11 · · · pess · qf11 · · · qftt
ここで、pi は 3で割って 1余る素数、qj は 3で割って 2余る素数である。
3 の倍数である約数は 3 で割り切れるため、余りは 0 となり f(n) に
も g(n) にもカウントされない。よって 3k の部分は無視してよく、 n′ =

pe11 · · · pess · qf11 · · · qftt の約数について考えれば十分である。
pi の累乗は常に 3 で割ると 1 余るため、これらの因数の選び方は全体
の余りの偶奇に影響を及ぼさない。pi の部分の約数の個数を A = (e1 +

1)(e2+1) · · · (es+1)とおく。残る N = qf11 · · · qftt の部分について、f(N) ≥
g(N) が示せれば、全体に A > 0 を掛けた f(n) = A · f(N) ≥ A · g(N) =

g(n) も成り立つ。
N の約数の 3で割った余りは、各因数の指数の和 S = a1+a2+ · · ·+at

（0 ≤ aj ≤ fj）を用いて、2S (mod 3) と表される。

• S が偶数のとき、約数は 3 で割って 1 余る（個数は f(N)）

• S が奇数のとき、約数は 3 で割って 2 余る（個数は g(N)）

これを多項式展開の形で表現すると、次の等式が得られる。
t∏

j=1

(1 + x+ x2 + · · ·+ xfj)

この式に x = 1 を代入すると、約数の総数 f(N) + g(N) が得られる。一
方、x = −1 を代入すると、S の偶奇による符号の変化から f(N)− g(N)

が得られる。

f(N)− g(N) =
t∏

j=1

(1− 1 + 1− 1 + · · ·+ (−1)fj)

各因数における各項の和 1− 1 + 1− 1 + · · ·+ (−1)fj の値は、

• fj が偶数のとき：1

• fj が奇数のとき：0
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となる。したがって、

• すべての fj が偶数であるとき：f(N)−g(N) = 1 =⇒ f(N) > g(N)

• 少なくとも 1 つの fj が奇数であるとき：f(N) − g(N) = 0 =⇒
f(N) = g(N)

いずれの場合も f(N) ≥ g(N) が成り立つ。両辺に正の整数 A を掛ける
ことで、目的の不等式 f(n) ≥ g(n) が示された。 ■
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(3) g(n) = 15 であるとき、f (n) がとりうる値
【解答】

f(n) = 15, 16, 18, 20, 30

【解説】 (2)の証明より、f(n) と g(n) の関係は N の素因数の指数 fj
の偶奇によって次の 2 つのケースに分類される。

ケース 1：すべての fj が偶数のとき f(N) − g(N) = 1 より f(N) =

g(N) + 1 となる。このとき、
g(n) = A · g(N) = 15

f(n) = A · f(N) = A(g(N) + 1)

A と g(N) は正の整数なので、A は 15 の正の約数（1, 3, 5, 15）のいず
れかとなる。それぞれの組み合わせにおける f(n) の値は以下の通りで
ある。

• A = 1, g(N) = 15 =⇒ f(n) = 1× (15 + 1) = 16

• A = 3, g(N) = 5 =⇒ f(n) = 3× (5 + 1) = 18

• A = 5, g(N) = 3 =⇒ f(n) = 5× (3 + 1) = 20

• A = 15, g(N) = 1 =⇒ f(n) = 15× (1 + 1) = 30

（※これらの g(N) に対し、すべての fj が偶数となるような約数の総数
f(N) + g(N) = 2g(N) + 1 （奇数）の因数分解は常に構成可能である。）

ケース 2：少なくとも 1つの fj が奇数のとき f(N) − g(N) = 0 より
f(N) = g(N) となる。このとき、

f(n) = A · f(N) = A · g(N) = g(n) = 15

となり、f(n) = 15 を得る。（※この場合も 約数の総数 2g(N) = 30 とな
るため、少なくとも 1 つの fj を奇数（fj + 1 を偶数）として構成するこ
とが可能である。）
以上より、f(n) がとりうる値は、小さい順に

f(n) = 15, 16, 18, 20, 30

となる。
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1 解答 [GPT5.5]

2 考え方
正の約数を 3 で割った余りによって分類する．ここで，3 の倍数であ
る約数は f(n), g(n) のどちらにも数えないことに注意する．
まず

n = 3am (3 ∤ m)

とおく．
n の約数 d は

d = 3be (0 ≤ b ≤ a, e | m)

と書ける．
このとき，b ≥ 1 なら d は 3 の倍数なので，f(n), g(n) には関係しな
い．したがって，f(n), g(n) を調べるには，3 と互いに素な部分

m

の約数だけを考えればよい．
つまり

f(n) = f(m), g(n) = g(m)

である．
ここからは

3 ∤ m

として考える．
m の素因数を，3 で割った余りによって分ける．すなわち

m = AB

とし，A は 3 で割って 1 余る素因数だけからなる部分，B は 3 で割って
2 余る素因数だけからなる部分とする．
3 で割って 1 余る素因数は，何乗しても

1 (mod 3)

である．
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一方，3 で割って 2 余る素因数は

−1 (mod 3)

であるから，その指数の偶奇によって約数の余りが決まる．
したがって，約数が 3 で割って 1 余るか 2 余るかは，B の部分から選
ばれる指数の和の偶奇で決まる．
B の約数のうち，指数の和が偶数のものの個数を E，奇数のものの個
数を O とする．また，A の正の約数の個数を

τ(A)

とする．
すると

f(n) = τ(A)E, g(n) = τ(A)O

である．
ここで重要なのは，

E ≥ O

が成り立つことである．
実際，B に含まれる素因数の指数を

b1, b2, . . . , br

とすると，B の約数の個数は

(b1 + 1)(b2 + 1) · · · (br + 1)

である．
指数の和の偶奇を考えると，

E −O

は

(1−1+1−· · ·+(−1)b1)(1−1+1−· · ·+(−1)b2) · · · (1−1+1−· · ·+(−1)br)

に等しい．
各因子は

1− 1 + 1− · · ·+ (−1)bi =

{
1 (bi が偶数)

0 (bi が奇数)
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である．
よって

E −O ≥ 0

であり，
f(n)− g(n) = τ(A)(E −O) ≥ 0

となる．
したがって，

f(n) ≥ g(n)

が示される．

3 解答
3.1 (1)

2800 = 24 · 52 · 7

である．
各素因数を 3 で割った余りで見ると，

2 ≡ −1, 5 ≡ −1, 7 ≡ 1 (mod 3)

である．
したがって，7 の指数は余りに影響せず，2, 5 の指数の和の偶奇で余り

が決まる．
約数は

2a5b7c (0 ≤ a ≤ 4, 0 ≤ b ≤ 2, 0 ≤ c ≤ 1)

と書ける．
7c の選び方は

2

通りである．
まず，a+ b が偶数のとき，約数は

1 (mod 3)

である．
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a は 0, 1, 2, 3, 4 の 5 通り，b は 0, 1, 2 の 3 通りである．このうち a+ b

が偶数となる組を数える．
a が偶数である場合は

a = 0, 2, 4

の 3 通り，奇数である場合は

a = 1, 3

の 2 通りである．
b が偶数である場合は

b = 0, 2

の 2 通り，奇数である場合は

b = 1

の 1 通りである．
よって，a+ b が偶数となる組は

3 · 2 + 2 · 1 = 8

通りである．
したがって

f(2800) = 8 · 2 = 16

である．
一方，a+ b が奇数となる組は

3 · 1 + 2 · 2 = 7

通りである．
したがって

g(2800) = 7 · 2 = 14

である．
よって

f(2800) = 16, g(2800) = 14

である．
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3.2 (2)

n を
n = 3am (3 ∤ m)

と書く．
3 の倍数である約数は，3 で割って 1 余ることも 2 余ることもない．
したがって

f(n) = f(m), g(n) = g(m)

である．
そこで，3 ∤ m としてよい．
m を

m = AB

と分ける．ただし，A は 3 で割って 1 余る素因数だけからなる部分，B

は 3 で割って 2 余る素因数だけからなる部分とする．

A = p1a1 · · · psas, B = q1b1 · · · qrbr

とする．ここで

pi ≡ 1 (mod 3), qj ≡ 2 (mod 3)

である．
A の約数はすべて

1 (mod 3)

である．
一方，B の約数

q1e1 · · · qrer

は
(−1)e1+···+er (mod 3)

に合同である．
したがって，B の約数のうち

e1 + · · ·+ er

が偶数であるものの個数を E，奇数であるものの個数を O とすると，

f(n) = τ(A)E, g(n) = τ(A)O
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である．
ここで，

E −O =
∏

j = 1r
(
1− 1 + 1− · · ·+ (−1)bj

)
である．
各因子について

1− 1 + 1− · · ·+ (−1)bj =

{
1 (bj が偶数)

0 (bj が奇数)

であるから，
E −O ≥ 0

である．
よって

f(n)− g(n) = τ(A)(E −O) ≥ 0

である．
したがって

f(n) ≧ g(n)

が示された．

3.3 (3)

g(n) = 15

とする．
先ほどと同じ記号を用いる．

f(n) = τ(A)E, g(n) = τ(A)O

であるから，
τ(A)O = 15

である．
また

E ≥ O
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である．
O = 0 なら g(n) = 0 となるので，ここでは

O > 0

である．
O > 0 であるためには，B に少なくとも 1つ，指数が正の素因数が存
在する．
ここで

E +O = τ(B)

であり，
E −O =

∏
j = 1r

(
1− 1 + 1− · · ·+ (−1)bj

)
である．
よって，少なくとも 1つの bj が奇数なら

E −O = 0

となり，
E = O

である．
一方，すべての bj が偶数なら

E −O = 1

となり，
E = O + 1

である．
したがって

f(n) = τ(A)E

は次の 2通りに分かれる．

E = O

のとき，
f(n) = τ(A)O = 15

である．
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E = O + 1

のとき，

f(n) = τ(A)(O + 1) = τ(A)O + τ(A) = 15 + τ(A)

である．
ここで

τ(A)O = 15

なので，
τ(A)

は 15 の正の約数である．
したがって

τ(A) = 1, 3, 5, 15

のいずれかである．
一見すると

f(n) = 15 + τ(A)

より
16, 18, 20, 30

が候補になる．
しかし，E = O+1 となるのは，B のすべての指数 bj が偶数の場合で
ある．このとき

E +O = τ(B)

は奇数であり，
O =

τ(B)− 1

2

である．
したがって

O

は
O =

奇数− 1

2

の形になる．
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また
τ(A)O = 15

であるから，それぞれ調べる．

τ(A) = 1

なら
O = 15

である．このとき
τ(B) = 2O + 1 = 31

が必要である．これは指数すべて偶数で

τ(B) = 31

となればよいので，例えば
B = q30

で実現できる．よって
f(n) = 16

は可能である．

τ(A) = 3

なら
O = 5

である．このとき
τ(B) = 11

が必要である．例えば
B = q10

で実現できる．よって
f(n) = 18

は可能である．

τ(A) = 5
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なら
O = 3

である．このとき
τ(B) = 7

が必要である．例えば
B = q6

で実現できる．よって
f(n) = 20

は可能である．

τ(A) = 15

なら
O = 1

である．このとき
τ(B) = 3

が必要である．例えば
B = q2

で実現できる．よって
f(n) = 30

は可能である．
以上より，E = O + 1 の場合には

f(n) = 16, 18, 20, 30

がすべて可能である．
また，E = O の場合には常に

f(n) = 15

であり，これも可能である．例えば

n = 229

とすれば，約数は
1, 2, 22, . . . , 229
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であり，偶数指数と奇数指数がそれぞれ 15 個ずつあるので，

f(n) = g(n) = 15

である．
したがって，g(n) = 15 のとき，f(n) がとりうる値は

15, 16, 18, 20, 30

である．

4 まとめ
nのうち 3の因子は，3の倍数である約数を作るだけなので，f(n), g(n)
の値には本質的に影響しない．
そこで

n = 3aAB

と分ける．ただし，A は 3 で割って 1 余る素因数からなる部分，B は 3

で割って 2 余る素因数からなる部分である．
A の約数はすべて

1 (mod 3)

であり，B の約数の余りは，指数の和の偶奇で決まる．
B の約数のうち，指数の和が偶数であるものの個数を E，奇数である
ものの個数を O とすると，

f(n) = τ(A)E, g(n) = τ(A)O

である．
さらに

E −O =
∏

j
(
1− 1 + 1− · · ·+ (−1)bj

)
より，

E −O ≥ 0

である．したがって
f(n) ≧ g(n)

である．
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(1) では
2800 = 24 · 52 · 7

であり，
2 ≡ 5 ≡ −1, 7 ≡ 1 (mod 3)

なので，2, 5 の指数の和の偶奇を数えればよい．その結果，

f(2800) = 16, g(2800) = 14

である．
(3) では

g(n) = τ(A)O = 15

を用いる．
E = O の場合は

f(n) = 15

である．
E = O + 1 の場合は

f(n) = 15 + τ(A)

であり，
τ(A) | 15

だから
τ(A) = 1, 3, 5, 15

となる．
よって

f(n) = 16, 18, 20, 30

が得られる．
以上より，

f(n) = 15, 16, 18, 20, 30

である．
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