
東大理系2026年5番
複素数平面上の原点を中心とする半径 1の円をCとする．複素数 αと

C 上の点 P(z)に対し，w = (z − α)3とおく．Pが C 上を動くときの点
Q(w)の軌跡をDとする．

(1) α = −3とし，wの偏角を θとおく．PがC上を動くとき，sin θがと
りうる値の範囲を求めよ．

(2) αが次の条件を満たすように動く．

条件：Dは実軸の正の部分および負の部分の両方と共有点
を持つ．

複素数平面上の点R(α)が動きうる範囲の面積を求めよ．

解答 [Gemini]

−23

27
≤ sin θ ≤ 23

27

【解説】 α = −3 のとき、w = (z+3)3 である。z が単位円 C 上を動く
とき、Z = z+3 は点 3 を中心とする半径 1 の円 Γ : |Z − 3| = 1 を描く。
原点から円 Γ に引いた接線と実軸の正の部分がなす角を ψ とおくと、
原点、円の中心、接点で作られる直角三角形の辺の比から、

sinψ =
1

3

となる。円 Γ の中心は実軸上にあるため、Z の偏角 ϕ がとりうる値の範
囲は、

−ψ ≤ ϕ ≤ ψ

である。
w = Z3 より、w の偏角 θ は θ = 3ϕ と表せる。したがって、θ のとり
うる範囲は、

−3ψ ≤ θ ≤ 3ψ
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となる。ここで、3倍角の公式を用いて sin(3ψ) および cos(3ψ) を計算
する。

sin(3ψ) = 3 sinψ − 4 sin3 ψ = 3

(
1

3

)
− 4

(
1

3

)3

= 1− 4

27
=

23

27

cos(3ψ) = 4 cos3 ψ − 3 cosψ = 4

(
2
√
2

3

)3

− 3

(
2
√
2

3

)
=

46
√
2

27
> 0

cos(3ψ) > 0 より 0 < 3ψ < π
2
であるから、θ が −3ψ から 3ψ まで動く

とき、sin θ は単調に増加する。
ゆえに、sin θ がとりうる値の範囲は、

−23

27
≤ sin θ ≤ 23

27

となる。
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(2) 点R(α) が動きうる範囲の面積
【解答】

4
√
3

【解説】 w = (z − α)3 が実軸の正の部分、および負の部分と共有点を
持つ条件を、Z = z − α の偏角 ϕ を用いて表す。

• 実軸の正の部分と交わる条件 : ϕ = 0, 2π
3
, 4π

3
となる z ∈ C が存在。

• 実軸の負の部分と交わる条件 : ϕ = π
3
, π, 5π

3
となる z ∈ C が存在。

z − α = reiϕ (r > 0) より、α = z − reiϕ と変形できる。これは、原点
を通り偏角 ϕ の直線からの距離が 1 以下であるような、偏角 ϕ+ π の方
向に伸びる半無限の帯状領域 U(ϕ) を表す。
したがって、α が動く領域 Ω は、以下の 2つの領域の共通部分 Ω =

Ω+ ∩ Ω− となる。

Ω+ = U(0) ∪ U
(
2π

3

)
∪ U

(
4π

3

)
Ω− = U

(π
3

)
∪ U(π) ∪ U

(
5π

3

)
この共通部分 Ω は、原点を中心に 60◦ 回転対称（6回対称）な星型の 12

角形を形成する。
第一象限の 0 ≤ arg(α) ≤ π

3
の範囲に注目すると、この領域の境界線は

次の 2本の直線で囲まれる。
1. Ω+ の境界直線: y =

√
3x− 2

2. Ω− の境界直線: y = 1

これらの交点は (
√
3, 1) であり、これは偏角 π

6
の対称軸上にある。また、

直線 y =
√
3x− 2 と x 軸 (y = 0) との交点は

(
2√
3
, 0
)
である。

この星型 12角形は、原点と上記の特徴点で作られる合同な直角三角形
（または基本三角形）12個に分割できる。x 軸の正の部分を底辺とする 1

つの基本三角形の頂点は (0, 0),
(

2√
3
, 0
)
, (
√
3, 1) となり、その寸法は以下

の通りである。
• 底辺 : 2√

3
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• 高さ : 1

したがって、この三角形 1つ分の面積 S0 は、

S0 =
1

2
× 2√

3
× 1 =

1√
3

求める全体の領域の面積 S は、この三角形 12個分に相当するため、

S = 12× S0 = 12× 1√
3
= 4

√
3

となる。
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1 解答 [GPT5.5]

複素数平面上の単位円
C : |z| = 1

を考える．また
w = (z − α)3

とおく．

1.1 (1)

α = −3

とする．このとき
w = (z + 3)3

である．
単位円上の点を

z = cos t+ i sin t

とおく．また
Z = z + 3

とおくと，Z は
|Z − 3| = 1

を満たす．すなわち，Z は中心 3，半径 1 の円上を動く．
ここで

Z = reiφ

とおく．すると
w = Z3 = r3e3iφ

であるから，w の偏角を θ とすると，

θ = 3φ

と表せる．
原点から円

|Z − 3| = 1
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に引いた接線と実軸の正の部分がなす角を ψ とする．原点，円の中心，
接点でできる直角三角形を考えると，

sinψ =
1

3

である．
したがって，Z の偏角 φ がとりうる範囲は

−ψ ≤ φ ≤ ψ

である．
よって，θ がとりうる範囲は

−3ψ ≤ θ ≤ 3ψ

である．
ここで，三倍角の公式より，

sin 3ψ = 3 sinψ − 4 sin3 ψ

であるから，

sin 3ψ = 3 · 1
3
− 4

(
1

3

)3

= 1− 4

27
=

23

27

である．
また，

cosψ =

√
1− 1

9
=

2
√
2

3

より，

cos 3ψ = 4 cos3 ψ − 3 cosψ = 4

(
2
√
2

3

)3

− 3 · 2
√
2

3
=

10
√
2

27
> 0

である．
したがって，

0 < 3ψ <
π

2

であるから，−3ψ ≤ θ ≤ 3ψ において sin θ は

− sin 3ψ
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から
sin 3ψ

までの値をとる．
ゆえに，

−23

27
≤ sin θ ≤ 23

27

である．

1.2 (2)

w = (z − α)3

が実軸の正の部分および負の部分の両方と共有点をもつ条件を考える．

z − α = reiϕ (r > 0)

とおくと，
w = r3e3iϕ

である．
したがって，w が正の実数となるためには

3ϕ ≡ 0 (mod 2π)

であればよい．すなわち，

ϕ ≡ 0,
2π

3
,
4π

3
(mod 2π)

である．
また，w が負の実数となるためには

3ϕ ≡ π (mod 2π)

であればよい．すなわち，

ϕ ≡ π

3
, π,

5π

3
(mod 2π)

である．
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よって，点 α から単位円 C 上の点 z を見た方向の中に，

0,
2π

3
,
4π

3

のいずれかと，
π

3
, π,

5π

3

のいずれかがともに存在すればよい．
ここで，偏角 ϕ の方向に

z − α = reiϕ (r > 0)

となる点 z ∈ C が存在する条件を調べる．
これは

α = z − reiϕ

と書けることと同値である．したがって，α は単位円 C 上の点から方向
−ϕ に伸びる半直線全体の和集合に属する．
この領域を

U(ϕ) = { z − reiϕ | |z| = 1, r > 0 }

と書く．
すると，求める領域 Ω は

Ω = Ω+ ∩Ω−

であり，ただし

Ω+ = U(0) ∪ U
(
2π

3

)
∪ U

(
4π

3

)
,

Ω− = U
(π
3

)
∪ U(π) ∪ U

(
5π

3

)
である．
この領域 Ω は原点を中心とする 60◦ 回転対称な図形になる．そこで，

0 ≤ argα ≤ π

3

の部分を調べ，最後に 6 倍すればよい．
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ただし，この 60◦ の部分はさらに対称軸

argα =
π

6

で二等分される．したがって，基本部分は

0 ≤ argα ≤ π

6

にある三角形であり，これを 12 個集めたものが全体の領域になる．

1.3 基本三角形の決定
第一象限の

0 ≤ argα ≤ π

3

に注目する．
この部分で現れる境界は次の 2直線である．
まず，Ω+ 側の境界は

y =
√
3x− 2

である．
また，Ω− 側の境界は

y = 1

である．
これらの交点は

y = 1, 1 =
√
3x− 2

より，
x =

√
3

であるから，
(
√
3, 1)

である．
また，直線

y =
√
3x− 2

と x 軸との交点は
0 =

√
3x− 2
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より， (
2√
3
, 0

)
である．
したがって，基本三角形は

(0, 0),

(
2√
3
, 0

)
, (

√
3, 1)

を頂点にもつ三角形である．
この三角形の底辺は

2√
3

であり，高さは
1

である．
よって，基本三角形の面積は

1

2
· 2√

3
· 1 =

1√
3

である．
全体の領域はこの基本三角形 12 個分であるから，求める面積は

12 · 1√
3
= 4

√
3

である．
したがって，

4
√
3

である．

まとめ
(1) では，

Z = z + 3

とおくことで，Z が中心 3，半径 1 の円上を動くことに注目する．原点
からこの円を見込む最大偏角を ψ とすると，

sinψ =
1

3
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である．
w = Z3 より偏角は 3 倍されるので，

−3ψ ≤ θ ≤ 3ψ

であり，
sin 3ψ =

23

27

から，
−23

27
≤ sin θ ≤ 23

27

を得る．
(2) では，w = (z−α)3 が正の実数になる方向と負の実数になる方向を
分ける．正の実数になる方向は

0,
2π

3
,
4π

3

であり，負の実数になる方向は
π

3
, π,

5π

3

である．
それぞれの方向に単位円上の点が見える条件を領域として考えると，求
める αの範囲は，原点を中心とする 60◦ 回転対称な星型の 12角形になる．
基本三角形の頂点は

(0, 0),

(
2√
3
, 0

)
, (

√
3, 1)

であり，その面積は
1√
3

である．
これが 12 個集まるので，求める面積は

4
√
3

である．
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1.4 考え方
1.4.1 (1)

α = −3

のとき，
w = (z + 3)3

である．そこで
Z = z + 3

とおくと，|z| = 1 より
|Z − 3| = 1

である．
つまり，Z は中心 3，半径 1 の円上を動く．この円は原点を含まない
ので，原点からこの円を見込む角度を考えればよい．

Z = reiφ

とおくと，
w = Z3 = r3e3iφ

であるから，w の偏角 θ は
θ = 3φ

と考えられる．
原点から円

|Z − 3| = 1

に引いた接線と実軸の正の部分がなす角を ψ とする．中心までの距離は
3，半径は 1 なので，

sinψ =
1

3

である．
したがって，Z の偏角 φ の範囲は

−ψ ≤ φ ≤ ψ

であり，w = Z3 によって偏角は 3 倍されるから，

−3ψ ≤ θ ≤ 3ψ
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となる．
よって，あとは

sin 3ψ

を求めればよい．三倍角の公式より，

sin 3ψ = 3 sinψ − 4 sin3 ψ

であるから，
sin 3ψ = 3 · 1

3
− 4

(
1

3

)3

=
23

27

である．
また，

cosψ =
2
√
2

3

より
cos 3ψ = 4 cos3 ψ − 3 cosψ =

10
√
2

27
> 0

である．したがって
0 < 3ψ <

π

2

なので，区間
−3ψ ≤ θ ≤ 3ψ

における sin θ の最大値・最小値はそれぞれ

sin 3ψ, − sin 3ψ

である．
よって，

−23

27
≤ sin θ ≤ 23

27

を得る．

1.4.2 (2)

w = (z − α)3

が正の実数または負の実数になる条件を，z − α の偏角で考える．
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z − α = reiϕ (r > 0)

とおくと，
w = r3e3iϕ

である．
まず，w が正の実数となるのは

3ϕ ≡ 0 (mod 2π)

のときである．したがって

ϕ ≡ 0,
2π

3
,
4π

3
(mod 2π)

である．
一方，w が負の実数となるのは

3ϕ ≡ π (mod 2π)

のときである．したがって

ϕ ≡ π

3
, π,

5π

3
(mod 2π)

である．
つまり，点 α から単位円 C 上の点を見る方向の中に，正の実数を与え
る方向

0,
2π

3
,
4π

3

のいずれかと，負の実数を与える方向
π

3
, π,

5π

3

のいずれかが，ともに含まれていればよい．
ここで，ある方向 ϕ に単位円上の点が見える条件を考える．すなわち，

z − α = reiϕ (r > 0, |z| = 1)

となるような z が存在する条件である．これは

α = z − reiϕ
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と書けることと同値である．
したがって，α は単位円上の点から方向 −ϕ に伸びる半直線全体の和
集合に属する．この領域を

U(ϕ) = { z − reiϕ | |z| = 1, r > 0 }

とおくと，求める領域は

Ω = Ω+ ∩Ω−

であり，
Ω+ = U(0) ∪ U

(
2π

3

)
∪ U

(
4π

3

)
,

Ω− = U
(π
3

)
∪ U(π) ∪ U

(
5π

3

)
である．
この領域は，正の実数を与える方向と負の実数を与える方向が 60◦ ず
つ交互に並ぶことから，原点を中心とする 60◦ 回転対称な図形になる．
そこで，

0 ≤ argα ≤ π

3

の部分だけを考え，最後に 6 倍すればよい．
さらにこの部分は

argα =
π

6

に関して対称であるから，

0 ≤ argα ≤ π

6

にある基本部分を調べ，最後に 12 倍する．
この基本部分は，次の 3点を頂点にもつ三角形になる．

(0, 0),

(
2√
3
, 0

)
, (

√
3, 1)

実際，この部分に現れる境界は

y =
√
3x− 2

と
y = 1

15



である．
直線

y =
√
3x− 2

と x 軸との交点は (
2√
3
, 0

)
であり，直線

y =
√
3x− 2

と
y = 1

との交点は
(
√
3, 1)

である．
したがって，基本三角形の面積は

1

2
· 2√

3
· 1 =

1√
3

である．
これが全部で 12 個あるので，求める面積は

12 · 1√
3
= 4

√
3

となる．

1.5 まとめ
• (1) では，

Z = z + 3

とおくことで，Z が
|Z − 3| = 1

を満たすことに注目する．これは中心 3，半径 1 の円である．
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• 原点からこの円を見込む最大偏角を ψ とすると，

sinψ =
1

3

である．

• w = Z3 なので，偏角は 3 倍される．したがって

−3ψ ≤ θ ≤ 3ψ

となる．

• 三倍角の公式より，
sin 3ψ =

23

27

であるから，
−23

27
≤ sin θ ≤ 23

27

を得る．

• (2) では，w = (z − α)3 が正の実数になる方向と負の実数になる方
向を分けて考える．

• 正の実数になる方向は
0,

2π

3
,
4π

3

であり，負の実数になる方向は
π

3
, π,

5π

3

である．

• 点 α から単位円 C 上の点を見る方向の中に，これら 2種類の方向
がともに存在することが条件である．

• その条件を満たす α の範囲は，原点を中心とする 60◦ 回転対称な
図形になる．
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• 基本部分は
(0, 0),

(
2√
3
, 0

)
, (

√
3, 1)

を頂点にもつ三角形であり，その面積は
1√
3

である．

• この三角形が 12 個集まるので，求める面積は

4
√
3

である．

“
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