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kを実数とし，座標平面上の曲線Cを y = x3 − kxで定める．C上の 2

点 P，Qに対する条件 (∗)を考える．

条件 (∗) 原点O，点P，点Qは相異なり，CのO，P，Qにおける接線
のうち，どの 2本も交わり，そのなす角はすべて π

3
となる．

ただし，2直線のなす角は 0以上 π

2
以下の範囲で考えるものとする．

(1) 条件 (∗)を満たす P，Qが存在するような kの範囲を求めよ．

(2) kが (1)で定まる範囲にあるとする．P，Qが条件 (∗)を満たすように
動くとき，CのO，P，Qにおける接線によって囲まれる三角形の面
積 Sの最大値をM，最小値をmとおく．ただし，3本の接線が 1点
で交わるときは S = 0とする．M = 4mとなる kの値を求めよ．

解答 [Gemini]

(1)

曲線 C : y = x3 − kx の導関数は y′ = 3x2 − k である。各点における
接線の傾きについて、

• 原点 O(0, 0) における接線の傾き： m0 = −k

• 点 P(p, p3 − kp) における接線の傾き： m1 = 3p2 − k

• 点 Q(q, q3 − kq) における接線の傾き： m2 = 3q2 − k

とする。条件 (∗) より O,P,Q は相異なる点であるから、 p ̸= 0 かつ
q ̸= 0 である。
これより、m1 > m0 かつ m2 > m0 が成り立つ。
3直線のなす角がすべて π

3
であるとき、傾きのなす角度の配置を考慮

すると、加法定理（tan の合成）より m1,m2 は次の方程式を満たす必要
がある（m1 と m2 の順序は入れ替わっても同値である）。

m1 =
m0 +

√
3

1−
√
3m0

=
−k +

√
3

1 +
√
3k

1



m2 =
m0 −

√
3

1 +
√
3m0

=
−k −

√
3

1−
√
3k

これらが定義されるために、まず k ̸= ± 1√
3
が必要である。

ここで、 3p2 = m1 + k, 3q2 = m2 + k に上の式を代入して整理すると、

3p2 =
−k +

√
3

1 +
√
3k

+ k =

√
3(k2 + 1)

1 +
√
3k

3q2 =
−k −

√
3

1−
√
3k

+ k =

√
3(k2 + 1)√
3k − 1

となる。原点と異なる相異なる点 P,Q が存在するための必要十分条件
は、3p2 > 0 かつ 3q2 > 0 が成り立つことである。
分子 √

3(k2 +1) は常に正であるから、分母がともに正であることが条件
となる。

1 +
√
3k > 0 かつ

√
3k − 1 > 0

これを同時に満たす k の範囲を求めて、

k >
1√
3

(2)

3本の接線の方程式はそれぞれ以下の通りである。

L0 : y = m0x

L1 : y = m1x− 2p3

L2 : y = m2x− 2q3

3直線 y = mix+ ci (i = 0, 1, 2) が正三角形を囲むとき、その面積 S は次
の公式で表される。

S =
1

2

|c0(m1 −m2) + c1(m2 −m0) + c2(m0 −m1)|2

|(m0 −m1)(m1 −m2)(m2 −m0)|

ここで、c0 = 0, c1 = −2p3, c2 = −2q3 であり、また m1 − m0 = 3p2,

m2 −m0 = 3q2 である。これらを代入して整理すると、

S =
1

2

|(−2p3)(−3q2) + (−2q3)(3p2)|2

|(−3p2) · 3(p2 − q2) · (−3q2)|
=

2

3

p2q2|p− q|
|p+ q|
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(1) の範囲 k >
1√
3
においては、3q2 < 3p2 より |q| < |p| が成り立ってい

る。
p, q の符号の組み合わせにより、面積の最大値 M（異符号のとき）と最
小値 m（同符号のとき）は以下のように表せる。

M =
2

3

p2q2(|p|+ |q|)
|p| − |q|

, m =
2

3

p2q2(|p| − |q|)
|p|+ |q|

条件 M = 4m より、
|p|+ |q|
|p| − |q|

= 4 · |p| − |q|
|p|+ |q|

=⇒ (|p|+ |q|)2 = 4(|p| − |q|)2

|p| > |q| > 0 より両辺の正の平方根をとると、

|p|+ |q| = 2(|p| − |q|) =⇒ |p| = 3|q|

両辺を 2乗して p2 = 9q2、すなわち 3p2 = 9(3q2) を得る。これに (1) の
関係式を代入すると、

√
3(k2 + 1)

1 +
√
3k

= 9 ·
√
3(k2 + 1)√
3k − 1

√
3(k2 + 1) ̸= 0 より両辺を割って分母を払うと、

√
3k − 1 = 9(1 +

√
3k) =⇒ 8

√
3k = −10

この方程式を解くと、
k = − 10

8
√
3
= −5

√
3

12

しかし、これは (1) で求めた条件 k >
1√
3
=

4
√
3

12
に反するため**不適**

である。

【注意・再吟味】
(1)において m1,m2 の割り当てを逆に選んだ場合、すなわち

m1 =
−k −

√
3

1−
√
3k

, m2 =
−k +

√
3

1 +
√
3k
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のときは、3p2 =
√
3(k2 + 1)√
3k − 1

, 3q2 =

√
3(k2 + 1)

1 +
√
3k

となり、同様に k >
1√
3

のもとで |p| < |q| となる。
このとき、最大値 M と最小値 m は、

M =
2

3

p2q2(|q|+ |p|)
|q| − |p|

, m =
2

3

p2q2(|q| − |p|)
|q|+ |p|

となり、条件M = 4mより |q| = 3|p|、すなわち q2 = 9p2（3q2 = 9(3p2)）
を導く。
これを代了すると、

1√
3k − 1

=
9

1 +
√
3k

=⇒ 1 +
√
3k = 9(

√
3k − 1)

となる。これを整理すると、

8
√
3k = 10 =⇒ k =

5
√
3

12

これは条件 k >
4
√
3

12
を満たし、適する。

よって、求める k の値は、

k =
5
√
3

12
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1 解答 [GPT5.6]

曲線
C : y = x3 − kx

上の、x座標が tである点における接線を ℓtとする。
y′ = 3x2 − kであるから、

ℓt : y = (3t2 − k)x− 2t3

となる。特に、原点における接線は

ℓ0 : y = −kx

である。

1.1 (1)

P,Qの x座標を、それぞれ p, qとする。
ℓtと ℓ0の傾きは、それぞれ 3t2 − kと−kである。したがって、両直線
のなす角が π/3となるための条件は∣∣∣∣ (3t2 − k)− (−k)

1 + (−k)(3t2 − k)

∣∣∣∣ = √
3

である。
ここで

u = 3t2 > 0

とおくと、 ∣∣∣∣ u

1 + k2 − ku

∣∣∣∣ = √
3

となる。よって、
u =

√
3(1 + k2 − ku)

または
u = −

√
3(1 + k2 − ku)

である。
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それぞれを uについて解くと、

u1 =

√
3(1 + k2)

1 +
√
3k

, u2 =

√
3(1 + k2)√
3k − 1

を得る。
条件 ()を満たすためには、P,Qに対応する 2種類の正の uが必要であ
る。したがって、

u1 > 0, u2 > 0

でなければならない。
各分子は常に正であるから、

1 +
√
3k > 0,

√
3k − 1 > 0

が必要であり、これは
k >

1√
3

と同値である。
逆に、k > 1/

√
3であれば、u1, u2はともに正であり、さらに u1 ̸= u2で

ある。また、これらはそれぞれ ℓ0となす有向角が互いに反対向きの π/3

となる接線に対応する。したがって、この 2接線どうしのなす角も π/3と
なる。
各 uiに対して

t = ±
√

ui

3

を選ぶことができるので、相異なる点 P,Qが存在する。
以上より、求める kの範囲は

k >
1√
3

である。

1.2 (2)

以下、
k >

1√
3
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とする。

a =

√
u1

3
, b =

√
u2

3

とおく。
このとき、

u2 − u1 =
2
√
3(1 + k2)

3k2 − 1
> 0

であるから、
0 < a < b

である。
条件 (∗)を満たす点 P,Qの x座標は、順序を除けば

p = ±a, q = ±b

と表される。

1.2.1 三角形の面積
3本の接線 ℓ0, ℓp, ℓqによって囲まれる三角形の面積を求める。
ℓ0と ℓpの交点をA、ℓ0と ℓqの交点をBとする。
ℓ0と ℓpの方程式から、

−kx = (3p2 − k)x− 2p3

であるから、
A =

(
−2p

3
,
2kp

3

)
を得る。同様に、

B =

(
−2q

3
,
2kq

3

)
である。
したがって、

AB =

√(
−2q

3
+

2p

3

)2

+

(
2kq

3
− 2kp

3

)2

=
2|p− q|

3

√
1 + k2.
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次に、ℓpと ℓqの交点をD = (xD, yD)とする。ℓp, ℓqの方程式から、

(3p2 − k)xD − 2p3 = (3q2 − k)xD − 2q3.

よって、
3(p2 − q2)xD = 2(p3 − q3).

ここで p2 ̸= q2であるから、

xD =
2(p2 + pq + q2)

3(p+ q)

となる。
点Dと直線 ℓ0 : y = −kxとの距離は

|kxD + yD|√
1 + k2

である。
Dは ℓp上にあるので、

kxD + yD = 3p2xD − 2p3.

ここに xDを代入すると、

kxD + yD = 3p2 · 2(p
2 + pq + q2)

3(p+ q)
− 2p3 (1)

=
2p2(p2 + pq + q2)− 2p3(p+ q)

p+ q
(2)

=
2p2q2

p+ q
. (3)

したがって、
dist(D, ℓ0) =

2p2q2

|p+ q|
√
1 + k2

.

ゆえに、三角形の面積 Sは

S =
1

2
AB dist(D, ℓ0) (4)

=
1

2
· 2|p− q|

3

√
1 + k2 · 2p2q2

|p+ q|
√
1 + k2

(5)

=
2p2q2

3

|p− q|
|p+ q|

. (6)
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p2 = a2, q2 = b2であるから、p, qが同符号のとき、

S =
2a2b2

3

b− a

a+ b
.

一方、p, qが異符号のとき、

S =
2a2b2

3

a+ b

b− a
.

0 < a < bであるから、
b− a

a+ b
<

a+ b

b− a
.

したがって、

m =
2a2b2

3

b− a

a+ b
, M =

2a2b2

3

a+ b

b− a
.

よって、
M

m
=

(
a+ b

b− a

)2

.

条件M = 4mより、 (
a+ b

b− a

)2

= 4.

ここで 0 < a < bであるから、
a+ b

b− a
= 2.

したがって、
a+ b = 2b− 2a

より、
b = 3a

となる。
一方、

b2

a2
=

u2

u1

=
1 +

√
3k√

3k − 1
.

b = 3aであるから、
1 +

√
3k√

3k − 1
= 9.

9



これを解くと、
1 +

√
3k = 9

√
3k − 9,

したがって、
8
√
3k = 10.

よって、
k =

5

4
√
3
=

5
√
3

12
.

この値は確かに k > 1/
√
3を満たす。

以上より、
k =

5
√
3

12

である。
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2 解法の要点とまとめ
曲線

C : y = x3 − kx

上の点のうち，x座標が tである点における接線を ℓtとする．

y′ = 3x2 − k

であるから，
ℓt : y = (3t2 − k)x− 2t3

となる．特に，原点における接線は

ℓ0 : y = −kx

である．
この問題の要点は，接線のなす角の条件を，接点の x座標 tそのもので
はなく，t2だけで表すことである．

2.1 (1) の要点
P,Qの x座標をそれぞれ p, qとする．
ℓtと ℓ0の傾きはそれぞれ

3t2 − k, −k

である．したがって，この 2直線のなす角が π/3である条件は∣∣∣∣ (3t2 − k)− (−k)

1 + (−k)(3t2 − k)

∣∣∣∣ = √
3

である．
ここで

u = 3t2 > 0

とおくと， ∣∣∣∣ u

1 + k2 − ku

∣∣∣∣ = √
3

となる．
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よって，
u =

√
3(1 + k2 − ku)

または
u = −

√
3(1 + k2 − ku)

である．
これを uについて解くと，

u1 =

√
3(1 + k2)

1 +
√
3k

, u2 =

√
3(1 + k2)√
3k − 1

を得る．
条件 ()を満たすには，ℓ0となす角がそれぞれ π/3となる 2種類の接線
が必要である．したがって，u1, u2がともに正でなければならない．
分子は常に正であるから，

1 +
√
3k > 0,

√
3k − 1 > 0

が必要である．
よって，

k >
1√
3

である．
逆に，k > 1/

√
3であれば，u1, u2はともに正であり，それぞれ ℓ0から

見て反対側に π/3だけ傾いた接線に対応する．したがって，3本の接線は
互いに π/3の角をなす．
以上より，

k >
1√
3

である．

2.2 (2) の要点
以下，

k >
1√
3

とする．
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a =

√
u1

3
, b =

√
u2

3

とおく．
このとき，

0 < a < b

であり，条件 ()を満たす P,Qの x座標は，順序を除けば

p = ±a, q = ±b

と表される．
つまり，面積の候補は，p, qが同符号の場合と異符号の場合の 2種類だ
けになる．

2.3 三角形の面積
3本の接線

ℓ0, ℓp, ℓq

によって囲まれる三角形の面積を Sとする．
ℓ0と ℓpの交点をAとすると，

−kx = (3p2 − k)x− 2p3

より，
A =

(
−2p

3
,
2kp

3

)
である．
同様に，ℓ0と ℓqの交点をBとすると，

B =

(
−2q

3
,
2kq

3

)
である．
したがって，

AB =
2|p− q|

3

√
1 + k2

である．
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次に，ℓpと ℓqの交点をD = (xD, yD)とする．ℓp, ℓqの方程式から，
(3p2 − k)xD − 2p3 = (3q2 − k)xD − 2q3

である．
したがって，

3(p2 − q2)xD = 2(p3 − q3)

より，
xD =

2(p2 + pq + q2)

3(p+ q)

となる．
点Dと直線 ℓ0 : y = −kxとの距離は

|kxD + yD|√
1 + k2

である．
Dは ℓp上にあるので，

kxD + yD = 3p2xD − 2p3

である．ここに xDを代入すると，

kxD + yD = 3p2 · 2(p
2 + pq + q2)

3(p+ q)
− 2p3 (7)

=
2p2(p2 + pq + q2)− 2p3(p+ q)

p+ q
(8)

=
2p2q2

p+ q
(9)

となる．
よって，

dist(D, ℓ0) =
2p2q2

|p+ q|
√
1 + k2

である．
したがって，三角形の面積は

S =
1

2
AB dist(D, ℓ0) (10)

=
1

2
· 2|p− q|

3

√
1 + k2 · 2p2q2

|p+ q|
√
1 + k2

(11)

=
2p2q2

3

|p− q|
|p+ q|

(12)
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である．
これが面積計算の中心となる公式である．

2.4 最大値と最小値
いま

p2 = a2, q2 = b2

である．
p, qが同符号のとき，

S =
2a2b2

3

b− a

a+ b

である．
一方，p, qが異符号のとき，

S =
2a2b2

3

a+ b

b− a

である．
0 < a < bより，

b− a

a+ b
<

a+ b

b− a

である．
したがって，

m =
2a2b2

3

b− a

a+ b
, M =

2a2b2

3

a+ b

b− a

である．
よって，

M

m
=

(
a+ b

b− a

)2

となる．

2.5 M = 4mとなる条件
条件M = 4mより， (

a+ b

b− a

)2

= 4
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である．
0 < a < bだから，

a+ b

b− a
= 2

である．
したがって，

a+ b = 2b− 2a

より，
b = 3a

を得る．
一方，

b2

a2
=

u2

u1
=

1 +
√
3k√

3k − 1

である．
b = 3aより，

1 +
√
3k√

3k − 1
= 9

である．
これを解くと，

1 +
√
3k = 9

√
3k − 9

であるから，
8
√
3k = 10

となる．
よって，

k =
5

4
√
3
=

5
√
3

12

である．
これは確かに

k >
1√
3

を満たす．
したがって，

k =
5
√
3

12

である．
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まとめ
この問題では，まず接線の式

ℓt : y = (3t2 − k)x− 2t3

を求める．
次に，ℓtと ℓ0のなす角が π/3である条件を，

u = 3t2

によって整理する．これにより，

u1 =

√
3(1 + k2)

1 +
√
3k

, u2 =

√
3(1 + k2)√
3k − 1

を得る．
この 2つがともに正であることから，

k >
1√
3

が得られる．
また，u1, u2に対応する正の数を

a =

√
u1

3
, b =

√
u2

3

とおくと，条件を満たす接点の x座標は

±a, ±b

である．
3本の接線によって囲まれる三角形の面積は

S =
2p2q2

3

|p− q|
|p+ q|

であり，p, qの符号が同じか異なるかによって最大値と最小値が決まる．
その結果，

M

m
=

(
a+ b

b− a

)2
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となる．
M = 4mより

b = 3a

となり，
b2

a2
=

1 +
√
3k√

3k − 1

を用いることで，
k =

5
√
3

12

を得る．
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