
東大理系2026年3番
座標空間内の原点を中心とする半径 5の球面を Sとする．S上の相異
なる 3点 P，Q，Rが次の条件を満たすように動く．

条件： P，Qは xy平面上にあり，三角形PQRの重心はG(2, 0, 1)で
ある．

以下の問いに答えよ．

(1) 線分 PQの中点Mの軌跡を xy平面上に図示せよ．

(2) 線分 PQが通過する範囲を xy平面上に図示せよ．

解答 [Gemini]

球面 S の方程式は x2+ y2+ z2 = 25 である。条件より、点 P, Q は xy

平面（z = 0）上にあるため、P, Q は xy 平面上の円

C1 : x
2 + y2 = 25, z = 0

上を動く。また、三角形 PQR の重心が G(2, 0, 1) であることから、各点
の座標を P(xP, yP, 0), Q(xQ, yQ, 0), R(xR, yR, zR) とおくと、重心の性質
より次が成り立つ。

zP + zQ + zR
3

= zG =⇒ 0 + 0 + zR
3

= 1 =⇒ zR = 3

点 R は球面 S 上の点であるから、

x2
R + y2R + 32 = 25 =⇒ x2

R + y2R = 16

したがって、点 R の軌跡は次のように表される。

C2 : x
2 + y2 = 16, z = 3
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(1) 線分 PQ の中点 M の軌跡
線分 PQ の中点を M(x, y, 0) とすると、重心 G との関係から、線分

MR を 1 : 2 に内分する点が G となる。すなわち、

2M⃗ + R⃗

3
= G⃗ =⇒ R⃗ = 3G⃗− 2M⃗

これを成分で表すと、

xR = 6− 2x, yR = −2y

となる。これらを x2
R + y2R = 16 に代入すると、

(6−2x)2+(−2y)2 = 16 =⇒ 4(x−3)2+4y2 = 16 =⇒ (x−3)2+ y2 = 4

ここで、P, Q は円 C1 上の相異なる 2 点であるため、中点 M は円 C1 の
内部（周上を除く）に存在しなければならない。つまり、 x2 + y2 < 25

を満たす必要がある。
円 (x − 3)2 + y2 = 4 と 円 x2 + y2 = 25 の位置関係を調べると、中心

間の距離は 3、半径はそれぞれ 2 と 5 である。3 + 2 = 5 より、2 つの円
は点 (5, 0) で内接する。
したがって、条件 x2 + y2 < 25 を満たす範囲は、接点 (5, 0) を除くすべ
ての点である。
よって、xy 平面における中点 M の軌跡は、

円 (x− 3)2 + y2 = 4 のうち、点 (5, 0) を除いた部分

となる。
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y

O

x2 + y2 = 25

31 5

(x− 3)2 + y2 = 4

(2) 線分 PQ が通過する範囲
中点 M(xM, yM) が決まると、線分 PQ は「点 M を通り、直線 OM に
垂直な円 C1 の弦」として一意に定まる。この弦（直線）上にある任意の
点 (x, y) は、次の関係式を満たす。

xMx+ yMy = x2
M + y2M

M は (1) で求めた円の上にあるため、x2
M + y2M = 6xM − 5 が成り立つ。

これを代入して整理すると、

(x− 6)xM + yyM + 5 = 0

ここで、xM = 3 + 2 cos θ, yM = 2 sin θ (0 < θ < 2π) とパラメータ表示
すると、

2(x− 6) cos θ + 2y sin θ = 13− 3x

この θ に関する方程式が 0 < θ < 2π の範囲に実数解を持つような (x, y)

の条件を求める。三角関数の合成公式より、解を持つ条件（境界を含む
包絡線）は次のように定まる。
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|13− 3x| ≦ 2
√
(x− 6)2 + y2

両辺を 2 乗して整理する。
(x− 3)2

4
− y2

5
≦ 1

これは、中心 (3, 0)、頂点 (1, 0) および (5, 0) の双曲線の 2 つの分枝に挟
まれた領域（内側）を表す。また、線分 PQ は円 C1 の内部を動くため、
求める領域はこれと x2 + y2 ≦ 25 の共通部分となる。
双曲線と円の交点を求めると、y2 = 25− x2 を代入して、

5(x− 3)2 − 4(25− x2) = 20 =⇒ (3x+ 5)(x− 5) = 0

よって、交点の座標は (5, 0) および
(
−5

3
,±10

√
2

3

)
となる。

したがって、求める通過範囲は、
(x− 3)2

4
− y2

5
≦ 1 かつ x2 + y2 ≦ 25

であり、図示すると円 x2+y2 ≦ 25の内部のうち、双曲線 (x− 3)2

4
−y2

5
= 1

の左側の分枝よりも右側にある領域（境界線を含む）となる。

x

y

O-5 51

(
−5

3
, 10

√
2

3

)

(
−5

3
,−10

√
2

3

)

求める範囲

双曲線
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解答 [GPT5.5]

(1) 球面 Sは
x2 + y2 + z2 = 25

で表される．P，Qは xy平面上にあるから，

P = (p1, p2, 0), Q = (q1, q2, 0)

とおくことができる．また，Rを

R = (r1, r2, r3)

とおく．
三角形 PQRの重心が

G = (2, 0, 1)

であるから，
P +Q+R

3
= G

より
P +Q+R = (6, 0, 3)

である．したがって

R = (6, 0, 3)− P −Q

となる．
線分 PQの中点を

M = (X,Y, 0)

とすると，
M =

P +Q

2

であるから，
P +Q = 2M = (2X, 2Y, 0)

である．よって

R = (6, 0, 3)− (2X, 2Y, 0) = (6− 2X,−2Y, 3)

となる．
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Rは球面 S上にあるので，

(6− 2X)2 + (−2Y )2 + 32 = 25

である．整理すると，

4(3−X)2 + 4Y 2 + 9 = 25

より
(X − 3)2 + Y 2 = 4

を得る．
また，P，Qも球面 S上かつ xy平面上にあるから，P，Qは円

x2 + y2 = 25

上の点である．したがって，その中点Mは円

x2 + y2 ≦ 25

の内部にある．さらに，PとQが相異なる点であるため，Mは円周
上にはならないので，

X2 + Y 2 < 25

である．
一方，

(X − 3)2 + Y 2 = 4

上の点はすべて
X2 + Y 2 ≦ (3 + 2)2 = 25

を満たし，等号が成り立つのは

(X,Y ) = (5, 0)

のときだけである．この点ではMが円 x2 + y2 = 25上にあり，P=Q

となってしまうので除く．
よって，Mの軌跡は

(x− 3)2 + y2 = 4, (x, y) ̸= (5, 0)

6



である．
図示すると，中心 (3, 0)，半径 2の円から点 (5, 0)を除いたものである．

x

y

O (5, 0)(3, 0)

(x− 3)2 + y2 = 4

x2 + y2 = 25

(2) 線分 PQが通過する範囲を求める．
P，Qは円

C : x2 + y2 = 25

上の相異なる 2点であり，その中点Mは (1)より

(x− 3)2 + y2 = 4, (x, y) ̸= (5, 0)

上を動く．
円Cの弦 PQについて，中点Mを通る弦は，OMに垂直である．し
たがって，点Mを中点とする弦 PQは，直線

Mx+Ny =一定

という形で表される．より具体的には，M = (a, b)とすると，弦PQは

ax+ by = a2 + b2

で表される．
したがって，線分 PQが通過する点X = (x, y)は，ある

M = (a, b)
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が存在して，

(a− 3)2 + b2 = 4, (a, b) ≠ (5, 0)

かつ，Xが弦 PQ上にある点である．
ここで，円Cの弦 PQ上の点全体を考えるためには，点Xが円

x2 + y2 ≦ 25

の内部にあり，かつ，あるMに対して

ax+ by = a2 + b2

を満たせばよい．
Mの軌跡

(a− 3)2 + b2 = 4

を
a = 3 + 2 cos t, b = 2 sin t

とおく．すると
a2 + b2 = 13 + 12 cos t

である．よって，弦 PQの直線は

(3 + 2 cos t)x+ 2 sin t y = 13 + 12 cos t

である．
これを

3x− 13 + 2{(x− 6) cos t+ y sin t} = 0

と変形する．
ある tが存在してこの式が成り立つための条件は，

|3x− 13| ≦ 2
√
(x− 6)2 + y2

である．両辺を 2乗して整理すると，

(3x− 13)2 ≦ 4{(x− 6)2 + y2}.
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すなわち

9x2 − 78x+ 169 ≦ 4x2 − 48x+ 144 + 4y2

より
5x2 − 30x+ 25 ≦ 4y2

である．したがって

5(x− 1)(x− 5) ≦ 4y2

を得る．
さらに，線分 PQは円

x2 + y2 ≦ 25

の内部にあるから，線分 PQが通過する範囲は

x2 + y2 ≦ 25, 5(x− 1)(x− 5) ≦ 4y2

である．
ただし，M = (5, 0)は除かれているため，対応する弦は点 (5, 0)に
退化する．したがって，線分PQが通過する範囲から点 (5, 0)は除か
れる．
よって求める範囲は

x2 + y2 ≦ 25, 5(x− 1)(x− 5) ≦ 4y2, (x, y) ̸= (5, 0)

である．
図示すると，円

x2 + y2 = 25

の内部のうち，不等式

5(x− 1)(x− 5) ≦ 4y2

を満たす部分である．境界は円周と，曲線

4y2 = 5(x− 1)(x− 5)
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からなる．
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5

求める範囲

4y2 = 5(x− 1)(x− 5)

x2 + y2 = 25
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解説・まとめ
以下に，問題の考え方・方針・まとめをそのままTeXに貼り込める形
で示します。

考え方・まとめ
この問題では，空間内の球面上にある 3点

P, Q, R

のうち，P,Qが xy平面上にあることと，三角形 PQRの重心が

G = (2, 0, 1)

で固定されていることを利用する．
ポイントは，線分 PQの中点をM とおくことである．P,Qは xy平面
上かつ球面

x2 + y2 + z2 = 25

上にあるので，P,Qは xy平面上の円

x2 + y2 = 25

上を動く点である．
一方，重心条件より

P +Q+R

3
= G

であるから，
P +Q+R = (6, 0, 3)

となる．ここで，M を線分 PQの中点とすれば

P +Q = 2M

である．したがって
R = (6, 0, 3)− 2M

と表すことができる．
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M = (X,Y, 0)とおくと，

R = (6− 2X,−2Y, 3)

である．さらに，Rも球面 S上にあるから

(6− 2X)2 + (−2Y )2 + 32 = 25

を満たす．これを整理すると

(X − 3)2 + Y 2 = 4

となる．
よって，M は中心 (3, 0)，半径 2の円上を動くことがわかる．ただし，

P とQは相異なる点でなければならない．M が円

x2 + y2 = 25

の円周上にあるとき，P = Q = Mとなってしまうため，そのような点は
除かなければならない．
円

(X − 3)2 + Y 2 = 4

上で
X2 + Y 2 = 25

を満たす点は
(5, 0)

のみである．したがって，M の軌跡は

(x− 3)2 + y2 = 4, (x, y) ̸= (5, 0)

である．
次に，線分 PQが通過する範囲を考える．
P,Qは円

C : x2 + y2 = 25

上の 2点であり，PQは円Cの弦である．弦の中点をM = (a, b)とする
と，円の中心OとM を結ぶ直線OM は弦 PQに垂直である．
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したがって，PQを含む直線は，法線ベクトルが

(a, b)

であり，点 (a, b)を通る直線であるから，

a(x− a) + b(y − b) = 0

すなわち
ax+ by = a2 + b2

と表される．
ここで，M の軌跡は

(a− 3)2 + b2 = 4

であるから，
a = 3 + 2 cos t, b = 2 sin t

とおける．このとき
a2 + b2 = 13 + 12 cos t

である．
よって，弦 PQを含む直線は

(3 + 2 cos t)x+ 2 sin t y = 13 + 12 cos t

となる．これを整理すると

3x− 13 + 2{(x− 6) cos t+ y sin t} = 0

である．
ある実数 tが存在してこの式が成り立つための条件は，

|3x− 13| ≦ 2
√

(x− 6)2 + y2

である．両辺を 2乗して整理すると，

(3x− 13)2 ≦ 4{(x− 6)2 + y2}

すなわち
5x2 − 30x+ 25 ≦ 4y2
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である．したがって
5(x− 1)(x− 5) ≦ 4y2

を得る．
また，線分 PQそのものは円

x2 + y2 = 25

の弦であるから，線分 PQが通過する点は必ず円の内部または周上にあ
る．したがって，線分 PQが通過する範囲は

x2 + y2 ≦ 25

かつ
5(x− 1)(x− 5) ≦ 4y2

を満たす部分である．
さらに，M = (5, 0)の場合は P = Q = (5, 0)となってしまい，これは
条件に反する．したがって，対応する退化した線分としての点 (5, 0)は除
く必要がある．
以上より，求める範囲は

x2 + y2 ≦ 25, 5(x− 1)(x− 5) ≦ 4y2, (x, y) ̸= (5, 0)

である．
この問題の本質は，重心条件を直接扱うのではなく，線分 PQの中点

M を導入することである．すると，

P +Q = 2M

と表せるため，重心条件から RをM だけで表すことができる．その結
果，Rが球面上にある条件がそのままM の軌跡を与える．
また，PQは円

x2 + y2 = 25

の弦であるから，弦の中点と弦の方向の関係を使うことで，線分 PQが
通過する範囲を求めることができる．特に，

弦の中点 M = (a, b)
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に対して，弦を含む直線が

ax+ by = a2 + b2

と表されることが重要である．
したがって，この問題は

重心条件 −→ 中点 M の軌跡 −→ 弦 PQ の通過範囲

という流れで考えると整理しやすい．
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