
東大理系2026年2番
nを正の整数とする．座標平面上の 3n個の点がなす集合

{(x, y) | x, yは 1 ≦ x ≦ 3, 1 ≦ y ≦ nを満たす整数 }

から相異なる 3点を選ぶ．ただし，どの 3点も等確率で選ばれるものとす
る．選んだ 3点が三角形の 3頂点となる確率を pnとする．
(1) p5を求めよ．

(2) mを 2以上の整数とする．p2mを求めよ．

解答 (Gemini)

座標平面上の 3n 個の点から相異なる 3 点を選ぶ方法の総数は、(
3n

3

)
=

3n(3n− 1)(3n− 2)

6
（通り）

である。選んだ 3 点が三角形をなさない、すなわち「3 点が一直線上に
並ぶ」余事象の件数を数え上げる。一直線上に並ぶパターンは以下の 3

つに分類できる。

1. 垂直な直線（x = c）上に並ぶ場合
x = 1, 2, 3 の 3 本の直線があり、各直線上に n 個の点が存在する。
選び方は、 3×

(
n
3

) 通り。
2. 水平な直線（y = k）上に並ぶ場合

y = 1, 2, . . . , n の n 本の直線があり、各直線上に 3 個の点が存在す
る。
選び方は、 n×

(
3
3

)
= n 通り。

3. 斜めの直線上に並ぶ場合
3 点の x 座標がそれぞれ 1, 2, 3 である必要がある。
3点の座標を (1, y1), (2, y2), (3, y3)とおくと、これらが一直線上にあ
る条件は傾きが等しいこと、すなわち y2− y1 = y3− y2 ⇐⇒ 2y2 =

y1 + y3 である。
これは y1 と y3 の偶奇が一致（ともに奇数、またはともに偶数）す
れば、中点となる y2 が一意に定まることを意味する。
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(1) p5 の計算
n = 5 のとき、選べる 3 点の総数は、(

15

3

)
=

15× 14× 13

6
= 455（通り）

一直線上に並ぶ選び方は以下の通りである。

• 垂直： 3×
(
5
3

)
= 3× 10 = 30 通り

• 水平： 5× 1 = 5 通り

• 斜め： 1 ≦ y ≦ 5 の範囲で、奇数は {1, 3, 5} の 3 個、偶数は {2, 4}
の 2 個。
y1, y3 の組み合わせ（順序を考慮）は、

– ともに奇数： (
3
2

)
× 2! = 6 通り

– ともに偶数： (
2
2

)
× 2! = 2 通り

合計 6 + 2 = 8 通り。

一直線上に並ぶ総数は 30 + 5 + 8 = 43 通りであるから、求める確率は、

p5 = 1− 43

455
=

412

455

（答） p5 =
412

455

(2) p2m の計算
n = 2m （m ≧ 2）のとき、選べる 3 点の総数は、(

6m

3

)
=

6m(6m− 1)(6m− 2)

6
= 2m(6m− 1)(3m− 1)（通り）

一直線上に並ぶ選び方は以下の通りである。

• 垂直： 3×
(
2m
3

)
= 3× 2m(2m−1)(2m−2)

6
= 2m(2m− 1)(m− 1) 通り

• 水平： 2m 通り
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• 斜め： 1 ≦ y ≦ 2m の範囲に、奇数は m 個、偶数は m 個。
y1, y3 の組み合わせ（順序を考慮）は、

– ともに奇数： (
m
2

)
× 2! = m(m− 1) 通り

– ともに偶数： (
m
2

)
× 2! = m(m− 1) 通り

合計 2m(m− 1) 通り。

これら一直線上に並ぶ事象の総和は、

2m(2m− 1)(m− 1) + 2m+ 2m(m− 1) = 2m {(2m− 1)(m− 1) + 1 + (m− 1)}
= 2m

{
(2m2 − 3m+ 1) +m

}
= 2m(2m2 − 2m+ 1)

となる。したがって、余事象の確率を引くことで p2m を求める。

p2m = 1− 2m(2m2 − 2m+ 1)

2m(6m− 1)(3m− 1)

= 1− 2m2 − 2m+ 1

18m2 − 9m+ 1

=
(18m2 − 9m+ 1)− (2m2 − 2m+ 1)

18m2 − 9m+ 1

=
16m2 − 7m

18m2 − 9m+ 1

=
m(16m− 7)

(6m− 1)(3m− 1)

（答） p2m =
m(16m− 7)

(6m− 1)(3m− 1)

3



解答 (ChatGPT5.5)

(1) まず，一般に選んだ 3点が三角形の 3頂点とならないのは，3点が一
直線上にあるときである．
点は

1 ≦ x ≦ 3, 1 ≦ y ≦ n

を満たす格子点であるから，縦 3列，横 n段の格子点である．
n = 5のとき，点の総数は

3 · 5 = 15

であるから，3点の選び方の総数は

15C3 = 455

である．
次に，3点が一直線上にある場合を数える．
縦の直線上にある 3点の選び方は，各列について

5C3

通りあり，列は 3本あるので，

35C3 = 3 · 10 = 30

通りである．
横の直線上にある 3点の選び方は，各段について 3点すべてを選ぶし
かないので，

5

通りである．
さらに，斜めの直線上にある 3点を考える．3点がすべて異なる x座
標をもつならば，それらは

(1, a), (2, b), (3, c)

と表される．この 3点が一直線上にあるための条件は

b− a = c− b
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すなわち
a+ c = 2b

である．したがって，a, b, cは等差数列をなす．
n = 5のとき，

1 ≦ a, b, c ≦ 5

を満たす等差数列 (a, b, c)で，公差が 0でないものを数えればよい．
公差を dとすると，

(a, b, c) = (a, a+ d, a+ 2d)

であり，
1 ≦ a, a+ 2d ≦ 5

を満たす．
d > 0のとき，

d = 1, 2

であり，それぞれ

d = 1 : 3通り, d = 2 : 1通り

である．d < 0の場合も同数あるから，斜めの直線上にある 3点の選
び方は

2(3 + 1) = 8

通りである．
したがって，三角形を作らない 3点の選び方は

30 + 5 + 8 = 43

通りである．よって

p5 = 1− 43

455
=

412

455
.

したがって，
p5 =

412

455
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(2) n = 2mとする．点の総数は

3n = 6m

であるから，3点の選び方の総数は

6mC3

である．
三角形を作らない場合，すなわち 3点が一直線上にある場合を数える．
まず，縦の直線上にある 3点の選び方は

32mC3

通りである．
次に，横の直線上にある 3点の選び方は，各段につき 1通りなので，

2m

通りである．
次に，斜めの直線上にある 3点を数える．3点が斜めに一直線上にあ
るならば，それらは

(1, a), (2, b), (3, c)

と書け，
a+ c = 2b

を満たす．すなわち
a, b, c

は等差数列をなす．
公差を dとすると，

(a, b, c) = (a, a+ d, a+ 2d)

であり，
1 ≦ a, a+ d, a+ 2d ≦ 2m

を満たす．ただし，d = 0の場合は横の直線で数えた場合に当たるの
で除く．
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d > 0のとき，
1 ≦ a ≦ 2m− 2d

であるから，その個数は
2m− 2d

通りである．ここで
d = 1, 2, . . . ,m− 1

である．したがって，d > 0の場合の個数は∑
d = 1m−1(2m− 2d) = 2

∑
d = 1m−1(m− d) = m(m− 1)

である．
d < 0の場合も同数あるから，斜めの直線上にある 3点の選び方は

2m(m− 1)

通りである．
よって，三角形を作らない 3点の選び方は

32mC3 + 2m+ 2m(m− 1)

通りである．
したがって，

p2m = 1− 32mC3 + 2m+ 2m(m− 1)

6mC3

.

これを整理する．

2mC3 =
2m(2m− 1)(2m− 2)

6
=

2m(2m− 1)(m− 1)

3

であるから，
32mC3 = 2m(2m− 1)(m− 1).

よって

32mC3 + 2m+ 2m(m− 1) = 2m{(2m− 1)(m− 1) + 1 + (m− 1)}.
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ここで

(2m− 1)(m− 1) + 1 + (m− 1) = (2m− 1)(m− 1) +m

= 2m2 − 3m+ 1 +m = 2m2 − 2m+ 1.

したがって，三角形を作らない 3点の選び方は

2m(2m2 − 2m+ 1)

通りである．
また，

6mC3 =
6m(6m− 1)(6m− 2)

6
= m(6m− 1)(6m− 2)

である．
よって

p2m = 1− 2m(2m2 − 2m+ 1)

m(6m− 1)(6m− 2)

である．すなわち

p2m = 1− 2(2m2 − 2m+ 1)

(6m− 1)(6m− 2)
.

さらに整理すると，

p2m =
(6m− 1)(6m− 2)− 2(2m2 − 2m+ 1)

(6m− 1)(6m− 2)
.

分子は

(6m− 1)(6m− 2)− 2(2m2 − 2m+ 1) = (36m2 − 18m+ 2)− (4m2 − 4m+ 2)

= 32m2 − 14m = 2m(16m− 7).

したがって，
p2m =

2m(16m− 7)

(6m− 1)(6m− 2)

である．
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問題のテーマと要点
この問題のテーマは，

3× n

の格子点から 3点を選んだとき，その 3点が三角形を作る確率を求めるこ
とである．
三角形を作らないのは，選んだ 3点が一直線上にある場合だけである．
したがって，直接三角形を数えるのではなく，

全体の選び方−一直線上に並ぶ選び方

を数えるのが基本方針である．
一直線上に並ぶ 3点は，次の 3種類に分けられる．

種類 数え方
縦の直線 3

(
n
3

)
横の直線 n

斜めの直線 (1, a), (2, b), (3, c) が一直線上

斜めの直線については，3点を

(1, a), (2, b), (3, c)

とおくと，一直線上にある条件は

b− a = c− b

すなわち
a+ c = 2b

である．これは
a, b, c

が等差数列をなすことを意味する．
したがって，この問題の核心は，

1 ≦ a, b, c ≦ n

を満たす等差数列
(a, a+ d, a+ 2d)
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を数えることにある．ただし，d = 0の場合は横の直線に対応するため，
斜めとして数えるときは除く．
特に n = 2mのとき，d > 0として

1 ≦ a ≦ 2m− 2d

であり，
d = 1, 2, . . . ,m− 1

だから，正の公差の場合の個数は∑
d = 1m−1(2m− 2d) = m(m− 1)

である．負の公差の場合も同数あるので，斜めに一直線上に並ぶ場合は

2m(m− 1)

通りとなる．
以上より，n = 2mの場合，三角形を作らない選び方は

3

(
2m

3

)
+ 2m+ 2m(m− 1)

であり，全体の選び方は (
6m

3

)
である．したがって，

p2m = 1−
3
(
2m
3

)
+ 2m+ 2m(m− 1)(

6m
3

) =
2m(16m− 7)

(6m− 1)(6m− 2)

となる．
p5については，同様に (

15

3

)
通りの中から，一直線上に並ぶ場合を数える．縦は

3

(
5

3

)
= 30,

横は
5,
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斜めは，公差 d = ±1,±2を調べて

8

通りである．したがって，三角形を作らない場合は

30 + 5 + 8 = 43

通りであり，
p5 = 1− 43

455
=

412

455

である．
別解としては，斜めの 3点を等差数列として数える代わりに，中央列
の点 (2, b)を中心として，上下に同じだけ離れた点を左右の列から選ぶ，
という見方もできる．この見方では，斜めの直線の本質が

中央の高さが左右の高さの平均である

という条件であることがわかりやすい．
受験生向けには，この問題では「三角形を作る場合」を直接数えよう
としないことが重要である．三角形を作らない場合は一直線上にある場
合だけなので，余事象を使うと見通しがよくなる．また，縦・横・斜めを
重複なく分類し，斜めを等差数列として処理するところが得点の中心で
ある．
AI視点で見ると，この問題は単なる場合の数ではなく，

幾何条件を数列条件に翻訳する

ところに本質がある．一直線条件を

a+ c = 2b

に変換できれば，あとは等差数列の個数を数える標準問題になる．
最終的に押さえるべき要点は，次の 3つである．

三角形を作らない⇐⇒ 3点が一直線上にある,

斜めの一直線⇐⇒ a, b, c が等差数列,

確率 = 1− 一直線上に並ぶ選び方全体の選び方 .
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