
東大理系2026年大問1

(1) 関数 f(θ) = sin θ− θ+
θ3

6
の区間−1 ≦ θ ≦ 1における最大値Mおよ

び最小値mを求めよ．

(2) (1)で定めたM に対し，次の不等式を示せ．

7

8
π ≦

∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx ≦ 7

8
π + 4M

解答 [Gemini]

(1)

f(θ) = sin θ − θ +
θ3

6
を θ で微分すると、

f ′(θ) = cos θ − 1 +
θ2

2

さらに θ で微分すると、

f ′′(θ) = − sin θ + θ

区間 −1 ≦ θ ≦ 1 において、θ > 0 のとき sin θ < θ より f ′′(θ) > 0 であ
り、θ < 0 のとき sin θ > θ より f ′′(θ) < 0 である。また f ′′(0) = 0 で
ある。
これより、f ′(θ) は θ = 0 で最小値 f ′(0) = 1 − 1 + 0 = 0 をとる。し
たがって、区間 −1 ≦ θ ≦ 1 において常に f ′(θ) ≧ 0（ただし θ = 0 のと
きのみ f ′(θ) = 0）が成り立つため、f(θ) はこの区間で単調に増加する。
ゆえに、最大値 M および最小値 m は区間の端点でとり、次のように

なる。

M = f(1) = sin 1− 5

6

m = f(−1) = − sin 1 +
5

6
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(2)

まず、加法定理を用いて被積分関数を展開する。
sin(cos x− x) = sin(cos x) cos x− cos(cos x) sin x

ここで、第 2項の積分について t = cos x と置換すると、dx = − 1

sin x
dt

であり、 x が 0 から 2π まで変化するとき t は 1 から 1 まで変化する
ので、 ∫ 2π

0

cos(cos x) sin x dx =

∫ 1

1

cos t (−dt) = 0

となる。したがって、求める積分は次のように変形できる。∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx =

∫ 2π

0

sin(cos x) cos x dx

次に、(1)の結果を利用する。−1 ≦ θ ≦ 1 において f(θ) は単調増加で
あり、f(0) = 0 補足すると、

• 0 ≦ θ ≦ 1 のとき： 0 ≦ f(θ) ≦ M =⇒ 0 ≦ sin θ − θ +
θ3

6
≦ M

• −1 ≦ θ ≦ 0のとき：−M ≦ f(θ) ≦ 0 =⇒ −M ≦ sin θ−θ+
θ3

6
≦ 0

が成り立つ（f(θ) は奇関数であるため f(−1) = −M）。
ここで θ = cos x とおくと、任意の x に対して −1 ≦ cos x ≦ 1 であ
る。cos x の符号で場合分けして評価を行う。

1. cos x ≧ 0 のとき（0 ≦ θ ≦ 1）

cos x− cos3 x

6
≦ sin(cos x) ≦ cos x− cos3 x

6
+M

両辺に cos x ≧ 0 をかけると、

cos2 x− cos4 x

6
≦ sin(cos x) cos x ≦ cos2 x− cos4 x

6
+M cos x

2. cos x ≦ 0 のとき（−1 ≦ θ ≦ 0）

cos x− cos3 x

6
−M ≦ sin(cos x) ≦ cos x− cos3 x

6

両辺に cos x ≦ 0 をかけると、不等号の向きが逆転して、

cos2 x− cos4 x

6
≦ sin(cos x) cos x ≦ cos2 x− cos4 x

6
−M cos x
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いずれの場合においても、−M cos x ≦ M | cos x|（cos x ≦ 0 のとき
−M cos x = M | cos x|）となるため、すべての x フォームで次の不等式が
成り立つ。

cos2 x− cos4 x

6
≦ sin(cos x) cos x ≦ cos2 x− cos4 x

6
+M | cos x|

各項を 0 から 2π まで積分する。∫ 2π

0

cos2 x dx =

∫ 2π

0

1 + cos 2x

2
dx = π∫ 2π

0

cos4 x dx =

∫ 2π

0

(
1 + cos 2x

2

)2

dx =
1

4

∫ 2π

0

(
1 + 2 cos 2x+

1 + cos 4x

2

)
dx

=
1

4
(2π + 0 + π) =

3

4
π∫ 2π

0

| cos x| dx = 4

∫ π
2

0

cos x dx = 4
[
sin x

]π
2

0
= 4

したがって、∫ 2π

0

(
cos2 x− cos4 x

6

)
dx = π − 1

6
· 3
4
π =

7

8
π

となり、構築した不等式を 0 から 2π まで積分することで、題意の不等
式が示される。

7

8
π ≤

∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx ≤ 7

8
π + 4M

□
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解答 [ChatGPT5.5]

(1)

f(θ) = sin θ − θ +
θ3

6

とおく．まず導関数を求めると，

f ′(θ) = cos θ − 1 +
θ2

2
=

θ2

2
− (1− cos θ).

ここで
1− cos θ = 2 sin2 θ

2
≦ 2

(
θ

2

)2

=
θ2

2

であるから，
f ′(θ) ≧ 0

が成り立つ．したがって，f(θ)は区間 [−1, 1]で単調増加である．
よって最大値M，最小値mはそれぞれ端点でとり，

M = f(1) = sin 1− 1 +
1

6
= sin 1− 5

6
,

m = f(−1) = sin(−1) + 1− 1

6
= − sin 1 +

5

6
= −M.

したがって，

M = sin 1− 5

6
, m = − sin 1 +

5

6
.

(2) (1)より，−1 ≦ t ≦ 1に対して

m ≦ sin t− t+
t3

6
≦ M

が成り立つ．またm = −M であるから，

−M ≦ sin t− t+
t3

6
≦ M.

すなわち，

t− t3

6
−M ≦ sin t ≦ t− t3

6
+M (−1 ≦ t ≦ 1)
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である．
ここで

t = cos x

とすると，−1 ≦ cos x ≦ 1であるから，

cos x− cos3 x

6
−M ≦ sin(cos x) ≦ cos x− cos3 x

6
+M

が成り立つ．
また

sin(cos x− x) = sin(cos x) cos x− cos(cos x) sin x

である．したがって，∫ 2π

0

sin(cos x−x) dx =

∫ 2π

0

sin(cos x) cos x dx •
∫ 2π

0

cos(cos x) sin x dx.

第 2項について，
d

dx
sin(cos x) = − cos(cos x) sin x

であるから，∫ 2π

0

cos(cos x) sin x dx = − [sin(cos x)] 02π = 0.

よって ∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx =

∫ 2π

0

sin(cos x) cos x dx.

したがって，上で得た評価に cos xをかけて積分したいが，cos xは符
号を変えるので区間を分ける．
cos x ≧ 0となる区間は

0 ≦ x ≦ π

2
,

3π

2
≦ x ≦ 2π

であり，cos x ≦ 0となる区間は
π

2
≦ x ≦ 3π

2
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である．よって

sin(cos x) cos x ≧
(
cos x− cos3 x

6

)
cos x−M | cos x|,

sin(cos x) cos x ≦
(
cos x− cos3 x

6

)
cos x+M | cos x|.

すなわち

cos2 x−cos4 x

6
−M | cos x| ≦ sin(cos x) cos x ≦ cos2 x−cos4 x

6
+M | cos x|.

これを 0から 2πまで積分すると，∫ 2π

0

(
cos2 x− cos4 x

6

)
dx−M

∫ 2π

0

| cos x| dx ≦
∫ 2π

0

sin(cos x−x) dx

かつ∫ 2π

0

sin(cos x−x) dx ≦
∫ 2π

0

(
cos2 x− cos4 x

6

)
dx+M

∫ 2π

0

| cos x| dx.

ここで ∫ 2π

0

cos2 x dx = π,

∫ 2π

0

cos4 x dx =
3π

4
,

また ∫ 2π

0

| cos x| dx = 4

であるから，∫ 2π

0

(
cos2 x− cos4 x

6

)
dx = π − 1

6
· 3π
4

=
7π

8
.

よって
7π

8
− 4M ≦

∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx ≦ 7π

8
+ 4M.

さらに (1)より
M = sin 1− 5

6
> 0

6



である．また，fが単調増加でm = −Mであることから，−1 ≦ t ≦ 1

に対して
sin t ≧ t− t3

6

も成り立つ．したがって

sin(cos x) cos x ≧
(
cos x− cos3 x

6

)
cos x

が成り立つため，∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx ≧
∫ 2π

0

(
cos2 x− cos4 x

6

)
dx =

7π

8
.

また先ほどの上からの評価により，∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx ≦ 7π

8
+ 4M.

以上より，

7

8
π ≦

∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx ≦ 7

8
π + 4M

が示された．
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問題のテーマと要点� �
この問題のテーマは，大きく分けると次の 2つである．

1. sin θを
θ − θ3

6

で近似し，その誤差を評価すること．

2.

∫ 2π

0

sin(cos x−x) dxを，対称性を用いて扱いやすい形に変形す
ること．

特に重要なのは，(1)で定める

f(θ) = sin θ − θ +
θ3

6

が，(2)でそのまま誤差評価の道具として使われる点である．
つまり，この問題は単に (1)，(2)が独立して並んでいるのではなく，

(1)で近似誤差の最大値を調べ，(2)でその誤差を積分評価に使う

という構造になっている．� �
1 全体の見通し
まず，sin tには有名な近似

sin t ≃ t− t3

6

がある．
この問題では，その差

sin t−
(
t− t3

6

)
= sin t− t+

t3

6

を
f(t)

とおいて調べている．
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一方，(2)の積分 ∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx

は一見かなり複雑である．
しかし，区間 [0, 2π]の対称性を使うと，最終的に

4

∫ π
2

0

sin(cos x) cos x dx

という形に変形できる．
ここで

θ = cos x

と見ると，(1)の結果が使えることが分かる．

2 この解答の核心
この問題の核心は，

sin t

を
t− t3

6

で近似し，その誤差を (1)で評価してから，(2)の積分に流し込むことで
ある．
(2)だけを見ると，なぜ

7

8
π

が現れるのかは分かりにくい．
しかし，

sin(cos x) = cos x− cos3 x

6
+ f(cos x)

と考えると，

sin(cos x) cos x = cos2 x− cos4 x

6
+ f(cos x) cos x

となる．
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すると， ∫ π
2

0

cos2 x dx

と ∫ π
2

0

cos4 x dx

の組み合わせから，
7

8
π

が自然に現れる．

3 別解・補足説明
3.1 補足1：テイラー展開で見る
sin θのテイラー展開は

sin θ = θ − θ3

3!
+

θ5

5!
− θ7

7!
+ · · ·

である．
したがって，

f(θ) = sin θ − θ +
θ3

6

は，形式的には
θ5

120
− θ7

5040
+ · · ·

に対応している．
つまり，0 ≦ θ ≦ 1では小さな正の量になると予想できる．
ただし，高校数学の解答としては，テイラー展開をそのまま使えない
場合も多いので，今回の解答のように積分と微分で丁寧に示す方法が安
全である．

3.2 補足2：(1)の単調性を別の不等式で示す
f ′(θ) > 0は

cos θ − 1 +
θ2

2
> 0
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すなわち
1− cos θ <

θ2

2

を示すことと同じである．
ここで，

1− cos θ = 2 sin2 θ

2

である．
さらに，

sin u < u (u > 0)

を用いると，
1− cos θ = 2 sin2 θ

2
< 2

(
θ

2

)2

=
θ2

2

となる．
よって，

f ′(θ) > 0

が分かる．
この方法は短いが，sin u < uを既知としてよいかどうかに注意が必要
である．

3.3 補足3：単純な置換では処理しにくい理由
変形後の積分は

I = 4

∫ π
2

0

sin(cos x) cos x dx

である．
ここで，

t = cos x

と置くと，
dt = − sin x dx

となる．
しかし，積分には

cos x dx
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が含まれているため，この置換ではうまく処理できない．
したがって，この積分を直接求めるのではなく，

sin(cos x)

を
cos x− cos3 x

6

で近似し，計算可能な
cos2 x, cos4 x

の積分に落とし込むことが重要である．

3.4 補足4：誤差が 4M になる理由
(1)より，

0 ≦ f(cos x) ≦ M

である．
これに cos xをかけると，

0 ≦ f(cos x) cos x ≦ M cos x

である．
積分すると，

0 ≦
∫ π

2

0

f(cos x) cos x dx ≦ M

∫ π
2

0

cos x dx = M

となる．
しかし，もとの積分 Iは

I = 4

∫ π
2

0

sin(cos x) cos x dx

であった．
したがって，誤差も 4倍されるので，最終的な上限に

4M

が現れる．
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4 AI視点でのコメント
この問題は，かなり完成度の高い構成をしている．
(1)だけなら関数の最大・最小，(2)だけなら積分の評価であるが，実
際には

近似誤差を関数として定義する
↓

その誤差の最大値を求める
↓

対称性で積分を扱いやすい形に直す
↓

近似式を代入し，誤差評価で不等式を作る
という一本の流れになっている．
特に，

sin(cos x− x)

をそのまま見ると難しく感じるが，対称性を使って

sin(cos x− x) + sin(cos x+ x)

を作ると，
2 sin(cos x) cos x

に変わる．
ここで初めて，(1)の

f(θ) = sin θ − θ +
θ3

6

が「使うために用意されていた道具」であることが分かる．

5 受験生向けの読み方
初見でこの問題に出会ったときは，まず (1)の関数

f(θ) = sin θ − θ +
θ3

6

を見て，
sin θ と θ − θ3

6
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の差であることに気づきたい．
次に，(2)の積分に

sin(cos x− x)

があるので，一見すると (1)とは関係なさそうに見える．
しかし，積分区間が 0から 2πであることから，

x と 2π − x

を組み合わせる対称性を考えるのが自然である．
実際に，

x と 2π − x

を組み合わせると，−xと+xが現れ，和積公式によって

2 sin(cos x) cos x

が出てくる．
ここまでくれば，(1)の結果を使う道筋が見える．

最終まとめ

f(θ) = sin θ − θ +
θ3

6

は [0, 1]で単調増加であり，かつ奇関数である．
したがって，

M = sin 1− 5

6
, m = − sin 1 +

5

6

である．
また，

I =

∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx

は対称性により，
I = 4

∫ π
2

0

sin(cos x) cos x dx

と変形できる．
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さらに，
0 ≦ f(cos x) ≦ M

を用いると，
0 ≦ I − 7π

8
≦ 4M

となる．
よって，

7

8
π ≦

∫ 2π

0

sin(cos x− x) dx ≦ 7

8
π + 4M

が示される．
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