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令和６年度　東京大学２次試験前期日程 (数学問題)150分

理科 (一類，二類，三類)　数 I・II・III・A・B

問題 1 2 3 4 5 6

1 座標空間内の点A(0,−1, 1)をとる．xy平面上の点Pが次の条件 (i)，(ii)，(iii)

をすべて満たすとする．

(i) Pは原点Oと異なる．

(ii) ∠AOP = 2

3
π

(iii) ∠OAP 5 π

6

Pがとりうる範囲を xy平面上に図示せよ．

2 次の関数 f(x)を考える．

f(x) =

∫ 1

0

|t− x|
1 + t2

dt (0 5 x 5 1)

(1) 0 < α <
π

4
をみたす実数 αで，f ′(tanα) = 0となるものを求めよ．

(2) (1)で求めた αに対し，tanαの値を求めよ．

(3) 関数 f(x)の区間 0 5 x 5 1における最大値と最小値を求めよ．必要なら
ば，0.69 < log 2 < 0.7であることを用いてよい．
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3 座標平面上を次の規則 (i)，(ii)に従って 1秒ごとに動く点 Pを考える．

(i) 最初に，Pは点 (2, 1)にいる．

(ii) ある時点で Pが点 (a, b)にいるとき，その 1秒後には Pは

• 確率 1

3
で x軸に関して (a, b)と対称な点

• 確率 1

3
で y軸に関して (a, b)と対称な点

• 確率 1

6
で直線 y = xに関して (a, b)と対称な点

• 確率 1

6
で直線 y = −xに関して (a, b)と対称な点

にいる．

以下の問いに答えよ．ただし，(1)については，結論のみを書けばよい．

(1) Pがとりうる点の座標をすべて求めよ．

(2) nを正の整数とする．最初から n秒後にPが点 (2, 1)にいる確率と，最初
から n秒後に Pが点 (−2,−1)にいる確率は等しいことを示せ．

(3) nを正の整数とする．最初からn秒後にPが点 (2, 1)にいる確率を求めよ．

4 f(x) = −
√
2

4
x2 + 4

√
2とおく．0 < t < 4を満たす実数 tに対し，座標平面上

の点 (t, f(t))を通り，この点において放物線 y = f(x)と共通の接線を持ち，x

軸上に中心をもつ円をCtとする．

(1) 円Ctの中心の座標を (c(t), 0)，半径を r(t)とおく．c(t)と {r(t)}2を tの
整式で表せ．

(2) 実数 aは 0 < a < f(3)を満たすとする．円Ctが点 (3, a)を通るような実
数 tは 0 < t < 4の範囲にいくつあるか．

5 座標空間内に 3点A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 1)をとり，Dを線分ACの
中点とする．三角形ABDの周および内部を x軸のまわりに 1回転させて得ら
れる立体の体積を求めよ．

6 2以上の整数で，1とそれ自身以外に正の約数をもたない数を素数という．以
下の問いに答えよ．

(1) f(x) = x3 +10x2 +20xとする．f(n)が素数となるような整数 nをすべて
求めよ．

(2) a，bを整数の定数とし，g(x) = x3 + ax2 + bxとする．g(n)が素数となる
ような整数 nの個数は 3個以下であることを示せ．
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解答例

1 P(x, y, 0)とおく．条件 (i)より (x, y) 6= (0, 0)

−→
OA =

 0

−1

1

 ,
−→
OP =

 x

y

0

 ,
−→
AO =

 0

1

−1

 ,
−→
AP =

 x

y + 1

−1


条件 (ii)から

−→
OA·

−→
OP

|
−→
OA||

−→
OP|

= cos∠AOP 5 cos
2

3
π = −1

2
,

−→
AO·

−→
AP

|
−→
AO||

−→
AP|

= cos∠OAP = cos
π

6
=

√
3

2

したがって

−y
√
2
√

x2 + y2
5 −1

2
,

y + 2√
2
√
x2 + (y + 1)2 + 1

=
√
3

2

上式から，y = 0に注意して，整理すると

y = |x|, x2 +
(y − 1)2

3
5 1

条件 (i)より (x, y) 6= (0, 0)

Pの取り得る範囲は，下の図の斜線部分で境界線を含む．ただし，Oは除く．

O

y

x1−1

1

1−
√
3

1 +
√
3
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別解 P(x, y, z)とおく．直交変換

x

 1

0

0

+ y

 0

1

0

+ z

 0

0

1

 = X

 1

0

0

+
Y√
2

 0

1

1

+
Z√
2

 0

−1

1


を行うと

x = X, y =
Y − Z√

2
, z =

Y + Z√
2

これから

X = x, Y =
y + z√

2
, Z =

−y + z√
2

(∗)

AのXY Z-系における点をA′とすると A′(0, 0,
√
2)

P′(X, Y, Z)とすると，条件 (ii)より

−−→
OA′·

−−→
OP′

|
−−→
OA′||

−−→
OP′|

= cos∠A′OP′ 5 cos
2

3
π = −1

2
,

−−→
A′O·

−−→
A′P′

|
−−→
A′O||

−−→
A′P′|

= cos∠OA′P′ = cos
π

6
=

√
3

2

−−→
OA′ = (0, 0,

√
2)，

−−→
OP′ = (X, Y, Z)，

−−→
A′O = (0, 0,−

√
2)，

−−→
A′P′ = (X, Y, Z −

√
2)であるから

√
2Z√

2
√
X2 + Y 2 + Z2

5 −1

2
,

−
√
2(Z −

√
2)

√
2
√

X2 + Y 2 + (Z −
√
2)2

=
√
3

2

Z 5 0に注意して

Z2

X2 + Y 2 + Z2
= 1

4
,

(Z −
√
2)2

X2 + Y 2 + (Z −
√
2)2

= 3

4

整理すると

X2 + Y 2 − 3Z2 5 0, 3X2 + 3Y 2 − (Z −
√
2)2 5 0 (∗∗)
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(∗)に z = 0を代入すると X = x, Y =
y√
2
, Z = − y√

2

これらを (∗∗)に代入すると

x2 +

(
y√
2

)2

− 3

(
− y√

2

)2

5 0, 3x2 + 3

(
y√
2

)2

−
(
− y√

2
−
√
2

)2

5 0

整理すると

x2 − y2 5 0, x2 +
(y − 1)2

3
5 1

Z 5 0より，y = 0であるから，上の第 1式は

|x|2 5 |y|2 ゆえに y = |x|

したがって，点 P(x, y)の満たす不等式は

(x, y) 6= (0, 0), y = |x|, x2 +
(y − 1)2

3
5 1

条件 (i)より (x, y) 6= (0, 0)

Pの取り得る範囲は，下の図の斜線部分で境界線を含む．ただし，Oは除く．

O

y

x1−1

1

1−
√
3

1 +
√
3

�
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2 (1) x = tan θとすると (0 5 θ 5 π
4
)

f(x) =

∫ 1

0

|t− x|
1 + t2

dt =

∫ x

0

x− t

1 + t2
dt+

∫ 1

x

t− x

1 + t2
dt

= x

∫ x

0

1

1 + t2
dt−

∫ x

0

t

1 + t2
dt+

∫ 1

x

t

1 + t2
dt− x

∫ 1

x

1

1 + t2
dt

(∗)

これを微分すると

f ′(x) =

∫ x

0

1

1 + t2
dt−

∫ 1

x

1

1 + t2
dt

t = tanϕとすると
dt

dϕ
=

1

cos2 ϕ

f ′(tan θ) =

∫ θ

0

1

1 + tan2 ϕ
· dϕ

cos2 ϕ
−
∫ π

4

θ

1

1 + tan2 ϕ
· dϕ

cos2 ϕ

=

∫ θ

0

dϕ−
∫ π

4

θ

dϕ = 2θ − π

4

f ′(tanα) = 0とすると

2α− π

4
= 0 よって α =

π

8

(2) (1)の結果から

tanα = tan
π

8
=

1√
2 + 1

=
√
2 − 1

α
π
4√

2 1

1
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(3) (∗)より，x = tan θとすると

f(x) = x

[
ϕ

]θ
0

− 1

2

[
log(1 + t2)

]x
0

+
1

2

[
log(1 + t2)

]1
x

− x

[
ϕ

]π
4

θ

= x
(
2θ − π

4

)
+ log

√
2

1 + x2
(∗∗)

(2)の結果から，f(x)の増減表は

x 0 · · ·
√
2− 1 · · · 1

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

(∗∗)より

f(0) =
1

2
log 2

f(
√
2− 1) = log

√
2

1 + (
√
2− 1)2

= log

√
2 + 1

2

f(1) =
π

4
− 1

2
log 2

log 2 < 0.7より

f(1)− f(0) =
π

4
− log 2 =

π − 4 log 2

4
>

π − 4× 0.7

4
> 0

よって 最大値 f(1) =
π

4
−

1

2
log 2，

最小値 f(
√
2 − 1) = log

√
2 + 1

2
�
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3 (1) (2, 1), (1, 2), (−1, 2), (−2, 1),

(−2,−1), (−1,−2), (1,−2), (2,−1)

(2) Pが n秒後に点 (a, b)にいる確率を Pn(a, b)とすると，規則 (ii)より，確
率漸化式

Pn+1(j, k) =
1

3
Pn(j,−k) +

1

3
Pn(−j, k) +

1

6
Pn(k, j) +

1

6
Pn(−k,−j)

(A)

が成立する (j, k = ±1,±2, j 6= k)．

(A)において，j, kをそれぞれ−j,−kに置き換えると

Pn+1(−j,−k) =
1

3
Pn(−j, k) +

1

3
Pn(j,−k) +

1

6
Pn(−k,−j) +

1

6
Pn(k, j)

(B)

(A)，(B)の右辺がそれぞれ等しいから，自然数 nについて

Pn(j, k) = Pn(−j,−k) (j, k = ±1,±2, j 6= k) (C)

が成立する．したがって，Pn(2, 1) = Pn(−2,−1)が成立する．

(3) (C)より，Pn(−j, k) = Pn(j,−k), Pn(−k,−j) = Pn(k, j)であるから，こ
れらを (A)に代入すると

Pn+1(j, k) =
2

3
Pn(j,−k) +

1

3
Pn(k, j) (D1)

(D1)は (C)に注意しながら，次にように書き直すことができる．

Pn+1(k, j) =
2

3
Pn(k,−j) +

1

3
Pn(j, k) (D2)

Pn+1(j,−k) =
2

3
Pn(j, k) +

1

3
Pn(k,−j) (D3)

Pn+1(k,−j) =
2

3
Pn(k, j) +

1

3
Pn(j,−k) (D4)

(D1)，(D4)より

Pn+1(j, k) + Pn+1(k,−j) = Pn(k, j) + Pn(j,−k) (E1)

Pn+1(j, k)− Pn+1(k,−j) = −1

3
{Pn(k, j)− Pn(j,−k)} (E2)

(D2)，(D3)より

Pn+1(k, j) + Pn+1(j,−k) = Pn(j, k) + Pn(k,−j) (E3)

Pn+1(k, j)− Pn+1(j,−k) = −1

3
{Pn(j, k)− Pn(k,−j)} (E4)
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ここで

an = Pn(j, k) + Pn(k,−j), bn = Pn(j, k)− Pn(k,−j),

cn = Pn(k, j) + Pn(j,−k), dn = Pn(k, j)− Pn(j,−k)

とおくと，(E1)～(E4)より

an+1 = cn, bn+1 = −1

3
dn, cn+1 = an, dn+1 = −1

3
bn

これから

an+1 + cn+1 = an + cn, bn+1 + dn+1 = −1

3
(bn + dn),

an+1 − cn+1 = −(an − cn), bn+1 − dn+1 =
1

3
(bn − dn)

上の 4つの漸化式から

an + cn = a1 + c1, bn + dn =

(
−1

3

)n−1

(b1 + d1),

an − cn = (−1)n−1(a1 − c1), bn − dn =

(
1

3

)n−1

(b1 − d1)

j = 2, k = 1とすると

P1(−2, 1) = P1(2,−1) =
1

3
, P1(1, 2) = P1(−1, 2) =

1

6
,

P1(2, 1) = P1(−1, 2) = P1(−2,−1) = P1(1,−2) = 0

このとき，a1 = b1 = 0, c1 =
1

2
, d1 = −1

6
であるから

an =
1

4
{1 + (−1)n}, bn =

1

4

(
1

3

)n

{1 + (−1)n}

したがって，自然数 nについて

Pn(2, 1) =
1

2
(an + bn) =

1

8
{1 + (−1)n}

{
1 +

(
1

3

)n}
注意 P0(2, 1) = 1，P0(−2,−1) = 0より，n = 0のとき (C)は成立しないから，

n = 1で Pn(2, 1)を求める．
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別解 最初から n秒後に Pが

点 (2, 1)または点 (−2,−1)にいる確率を pn
点 (1, 2)または点 (−1,−2)にいる確率を qn
点 (−1, 2)または点 (1,−2)にいる確率を rn
点 (−2, 1)または点 (2,−1)にいる確率を sn

とおくと，条件 (ii)から，次の確率漸化式が成立する．

pn+1 =
2

3
rn +

1

3
sn, qn+1 =

1

3
rn +

2

3
sn,

rn+1 =
2

3
pn +

1

3
qn, sn+1 =

1

3
pn +

2

3
qn

したがって

(pn+1 + qn+1) + (rn+1 + sn+1) = (pn + qn) + (rn + sn)

(pn+1 + qn+1)− (rn+1 + sn+1) = −{(pn + qn)− (rn + sn)}

(pn+1 − qn+1) + (rn+1 − sn+1) = −1

3
{(pn − qn) + (rn − sn)}

(pn+1 − qn+1)− (rn+1 − sn+1) =
1

3
{(pn − qn)− (rn − sn)}

これから

(pn + qn) + (rn + sn) = (p0 + q0) + (r0 + s0)

(pn + qn)− (rn + sn) = (−1)n{(p0 + q0)− (r0 + s0)}

(pn − qn) + (rn − sn) =

(
−1

3

)n

(p0 − q0) + (r0 − s0)

(pn − qn)− (rn − sn) =

(
1

3

)n

{(p0 − q0)− (r0 − s0)}

p0 = 1, q0 = r0 = s0 = 0であるから

2(pn + qn) = 1 + (−1)n

2(pn − qn) = {1 + (−1)n}
(
1

3

)n

よって，求める確率は (nは自然数)

1

2
pn =

1

8
{1 + (−1)n}

{
1 +

(
1

3

)n}
�
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4 (1) 曲線 y = f(x)上の点 (t, f(t))における法線の方程式は

x− t+ f ′(t){y − f(t)} = 0

この直線が点 (c(t), 0)を通るから

c(t)− t− f ′(t)f(t) = 0 ゆえに c(t) = t+ f ′(t)f(t)

2点 (c(t), 0), (t, f(t))間の距離 r(t)は，上の結果から

r(t)2 = (t− c(t))2 + f(t)2

= {f ′(t)f(t)}2 + f(t)2 = {f ′(t)2 + 1}f(t)2

f(x) = −
√
2

4
(x2 − 16)より，f ′(x) = −

√
2

2
x であるから

c(t) = t+

(
−
√
2

2
t

){
−
√
2

4
(t2 − 16)

}
=

t3

4
− 3t,

r(t)2 =


(
−
√
2

2
t

)2

+ 1


{
−
√
2

4
(t2 − 16)

}2

=
1

16
(t2 + 2)(t2 − 16)2

=
1

16
(t2 + 2)(t + 4)2(t − 4)2

O

y

xtc(t)
−4 4

4
√
2

Ct

r(t)

y = f(x)

(t, f(t))
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(2) f(3) =
7
√
2

4
より，0 < a < f(3)を満たすから

0 < a2 <
49

8

(1)の結果から，円Ctの方程式は

Ct :

(
x− t3

4
+ 3t

)2

+ y2 =
1

16
(t2 + 2)(t+ 4)2(t− 4)2

点 (3, a)はCt上にあるから(
3− t3

4
+ 3t

)2

+ a2 =
1

16
(t2 + 2)(t+ 4)2(t− 4)2

a2について解くと a2 = −3

8
t4 +

3

2
t3 + 3t2 − 18t+ 23

g(t) = −3

8
t4 +

3

2
t3 + 3t2 − 18t+ 23とおくと (0 < t < 4)

g′(t) = −3

2
t3 +

9

2
t2 + 6t− 18

= −3

2
(t3 − 3t2 − 4t+ 12) = −3

2
(t+ 2)(t− 2)(t− 3)

g(t)の増減表は，次のようになる．

t (0) · · · 2 · · · 3 · · · 4

g′(t) − 0 + 0 −
g(t) (23) ↘ 5 ↗ 49

8
↘ (−1)

g(t) = a2の実数解 tの個数は
0 < a2 < 5 のとき 1個
a2 = 5 のとき 2個

5 < a2 <
49

8
のとき 3個

したがって


0 < a <

√
5 のとき 1個

a =
√
5 のとき 2個

√
5 < a <

7

4

√
2 のとき 3個

�
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5 3直線AB，BD，ACの方程式は

直線AB : x+ y = 1, z = 0,

直線BD : x =
y − 1

−2
= z,

直線AC : z + x = 1, y = 0

3直線AB，BD，ACと平面 x = tとの
交点をそれぞれ P，Q，Rとすると

P(t, 1− t, 0) (0 5 t 5 1),

Q(t, 1− 2t, t) (0 5 t 5 1
2
),

R(t, 0, 1− t) (1
2
5 t 5 1)

　

A

B

1

1

C

D

1

x

y

z

O
1
2

　

4ABDの平面 x = tによる断面は次のようになる．

z

y

z

y

z

y
P

Q

P

Q

P

R

H
H

1− t 1− t 1− t

1− t

1− 2t1− 2t

t
t

(i) 0 5 t 5 1
3

(ii) 1
3
5 t 5 1

2
(iii) 1

2
5 t 5 1

O′ O′ O′

直線 PQと x軸との距離をO′Hとすると，図 (i)～図 (iii)より

O′H =
O′P√

2
, O′P = 1− t, O′Q =

√
(1− 2t)2 + t2

求める回転体の体積を V とすると

V

π
=

∫ 1
3

0

(O′P2 −O′Q2) dt+

∫ 1

1
3

(O′P2 −O′H2) dt

=

∫ 1
3

0

(2t− 4t2) dt+

∫ 1

1
3

1

2
(t− 1)2 dt

=

[
t2 − 4

3
t3
] 1

3

0

+

[
1

6
(t− 1)3

]1
1
3

=
1

9

したがって V =
π

9
�
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6 (1) f(x) = x(x2 + 10x+ 20)より，f(n)が素数となるのは，次の場合である．

• n = pのとき (pは素数)

p2 + 10p+ 20 = 1 ゆえに p(p+ 10) = −19

これを満たす素数 pは存在しない．

• n = −qのとき (qは素数)

q2 − 10q + 20 = −1 ゆえに (q − 3)(q − 7) = 0

これを解いて q = 3, 7 すなわち n = −3,−7

• n = 1のとき，f(1) = 1(12 + 10·1 + 20) = 31

f(1)は素数であるから，n = 1は条件を満たす．

• n = −1のとき，f(−1) = −1·{(−1)2 + 10·(−1) + 20} = −11

f(−1)は素数でないから，n = −1は条件を満たさない．

以上の結果から n = −3,−7, 1
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(2) g(x) = x(x2 + ax + b)より (a, bは整数)，h(x) = x2 + ax + bとおくと，
g(n)が素数となるのは，(i)～(iv)の場合である．

(i) n = pのとき (pは素数)，h(p) = 1

(ii) n = −qのとき (qは素数)，h(−q) = −1

(iii) n = 1のとき，h(1)は素数

(iv) n = −1のとき，−h(−1)は素数

［A］(i)，(ii)を満たす素数 p, qがともに存在すると仮定すると

p2 + ap+ b = 1, q2 − aq + b = −1

上の 2式の辺々の差をとると

p2 − q2 + a(p+ q) = 2 ゆえに (p+ q)(p− q + a) = 2

p+ q = 4，p− q+ aは整数であるから，上の第 2式を満たす素数 p, q

は存在しない．よって，(i)と (ii)は同時に成立しない．

［B］(i)を満たす素数 p1, p2が存在すると仮定すると

h(x)− 1 = (x− p1)(x− p2)

x = −1を上式に代入すると

h(−1)− 1 = (−1− p1)(−1− p2) > 0 ゆえに − h(−1) < −1

このとき，(iv)は成立しない

［C］(ii)を満たす素数 q1, q2が存在すると仮定すると

h(x) + 1 = (x+ q1)(x+ q2)

x = −1を上式に代入すると

h(−1) + 1 = (−1− q1)(−1− q2) > 0 ゆえに − h(−1) < 1

このとき，(iv)は成立しない

［A］～［C］から，g(n)が素数となる整数 nの個数は 3個以下である．

�


