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平成22年度　東京大学２次試験前期日程 (数学問題)150分

理科 (一類，二類，三類)　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 4 5 6

1 3辺の長さが aと bと cの直方体を，長さが bの 1辺を回転軸として 90◦ 回転さ
せるとき，直方体が通過する点全体がつくる立体を V とする．

(1) V の体積を a，b，cを用いて表せ．

(2) a+ b+ c = 1のとき，V の体積のとりうる値の範囲を求めよ．

2 (1) すべての自然数 kに対して，次の不等式を示せ．

1

2(k + 1)
<

∫ 1

0

1− x

k + x
dx <

1

2k

(2) m > nであるようなすべての自然数mと nに対して，次の不等式を示せ．

m− n

2(m+ 1)(n+ 1)
< log

m

n
−

m∑
k=n+1

1

k
<

m− n

2mn

3 2つの箱 LとR，ボール 30個，コイン投げで表と裏が等確率
1

2
で出るコイン 1

枚を用意する．xを 0以上 30以下の整数とする．Lに x個，Rに 30 − x個の
ボールを入れ，次の操作 (#)を繰り返す．

(#) 箱Lに入っているボールの個数を zとする．コインを投げ，表が出れば箱
Rから箱 Lに，裏が出れば箱 Lから箱Rに，K(z)個のボールを移す．た
だし，0 5 z 5 15のときK(z) = z，16 5 z 5 30のときK(z) = 30 − z

とする．

m回の操作の後，箱 Lのボールの個数が 30である確率を Pm(x)とする．たと

えば P1(15) = P2(15) =
1

2
となる．以下の問 (1)，(2)，(3)に答えよ．

(1) m = 2のとき，xに対してうまく yを選び，Pm(x)を Pm−1(y)で表せ．

(2) nを自然数とするとき，P2n(10)を求めよ．

(3) nを自然数とするとき，P4n(6)を求めよ．
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4 Oを原点とする座標平面上の曲線

C : y =
1

2
x+

√
1

4
x2 + 2

と，その上の相異なる 2点 P1(x1, y1)，P2(x2, y2)を考える．

(1) Pi (i = 1, 2)を通る x軸に平行な直線と，直線 y = xとの交点を，それぞ
れHi (i = 1, 2)とする．このとき4OP1H1と4OP2H2の面積は等しいこ
とを示せ．

(2) x1 < x2とする．このとき C の x1 5 x 5 x2の範囲にある部分と，線分
P1O，P2Oとで囲まれる図形の面積を，y1，y2を用いて表せ．

5 Cを半径 1の円周とし，AをC上の 1点とする．3点P，Q，RがAを時刻 t = 0

に出発し，C上を各々一定の速さで，P，Qは反時計回りに，Rは時計周りに，
時刻 t = 2π まで動く．P，Q，Rの速さは，それぞれm，1，2であるとする．
(したがって，QはCをちょうど一周する．)ただし，mは 1 5 m 5 10をみた
す整数である．4PQRがPRを斜辺とする直角二等辺三角形となるような速さ
mと時刻 tの組をすべて求めよ．

6 四面体OABCにおいて，4つの面はすべて合同であり，OA = 3，OB =
√
7，

AB = 2であるとする．また，3点O，A，Bを含む平面を Lとする．

(1) 点Cから平面Lにおろした垂線の足をHとおく．
−→
OHを

−→
OAと

−→
OBを用い

て表せ．

(2) 0 < t < 1をみたす実数 tに対して，線分OA，OB各々を t : 1− tに内分
する点をそれぞれPt，Qtとおく．2点Pt，Qt を通り，平面Lに垂直な平
面をM とするとき，平面M による四面体OABCの切り口の面積 S(t)を
求めよ．

(3) tが 0 < t < 1の範囲を動くとき，S(t)の最大値を求めよ．
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解答例

1 (1) 下の図から，求める体積 V は

V =

(
π

4
(
√
a2 + c2)2 + 2× 1

2
ac

)
b =

{
π

4
(a2 + c2) + ac

}
b

a

b

c

回転軸

a

c
√
a2 + c2

(2) (V は a，cに関する対称式であるから，aと cをまとめて扱う)

a2 + c2 =
1

2
{(a+ c)2 + (a− c)2}, ac =

1

4
{(a+ c)2 − (a− c)2}より

V =

{(
π

8
+

1

4

)
(a+ c)2 +

(
π

8
− 1

4

)
(a− c)2

}
b

a+ b+ c = 1より a+ c = 1− bとなり，t = a− cとおくと

上の 2式より 2a = (1− b) + t，2c = (1− b)− t

a > 0，c > 0より −(1− b) < t < 1− b

このとき，0 5 (a− c)2 < (1− b)2であるから，固定値 bに対して(
π

8
+

1

4

)
b(1− b)2 5 V <

{(
π

8
+

1

4

)
(1− b)2 +

(
π

8
− 1

4

)
(1− b)2

}
b

すなわち
(
π

8
+

1

4

)
b(1− b)2 5 V <

π

4
b(1− b)2

3つの正数 2b, 1− b, 1− bの相加平均・相乗平均の大小関係により 1

2

3
=

2b+ (1− b) + (1− b)

3
= 3
√
2b(1− b)2

ゆえに 0 < b(1− b)2 5 4

27
よって 0 < V <

π

27
�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2002.pdf (p.9を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
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2 (1) y =
1− x

k + x
のグラフをCとすると (k > 0)

y′ = − k + 1

(k + x)2
, y′′ =

2(k + 1)

(k + x)3

x = 1のとき y′ = − 1

k + 1

　

O

y

x1

1
k

1
k+1

C

B

T

A

C上に 2点A(1, 0)，B

(
0,

1

k

)
をとる．Cの点Aにおける接線の方程式は

y = − 1

k + 1
(x− 1) すなわち y = − x

k + 1
+

1

k + 1

この接線と y軸との交点をTとすると T

(
0,

1

k + 1

)
0 < x < 1のとき，y′′ < 0であるから，4OABおよび4OATとCのグラ
フと x軸で囲まれた部分の面積を比較すると

4OAT <

∫ 1

0

1− x

k + x
dx < 4OAB

すなわち
1

2(k + 1)
<

∫ 1

0

1− x

k + x
dx <

1

2k

別解 自然数 kに対して，0 < x < 1のとき

1− x

k + 1
<

1− x

k + x
<

1− x

k

よって
∫ 1

0

1− x

k + 1
dx <

∫ 1

0

1− x

k + x
dx <

∫ 1

0

1− x

k
dx

1

2(k + 1)
<

∫ 1

0

1− x

k + x
dx <

1

2k
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(2)

∫ 1

0

1− x

k + x
dx =

∫ 1

0

(
1 + k

k + x
− 1

)
dx =

[
(1 + k) log(k + x)− x

]1
0

= (k + 1) log
k + 1

k
− 1

上式および (1)の結果から

1

2(k + 1)
< (k + 1) log

k + 1

k
− 1 <

1

2k

1

2(k + 1)2
< log

k + 1

k
− 1

k + 1
<

1

2k(k + 1)

また，
1

2(k + 1)(k + 2)
<

1

2(k + 1)2
であるから

1

2(k + 1)(k + 2)
< log

k + 1

k
− 1

k + 1
<

1

2k(k + 1)

したがって，m > nである自然数mと nに対して

m∑
k=n+1

1

2k(k + 1)
<

m∑
k=n+1

(
log

k

k − 1
− 1

k

)
<

m∑
k=n+1

1

2(k − 1)k

1

2

m∑
k=n+1

(
1

k
− 1

k + 1

)
<

m∑
k=n+1

log
k

k − 1
−

m∑
k=n+1

1

k
<

1

2

m∑
k=n+1

(
1

k − 1
− 1

k

)
1

2

(
1

n+ 1
− 1

m+ 1

)
< log

m

n
−

m∑
k=n+1

1

k
<

1

2

(
1

n
− 1

m

)

よって
m− n

2(m+ 1)(n+ 1)
< log

m

n
−

m∑
k=n+1

1

k
<

m− n

2mn
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解説 f ′′(x) > 0，a < bとする．曲線 y = f(x)上の 2点
A(a, f(a))，B(b, f(b))を結ぶ直線の方程式は

y =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a)

このとき

g(x) =
f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a)− f(x)

　

O

y

x

y y = f(x)

A

B

a b

f(a)

f(b)

とおくと

g′(x) =
f(b)− f(a)

b− a
− f ′(x), g′′(x) = −f ′′(x) < 0

g(a) = g(b) = 0であるから，ロルの定理により

g′(c) = 0 (a < c < b)

を満たす cが存在する．
g′′(x) < 0より g′(x)は単調減少であるから，cは唯一存在する．

したがって，a 5 x 5 bにおける g(x)の増減表は

x a · · · c · · · b

g′(x) + 0 −
g(x) 0 ↗ 極大 ↘ 0

a < x < bにおいて，g(x) > 0であるから，

f(b)− f(a)

b− a
(x− a) + f(a) > f(x)

よって，この区間において，直線ABは曲線 y = f(x)の上側にある．
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f ′′(x) > 0，tは定数とする．曲線 y = f(x)上の
点T(t, f(t))における接線 ` の方程式は

y = f ′(t)(x− t) + f(t)

h(x) = f(x)− f ′(t)(x− t)− f(t)とおくと

h′(x) = f ′(x)− f ′(t), h′′(x) = f ′′(x) > 0

　

O

y

xt

y = f(x)

f(t)

`

T

h′′(x) > 0より h′(x)は単調増加であるから，h(x)の増減表は

x · · · t · · ·
h′(x) − 0 +

極小
h(x) ↘ ↗

0

したがって，h(x)は，最小値 h(t) = 0をとるから，h(x) = 0より

f(x) = f ′(t)(x− t) + f(t) · · · (∗)

よって，接線 `は曲線 y = f(x)の上側にはない．

補足 部分積分法を用いて (∗)を証明することができる．

f(x)− f(t) =

∫ x

t

f ′(u) du = −
∫ x

t

(x− u)′f ′(u) du

= −
[
(x− u)f ′(u)

]x
t

+

∫ x

t

(x− u)f ′′(u) du

= f ′(t)(x− t) +

∫ x

t

(x− u)f ′′(u) du

したがって f(x)− f ′(t)(x− t)− f(t) =

∫ x

t

(x− u)f ′′(u) du · · · (∗∗)

(i) t 5 u 5 xのとき，(x− u)f ′′(u) = 0であるから∫ x

t

(x− u)f ′′(u) du = 0 · · · 1©

(ii) x 5 u 5 tのとき，(u− x)f ′′(u) = 0であるから∫ x

t

(x− u)f ′′(u) du =

∫ t

x

(u− x)f ′′(u) du = 0 · · · 2©

(∗∗)， 1©， 2©より，(∗)が成立する． �
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3 (1) 0 5 z 5 15のときK(z) = z，16 5 z 5 30のときK(z) = 30− zより

K(z) = min(z, 30− z)

(#)により，次の確率漸化式が成立する．

Pm(x) =
1

2
Pm−1(x+K(x)) +

1

2
Pm−1(x−K(x)),

Pm(0) = 0, Pm(30) = 1

(i) 0 5 x 5 15のとき，K(x) = xであるから

Pm(x) =
1

2
Pm−1(x+ x) +

1

2
Pm−1(x− x)

=
1

2
Pm−1(2x) +

1

2
Pm−1(0)

=
1

2
Pm−1(2x)

(ii) 16 5 x 5 30のとき，K(x) = 30− xであるから

Pm(x) =
1

2
Pm−1(x+ (30− x)) +

1

2
Pm−1(x− (30− x))

=
1

2
Pm−1(30) +

1

2
Pm−1(2x− 30)

=
1

2
+

1

2
Pm−1(2x− 30)

(i)，(ii)より Pm(x) =


1

2
Pm−1(2x) (0 5 x 5 15)

1

2
+

1

2
Pm−1(2x − 30) (16 5 x 5 30)

(2) (1)で示した確率漸化式により

P2n(10) =
1

2
P2n−1(20) +

1

2
P2n−1(0) =

1

2
P2n−1(20)

=
1

2

(
1

2
P2n−2(30) +

1

2
P2n−2(10)

)
=

1

4
+

1

4
P2n−2(10)

ここで，an = P2n(10)とおくと an =
1

4
+

1

4
an−1, a0 = 0

上式より an−
1

3
=

1

4

(
an−1 −

1

3

)
ゆえに an−

1

3
=

(
a0 −

1

3

)(
1

4

)n

したがって an =
1

3

(
1− 1

4n

)
よって P2n(10) =

1

3

(
1 −

1

4n

)
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(3) (2)と同様に，(1)で示した確率漸化式により

P4n(6) =
1

2
P4n−1(12) +

1

2
P4n−1(0) =

1

2
P4n−1(12)

=
1

2

(
1

2
P4n−2(24) +

1

2
P4n−2(0)

)
=

1

4
P4n−2(24)

=
1

4

(
1

2
P4n−3(30) +

1

2
P4n−3(18)

)
=

1

8
+

1

8
P4n−3(18)

=
1

8
+

1

8

(
1

2
P4n−4P (30) +

1

2
P4n−4(6)

)
=

3

16
+

1

16
P4n−4(6)

ここで，bn = P4n(6)とおくと bn =
3

16
+

1

16
bn−1, b0 = 0

上式より bn−
1

5
=

1

16

(
bn−1 −

1

5

)
ゆえに bn−

1

5
=

(
b0 −

1

5

)(
1

16

)n

したがって bn =
1

5

(
1− 1

16n

)
よって P4n(6) =

1

5

(
1 −

1

16n

)

解説

［A］最初に箱Lに入っているボールの個数が 10，20であるとき，最初のボールの個
数に戻るまでの Lに入っているボールの個数の推移は次のようになる．

10
20

30

10
0

20
30

10
20

0

このとき，推移からも分かるように

P2n(10) =
1

4
+

1

4
P2n−2(10), P2n(20) =

1

2
+

1

4
P2n−2(20)

であるから，x = 10, 20のとき

P2n(x) =
x

40
+

1

4
P2n−2(x) ゆえに P2n(x) =

x

30

(
1− 1

4n

)

x = 10, 20のとき Pn(x) =


x

30

(
1− 1

2n

)
(n ≡ 0 (mod 2))

0 (n 6≡ 0 (mod 2))

· · · (∗)
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［B］最初に箱Lに入っているボールの個数 x (0 < x < 30)が 10，20以外の偶数であ
るとき，最初のボールの個数に戻るまでの Lに入っているボールの個数の推移は次
のようになる．

2
4

0

8

0

16

0

30

2
4

8

0

16

0

30

2
4

0 6
12

0

24

0

30

18
30

6

30
16

8
0

2
4

0

8

0 12
24

0

30

18
30

6
0

12 14
28

0

30

26
30

22
30

14

16
30

2
0

4
8

0

16

0 18
30

6
12

0

24

0

30

18 22
30

14
0

28
30

26
30

22

24
30

18
30

6
0

12
24

0

26
30

22
30

14
0

28
30

26

28
30

26
30

22
30

14
0

28

X = {x | 0 < x < 30, x 6= 10, 20, xは偶数 }とする．
これらの推移から，x ∈ Xのとき

P4n(x) =
x

32
+

1

16
P4n−4(x) ゆえに P4n(x) =

x

30

(
1− 1

16n

)

x ∈ Xのとき Pn(x) =


x

30

(
1− 1

2n

)
(n ≡ 0 (mod 4))

0 (n 6≡ 0 (mod 4))

· · · (∗∗)
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［C］最初に箱Lに入っているボールの個数 xが奇数であるとき，Lに入っているボー
ルの個数が奇数であるのは最初だけで，その後，Lに入っているボールの個数は偶数
で推移する．

(i) x = 15のとき Pn(x) =
1

2

(ii) x = 5のとき，その後，Lに入っているボールの個数は，途中 10，20で推移す
るから，(∗)により

n− 1 ≡ 0，すなわち，n ≡ 1 (mod 2)のとき

Pn(x) =
1

2
Pn−1(2x) =

1

2
·2x
30

(
1− 1

2n−1

)
=

x

30

(
1− 1

2n−1

)
n− 1 6≡ 0，すなわち，n 6≡ 1 (mod 2)のとき Pn(x) = 0

(iii) x = 25のとき，その後，Lに入っているボールの個数は，途中 10，20で推移
するから，(∗)により

n− 1 ≡ 0，すなわち，n ≡ 1 (mod 2)のとき

Pn(x) =
1

2
+

1

2
Pn−1(2x− 30) =

1

2
+

1

2
·2x− 30

30

(
1− 1

2n−1

)
=

x

30

(
1− 1

2n−1

)
+

1

2n

n− 1 6≡ 0，すなわち，n 6≡ 1 (mod 2)のとき Pn(x) = 0

(iv) xが 0 < x < 15, x 6= 5の奇数であるとき，Lに入っているボールの個数は，途
中，［B］に示したように推移するから，(∗∗)により，(ii)と同様にして

n ≡ 1 (mod 4)のとき Pn(x) =
x

30

(
1− 1

2n−1

)
n 6≡ 1 (mod 4)のとき Pn(x) = 0

(v) xが 15 < x < 30, x 6= 25の奇数であるとき，Lに入っているボールの個数は，
途中，［B］に示したように推移するから，(∗∗)により，(iii)と同様にして

n ≡ 1 (mod 4)のとき Pn(x) =
x

30

(
1− 1

2n−1

)
+

1

2n

n 6≡ 1 (mod 4)のとき Pn(x) = 0

なお，Pn(0) = 0，Pn(30) = 1であり，このとき，0個のボールを移すと考える．
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［A］～［C］より

N = {x | 0 < x < 30, x 6= 15, xは自然数 },
Y = {5, 10, 20, 25},
Z = {x | 15 < x < 30, xは奇数 },

i =

{
0 (xは偶数)

1 (xは奇数)
,

p =

{
2 (x ∈ Y )

4 (x ∈ N − Y )
,

δn =


1

2n
(x ∈ Z)

0 (x ∈ N − Z)

とおくと (nは自然数)，Pn(x)は次のように表すこともできる．

x ∈ N のとき Pn(x) =


x

30

(
1− 1

2n−i

)
+ δn (n ≡ i (mod p))

0 (n 6≡ i (mod p))

x ∈ {0, 15, 30}のとき Pn(x) =


0 (x = 0)
1

2
(x = 15)

1 (x = 30)

�
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4 (1) y =
1

2
x+

√
1

4
x2 + 2において，

∣∣∣∣12x
∣∣∣∣ <

√
1

4
x2 + 2 より y > 0

Cの方程式から，y − 1

2
x =

√
1

4
x2 + 2の両辺を平方すると

(
y − 1

2
x

)2

=
1

4
x2 + 2 整理すると (y − x)y = 2 · · · (∗)

Pi(xi, yi)より，Hi(yi, yi)であるから (i = 1, 2)，(∗)により

4OPiHi =
1

2
(yi − xi)yi = 1 よって 4OP1H1 = 4OP2H2

O

y

x

Pi

Hi

xi

yi

yi

√
2

C

O

y

x

Pi

Hi

yi

yi

xi

√
2

C

(2) (1)の結果から，下の図の 2箇所の塗りつぶした部分の面積は等しい．

O

y

x

P1y1
√
2

C

O

y

x

P1

√
2

C
y2 P2

y2 P2

y1

H2

H2H1

H1

y=x y=x

求める面積は，曲線Cと 3直線 y = x，y = y1，y = y2で囲まれた部分の
面積である．このとき，Cの方程式は，(∗)より

x = y − 2

y
(y > 0)

したがって，求める面積を Sとすると

S =

∫ y2

y1

{
y −

(
y − 2

y

)}
dy =

[
2 log y

]y2
y1

= 2 log
y2

y1



14

別解 C上を点 P2から点 P1に向かう経路をC1(回転角の向きに経路をとる)と
し，C1の点 P(x, y)に対し，r = OP，OPと x軸の正の向きとなす角を
θとすると

x = r cos θ, y = r sin θ

これらを θについて微分すると

dx

dθ
=

dr

dθ
cos θ − r sin θ

dy

dθ
=

dr

dθ
sin θ + r cos θ

したがって

x
dy

dθ
− y

dx

dθ
= r cos θ

(
dr

dθ
sin θ + r cos θ

)
− r sin θ

(
dr

dθ
cos θ − r sin θ

)
= r2

ゆえに S =
1

2

∫
C1

r2 dθ =
1

2

∫ y1

y2

(
x− y

dx

dy

)
dy

Cの方程式は，x = y − 2

y
であるから

x− y
dx

dy
=

(
y − 2

y

)
− y

(
1 +

2

y2

)
= −4

y

よって，求める面積を Sとすると

S =
1

2

∫
C1

r2 dθ = −2

∫ y1

y2

dy

y
= −2

[
log y

]y1
y2

= 2 log
y2
y1

解説

Cの方程式が
y(y − x) = 2, (y > 0)

であるから，Cは 2次曲線で，y = 0および y − x = 0を漸近線とする双曲線である
ことがわかる．
また，2直線 y = 0と y = xの交点を通り，この 2直線のなす角の二等分線が双曲
線の主軸と共役軸であることもわかる．α =

π

8
とおくと，Cが点 (0,

√
2)を通るこ

とから，x軸の正の向きと α+
π

2
，αをなす向きがそれぞれ主軸，共役軸の方向を表

す．ここで，これらに平行な単位ベクトルを

~u =

(
cosα

sinα

)
, ~v =

(
− sinα

cosα

)
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とし，~u，~vを基底とする座標系X-Y 系をとり，次の座標変換を考える．

x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
= X

(
cosα

sinα

)
+ Y

(
− sinα

cosα

)
· · · (∗∗)

すなわち x = X cosα− Y sinα, y = X sinα + Y cosα

これをCの方程式に代入すると

(X sinα+ Y cosα){(X sinα + Y cosα)− (X cosα− Y sinα)} = 2

(sin2 α− sinα cosα)X2 + (2 sinα cosα− cos2 α + sin2 α)XY

+(cos2 α + sinα cosα)Y 2 = 2

(1− sin 2α− cos 2α)X2 + 2(sin 2α− cos 2α)XY

+(1 + sin 2α + cos 2α)Y 2 = 4

(1−
√
2)X2 + (1 +

√
2)Y 2 = 4

また，Cの方程式から

−2xy + 2y2 = 4 ゆえに
(

x y
)( 0 −1

−1 2

)(
x

y

)
= 4 · · · (∗ ∗ ∗)

A =

(
0 −1

−1 2

)
，U =

(
cosα − sinα

sinα cosα

)
とおくと，(∗∗)より

(
x

y

)
= U

(
X

Y

)
,
(

x y
)
=
(

X Y
)

tU

~u，~vは，それぞれAの固有値 1−
√
2，1 +

√
2に対する固有ベクトルである．

したがって，(∗ ∗ ∗)は次のように対角化できる．(
X Y

)( 1−
√
2 0

0 1 +
√
2

)(
X

Y

)
= 4

すなわち (1−
√
2)X2 + (1 +

√
2)Y 2 = 4

補足 2次形式 ax2 + 2bxy + cy2は，対称行列

(
a b

b c

)
の固有値 λ1, λ2を用いて

ax2 + 2bxy + cy2 = λ1X
2 + λ2Y

2

と変換できる 2 ． �

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2010.pdf (pp.12-13を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2010.pdf
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5 Rに対する P，Qの相対速度は，それぞれm + 2，3

である．PRは円Cの直径であるから

(m+ 2)t = (2l − 1)π (lは整数)

Cの中心をOとすると，∠ROQ =
π

2
であるから

3t =
2n− 1

2
π (nは整数)

　

O

P Q

RC

上の 2式から t =
2l − 1

m+ 2
π =

2n− 1

6
π · · · (∗)

このとき，0 < t < 2πであるから

0 <
2n− 1

6
π < 2π ゆえに 1 5 n 5 6

(∗)より (m+ 2)(2n− 1) = 6(2l − 1)

2n− 1，2l − 1は奇数であるから，m+ 2は 4で割り切れない偶数である．

(i) m+ 2 = 6，すなわち，m = 4のとき，(∗)より

t =
2l − 1

6
π =

2n− 1

6
すなわち l = n (n = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

(ii) m+ 2 = 10，すなわち，m = 8のとき，(∗)より

t =
2l − 1

10
=

2n− 1

6
ゆえに 3(2l − 1) = 5(2n− 1)

すなわち (l, n) = (3, 2), (8, 5)

よって m = 4 のとき t =
2n − 1

6
π (n = 1, 2, 3, 4, 5, 6)

m = 8 のとき t =
2n − 1

6
π (n = 2, 5)

�
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6 (1) 四面体OABCの 4つの面はすべて合同であるから

OA = BC = 3, OB = CA =
√
7, AB = OC = 2

~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおくと

|
−→
AB|2 = |~b− ~a|2, |

−→
BC|2 = |~c−~b|2, |

−→
CA|2 = |~a−~c|2

したがって 2~a·~b = |~a|2 + |~b|2 − |
−→
AB|2

2~b·~c = |~b|2 + |~c|2 − |
−→
BC|2

2~c·~a = |~c|2 + |~a|2 − |
−→
CA|2

|~a| = 3，|~b| =
√
7，|~c| = 2，|

−→
AB| = 2，|

−→
BC| = 3，|

−→
CA| =

√
7であるから

2~a·~b = 9 + 7− 4 = 12 ゆえに ~a·~b = 6

2~b·~c = 7 + 4− 9 = 2 ゆえに ~b·~c = 1

2~c·~a = 4 + 9− 7 = 6 ゆえに ~c·~a = 3

−→
OH = x~a+ y~bとおくと

−→
CH =

−→
OH−

−→
OC = x~a+ y~b−~c

~a⊥
−→
CH，~b⊥

−→
CHより ~a·

−→
CH = ~a·(x~a+ y~b−~c) = 0

~b·
−→
CH = ~b·(x~a+ y~b−~c) = 0

したがって 9x+ 6y − 3 = 0, 6x+ 7y − 1 = 0

これを解いて x =
5

9
, y = −1

3
よって

−→
OH =

5

9

−→
OA −

1

3

−→
OB

別解 ~e1 =
~a

|~a|
=

1

3
~aとおくと，次のベクトルは~e1に垂直である．

(~a·~b)~a− |~a|2~b = 6~a− 9~a = 3(2~a− 3~b)

ベクトル 2~a− 3~bの大きさは

|2~a− 3~b| =
√

4|~a|2 − 12~a·~b+ 9|~b|2 =
√
4·9− 12·6 + 9·7 = 3

√
3

~e2 =
2~a− 3~b

|2~a− 3~b|
=

2~a− 3~b

3
√
3
とおくと

−→
OH = (~c·~e1)~e1 + (~c·~e2)~e2 =

1

9
(~c·~a)~a+ 1

27
(2~c·~a− 3~b·~c)(2~a− 3~b)

=
1

3
~a+

1

9
(2~a− 3~b) =

5

9
~a− 1

3
~b
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(2) (1)の結果から
−→
OH =

2

9
·5
−→
OA− 3

−→
OB

2

ゆえに，t =
2

9
のとき，平面M はCを通る．

~a·
−→
CH = 0，~b·

−→
CHに注意して

|
−→
CH|2 =

−→
CH·

−→
CH

=

(
5

9
~a− 1

3
~b−~c

)
·
−→
CH = −~c·

−→
CH

= −~c·
(
5

9
~a− 1

3
~b−~c

)
= −5

9
·3 + 1

3
·1 + 4 =

8

3

したがって |
−→
CH| =

√
8

3
=

2
√
6

3

　

O

C

A

B

Pt

Pt

QtQt

Rt

St

(i) 0 < t 5 2

9
のとき

S

(
2

9

)
=

1

2
·2
9
AB|

−→
CH| = 1

2
·2
9
·2·2

√
6

3
=

4
√
6

27

よって S(t) = S

(
2

9

)
·
(
9

2
t

)2

=
4
√
6

27
·81
4
t2 = 3

√
6t2

(ii)
2

9
5 t < 1のとき，S(t)は上の図の台形 PtQtRtStの面積である．

この台形の高さを htとすると

ht = |
−→
CH|·9

7
(1− t) =

2
√
6

3
·9
7
(1− t) =

6
√
6

7
(1− t)

PtQt = AB·t = 2t

RtSt = AB·9
7

(
t− 2

9

)
=

18

7

(
t− 2

9

)
=

18

7
t− 4

7

よって S(t) =
1

2
(PtQt +RtSt)ht

=
1

2

(
2t+

18

7
t− 4

7

)
·6
√
6

7
(1− t)

=
96

√
6

49

(
t −

1

8

)
(1 − t)
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(3)
2

9
5 t < 1において，S(t)は最大値をとる．

このとき，t− 1

8
> 0，1− t > 0であるから，相加平均・相乗平均の大小

関係により

7

8
=

(
t− 1

8

)
+ (1− t) = 2

√(
t− 1

8

)
(1− t)

ゆえに
(
t− 1

8

)
(1− t) 5 49

256

上式において等号が成立するとき t− 1

8
= 1− t すなわち t =

9

16

求める S(t)の最大値は，(2)の結果から

S

(
9

16

)
=

96
√
6

49
· 49
256

=
3
√
6

8

�


