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平成20年度　東京大学２次試験前期日程 (数学問題)150分

理科 (一類，二類，三類)　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 4 5 6

1 座標平面の点 (x, y)を (3x+ y,−2x)へ移す移動 f を考え，点 Pが移る行き先
を f(P)と表す．f を用いて直線 l0, l1, l2, · · · を以下のように定める．

• l0は直線 3x+ 2y = 1である．

• 点Ｐが ln上を動くとき，f(P)が描く直線を ln+1とする (n = 0, 1, 2, · · · )．

以下 lnを 1次式を用いて anx+ bny = 1と表す．

(1) an+1, bn+1を an, bnで表せ．

(2) 不等式 anx + bny > 1が定める領域をDnとする．D0, D1, D2, · · · すべ
てに含まれるような点の範囲を図示せよ．

2 白黒 2種類のカードがたくさんある．そのうち k枚のカードを手もとにもって
いるとき，次の操作 (A)を考える．

(A) 手持ちの k枚の中から 1枚を，等確率
1

k
で選び出し，それを違う色のカー

ドにとりかえる．

以下の問 (1)，(2)に答えよ．

(1) 最初に白 2枚，黒 2枚，合計 4枚のカードをもっているとき，操作 (A)を
n回繰り返した後に初めて，4枚とも同じ色のカードになる確率を求めよ．

(2) 最初に白 3枚，黒 3枚，合計 6枚のカードをもっているとき，操作 (A)を
n回繰り返した後に初めて，6枚とも同じ色のカードになる確率を求めよ．

3 (1) 正八面体のひとつの面を下にして水平な台の上に置く．この八面体を真上
から見た図 (平面図)を描け．

(2) 正八面体の互いに水平な 2つの面をとり，それぞれの面の重心をG1，G2

とする．G1，G2を通る直線を軸としてこの八面体を 1回転させてできる
立体の体積を求めよ．ただし八面体は内部も含むものとし，各辺の長さは
1とする．

4 放物線 y = x2上に 2点 P，Qがある．線分 PQの中点の y座標を hとする．

(1) 線分 PQの長さ Lと傾きmで，hを表せ．

(2) Lを固定したとき，hがとりうる値の最小値を求めよ．
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5 自然数nに対し，
10n − 1

9
=

n 個︷ ︸︸ ︷
111 · · · 111を nで表す．たとえば 1 = 1，2 = 11，

3 = 111である．

(1) mを 0以上の整数とする． 3m は 3mで割り切れるが，3m+1では割り切れ
ないことを示せ．

(2) nが 27で割り切れることが， n が 27で割り切れるための必要十分条件
であることを示せ．

6 座標平面において，媒介変数 tを用いて{
x = cos 2t

y = t sin t
(0 5 t 5 2π)

と表される曲線が囲む領域の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) f による点 (x, y)の像を (x′, y′)とすると(
x′

y′

)
=

(
3 1

−2 0

)(
x

y

)
ゆえに

(
x

y

)
=

1

2

(
0 −1

2 3

)(
x′

y′

)
点 (x, y)が ln上の点であるとき anx+ bny = 1

ゆえに an

(
−1

2
y′
)
+ bn

(
x′ +

3

2
y′
)

= 1

整理すると bnx
′ +

(
−1

2
an +

3

2
bn

)
y′ = 1

このとき，点 (x′, y′)は ln+1の点であるから

an+1 = bn, bn+1 = −
1

2
an +

3

2
bn

(2) 条件により，a0 = 3，b0 = 2．(1)の結果から

an+1 − bn+1 =
1

2
(an − bn), an+1 − 2bn+1 = an − 2bn

したがって an − bn =

(
1

2

)n

(a0 − b0) = 2−n,

an − 2bn = a0 − 2bn = −1

上の 2式から an = 21−n + 1, bn = 2−n + 1

直線 lnは (21−n + 1)x+ (2−n + 1)y = 1 · · · (∗)

整理すると 2−n(2x+ y) + (x+ y − 1) = 0

これから，lnは次の定点を通る．{
2x+ y = 0

x+ y − 1 = 0
すなわち (−1, 2)

(∗)より，lnの x切片，y切片をそれぞれ xn，yn
とすると

xn =
1

21−n + 1
, yn =

1

2−n + 1

xn, ynは単調増加で， lim
n→∞

xn = 1， lim
n→∞

yn = 1

よって，求める領域は，右の図の斜線部分で実
線の境界を含み，破線の境界及び ◦を含まない．

　

O

y

x1

1

2

−1 1
3

1
2

l0 l∞
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補足 f の表す行列をA =

(
3 1

−2 0

)
とすると，Aの固有方程式は

λ2 − 3λ+ 2 = 0

Aの固有値が λ = 1, 2であるから

A− E =

(
2 1

−2 −1

)
, A− 2E =

(
1 1

−2 −2

)
λ = 1, 2に対する固有ベクトルをそれぞれ

~u =

(
1

−2

)
, ~u =

(
1

−1

)
とおくと，A~u = ~u，A~v = 2~vより

An~u = ~u, An~v = 2n~v

l0とAの不動直線 (原点を通り，方向ベクトル ~uの交点は (−1, 2)

l0は点 (−1, 2)を通り，方向ベクトルが (2,−3)であるから(
x

y

)
= −~u+ t(~u+ ~v) (tは媒介変数)

とおくと，lnのベクトル方程式は(
x

y

)
= An{−~u+ t(~u+ ~v)} = −~u+ t(~u+ 2n~v)

=

(
−1

2

)
+ t

(
1 + 2n

−2− 2n

)
lnの傾きをmnとすると

mn =
−2− 2n

1 + 2n
= −1− 1

1 + 2n

m0 = −3

2
，mnは単調増加で， lim

n→∞
mn = −1

よって，求める領域は{
y − 2 > −3

2
(x+ 1)

y − 2 = −(x+ 1)
すなわち

{
3x+ 2y > 1

x+ y = 1

�
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2 (1) 操作 (A)を n回繰り返す中で 4枚とも同じ色になることなしに，白と黒の
カードが 2枚づつである確率を pnとする．

(i) nが奇数のとき
奇数回目に 4枚とも同じ色になることはないので，求める確率は 0

(ii) nが偶数のとき p0 = 1

pn+2 = pn ×
1

2
·3
4
× 2 =

3

4
pn

ゆえに pn =

(
3

4

)n
2

求める確率は

pn−2 ×
1

2
·1
4
× 2 =

1

4

(
3

4

)n−2
2

　

O

白

n n+1 n+2 回数

1

2

3

4

pn+2
pn

1
2

1
2

1
4

1
4

3
4

3
4

(nは偶数)

(2) 操作 (A)を n回繰り返す中で 6枚とも同じ色になることなしに，白のカー
ドが 2枚である確率を qnとすると，対称性により白のカードが 4枚であ
る確率も qnである．

(i) nが奇数のとき q1 =
1

2

qn+2 = qn ×
1

3
·5
6
+ qn

(
2

3
+

2

3

)
·1
2

=
17

18
qn

ゆえに qn =
1

2

(
17

18

)n−1
2

求める確率は，3以上の奇数のとき

qn−2 ×
1

3
·1
6
× 2 =

1

18

(
17

18

)n−3
2

　

O

白

n n+1 n+2 回数

2

3

4

5

qn 1
2
1
2

1
3

1
3

(nは奇数)

6

1

qn

1
3

1
3

2
3
2
3

5
6

5
6

qn+2

qn+2

1
6

1
6

(ii) nが 1または偶数のとき
6枚とも同じ色になることはないので，求める確率は 0 �
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3 (1) a =
1√
2
とおく．

Oを原点とする座標空間に 6点

A(a, 0, 0), B(0, a, 0),

C(0, 0, a), A′(−a, 0, 0),

B′(0,−a, 0), C′(0, 0,−a)

をとる．

−→
AB = (−a, a, 0),
−→
AC = (−a, 0, a)

−→
ABと

−→
ACに垂直なベクトルを

~n = (−a,−a,−a)

　

O
A

B

a

a

Ca

C′−a

A′

−a
B′

−a

x

y

z

とおき，
−→
AA′ = p

−→
AB + q

−→
AC+ r~nとすると −2a

0

0

 = p

 −a

a

0

+ q

 −a

0

a

+ r

 −a

−a

−a


これを解いて p = q = r =

2

3

A′を平面ABC上に下ろした点をA′′，4ABCの重心をG1とすると

−→
AA′′ =

2

3

−→
AB +

2

3

−→
AC = 2

−−→
AG1

B′，C′を平面ABC上に下ろした点をそれぞれB′′，C′′ とすると

−→
BB′′ = 2

−−→
BG1,

−→
CC′′ = 2

−−→
CG1

Gは4ABCの外心でもあるから，この外
接円上にA′′, B′′, C′′がある．
よって，求める平面図は，右の図のような
正六角形となる．

　 A

B C

A′′

B′′C′′

G1
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(2) 4ABC，4A′B′C′の重心をそれぞれG1，G2とすると

G1

(a
3
,
a

3
,
a

3

)
, G2

(
−a

3
,−a

3
,−a

3

)
−−−→
G1G2に平行な単位ベクトルは ~e =

(
1√
3
,

1√
3
,

1√
3

)
線分G1G2上に点 P

(
t√
3
,

t√
3
,

t√
3

)
をとる

(
− a√

3
5 t 5 a√

3

)
．

Pから直線AB′に下ろした点をQ(x, y, 0)とすると

x− y = a · · · 1©

−→
PQ =

(
x− t√

3
, y − t√

t
,− t√

3

)
⊥ ~e =

1√
3
(1, 1, 1)より

x− t√
3
+ y − t√

3
− t√

3
= 0 ゆえに x+ y =

√
3t · · · 2©

1©， 2©を解いて

x =

√
3t+ a

2
, y =

√
3t− a

2
ゆえに Q

(√
3t+ a

2
,

√
3t− a

2
, 0

)

したがって

PQ2 =

(√
3

6
t+

a

2

)2

+

(√
3

6
t− a

2

)2

+

(
− t√

3

)2

=
t2

2
+

a2

2

求める回転体の体積を V とすると

V

π
=

∫ a√
3

− a√
3

PQ2 dt =

∫ a√
3

− a√
3

(
t2

2
+

a2

2

)
dt =

∫ a√
3

0

(t2 + a2) dt

=

[
t3

3
+ a2t

] a√
3

0

=
10a3

9
√
3
=

10

9
√
3

(
1√
2

)3

=
5
√
6

54

よって V =
5
√
6

54
π �
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4 (1) P，Qは y = x2上の点であるから，P(α, α2)，Q(β, β2)とおくと

−→
PQ = (β − α)

(
1

α + β

)

ゆえに m = α + β

L2 = (β − α)2{1 + (α + β)2} = (β − α)2(1 +m2)

2h = α2 + β2

これらを 2(α2 + β2) = (α + β)2 + (β − α)2 に代入すると

2·2h = m2 +
L2

1 +m2
よって h =

1

4

(
m2 +

L2

1 + m2

)
(2) t = 1 +m2，h = f(t)とおくと (t = 1)

f(t) =
1

4

(
t− 1 +

L2

t

)
f ′(t) =

1

4

(
1− L2

t2

)
=

(t+ L)(t− L)

4t2

(i) 0 < L 5 1のとき f ′(t) = 0

よって，最小値は f(1) =
L2

4

(ii) L > 1のとき，f(t)の増減表は

t 1 · · · L · · ·
f ′(t) − 0 +

f(t) ↘ 極小 ↗

よって，最小値は f(L) =
2L − 1

4
�
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5 (1) m = 0のとき， 30 = 1 =1は 30で割り切れるが，31では割り切れない．

m = kのとき， 3k は 3kで割り切れるが，3k+1では割り切れないと仮定
すると

3k+1 =

3k+1個︷ ︸︸ ︷
111 · · · 111 =

3k個︷ ︸︸ ︷
111 · · · 111

3k個︷ ︸︸ ︷
111 · · · 111

3k個︷ ︸︸ ︷
111 · · · 111

=

3k個︷ ︸︸ ︷
111 · · · 111(102·3k + 103

k

+ 1)

= 3k (102·3k + 103
k

+ 1)

10 ≡ 1 (mod 3)であるから

102·3k + 103
k

+ 1 ≡ 1 + 1 + 1 ≡ 0 (mod 3)

また，10 ≡ 1 (mod 9)であるから

102·3k + 103
k

+ 1 ≡ 1 + 1 + 1 ≡ 3 (mod 9)

ゆえに，102·3k + 103
k
+ 1は 3で割り切れるが，32で割り切れない．

したがって， 3k+1 は 3k+1で割り切れるが，3k+2で割り切れない．

よって， 3m は 3mで割り切れるが (mは 0以上の整数)，

3m+1では割り切れない．

(2) n =

n 個︷ ︸︸ ︷
111 · · · 111 ≡ n (mod 9)

nが 27で割り切れるならば，nは 9の倍数であるから，n = 9kとおける．

9k =

9k 個︷ ︸︸ ︷
111 · · · 111 =

9 個︷ ︸︸ ︷
111 · · · 111(1 + 109 + 109·2 + · · ·+ 109(k−1))

= 32 (1 + 109 + 109·2 + · · ·+ 109(k−1))

(1)の結果から， 32 は 32で割り切れるが，33では割り切れれない．

1 + 109 + 109·2 + · · ·+ 109(k−1) ≡
k 個︷ ︸︸ ︷

1 + 1 + 1 + · · ·+ 1 = k (mod 3)

したがって 9k が 27で割り切れる ⇐⇒ k ≡ 0 (mod 3)

よって nが 27で割り切れる ⇐⇒ n ≡ 0 (mod 27) �
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6 x(t) = cos 2t，y(t) = t sin tとおく (0 5 t 5 2π)．

0 5 t 5 πおよび π 5 t 5 2πにおいて，与えられた曲線は単純閉曲線である．

実際，0 5 t 5 π

2
とすると

x(π − t)− x(t) = cos(2π − 2t)− cos 2t = 0,

y(π − t)− y(t) = (π − t) sin(π − t)− t sin t = (π − 2t) sin t = 0

また，π 5 t 5 3π

2
とすると

x(3π − t)− x(t) = cos(6π − 2t)− cos 2t = 0,

y(3π − t)− y(t) = (3π − t) sin(3π − t)− t sin t = (3π − 2t) sin t 5 0

区間
k − 1

2
π 5 t 5 k

2
πにおける曲線を Ck :

y = fk(x)とすると (k = 1, 2, 3, 4)，上の結果
からC2はC1の上側，C3はC4の上側にある．
C1とC2で囲まれた部分の面積をSとし，C3

とC4で囲まれた部分の面積を T とする．

S =

∫ 1

−1

f2(x) dx−
∫ 1

−1

f1(x) dx

=

∫ π

π
2

t sin t(cos 2t)′ dt−
∫ 0

π
2

t sin t(cos 2t)′ dt

= −2

∫ π

0

t sin t sin 2t dt

T =

∫ 1

−1

f3(x) dx−
∫ 1

−1

f4(x) dx

=

∫ π

3π
2

t sin t(cos 2t)′ dt−
∫ 2π

3π
2

t sin t(cos 2t)′ dt

= 2

∫ 2π

π

t sin t sin 2t dt

= 2

∫ π

0

(t+ π) sin(t+ π) sin 2(t+ π) dt

= −2

∫ π

0

t sin t sin 2t dt− 2π

∫ π

0

sin t sin 2t dt

= S + π

∫ π

0

(cos 3t− cos t) dt = S

　

O

y

x1

t = 0, π, 2π

−1

t = π
2

t = 3π
2

C1

C2

C3 C4



11

よって，求める面積は

2S = −4

∫ π

0

t sin t sin 2t dt = 2

∫ π

0

t(cos 3t− cos t) dt

= 2

∫ π

0

t

(
1

3
sin 3t− sin t

)′

dt

= 2

[
t

(
1

3
sin 3t− sin t

) ]π
0

− 2

∫ π

0

(
1

3
sin 3t− sin t

)
dt

= 2

[
1

9
cos 3t− cos t

]π
0

=
32

9

�


