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平成19年度　東京大学２次試験前期日程 (数学問題)150分

理科 (一類，二類，三類)　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 4 5 6

1 nと kを正の整数とし，P (x)を次数が n以上の整数とする．整式 (1+ x)kP (x)

のn次以下の項の係数がすべて整数ならば，P (x)のn次以下の項の係数は，す
べて整数であることを示せ．ただし，定数項については，項それ自身を係数と
みなす．

2 nを 2以上の整数とする．平面上に n+ 2個の点O, P0, P1, · · · , Pn があり，
次の 2つの条件を満たしている．

1© ∠Pk−1OPk =
π

n
(1 5 k 5 n)，∠OPk−1Pk = ∠OP0P1 (2 5 k 5 n)

2© 線分OP0の長さは 1，線分OP1の長さは 1 +
1

n
である．

線分 Pk−1Pkの長さを akとし，sn =
n∑

k=1

akとおくとき， lim
n→∞

snを求めよ．

3 座標平面上の 2点 P，Qが，曲線 y = x2 (−1 5 x 5 1)上を自由に動くとき，
線分 PQを 1 : 2に内分する点Rが動く範囲をDとする．ただし，P = Qのと
きR = Pとする．

(1) aを−1 5 a 5 1をみたす実数とするとき，点 (a, b)がDに属するための
bの条件を aを用いて表せ．

(2) Dを図示せよ．

4 以下の問いに答えよ．

(1) 実数aに対し，2次の正方行列A，P，Qが，5つの条件A = aP+(a+1)Q，
P 2 = P，Q2 = Q，PQ = O，QP = Oをみたすとする．ただし O =(

0 0

0 0

)
である．このとき，(P +Q)A = Aが成り立つことを示せ．

(2) aは正の数として，行列A =

(
a 0

1 a+ 1

)
を考える．このAに対し，(1)

の 5つの条件をすべてみたす行列 P，Qを求めよ．

(3) nを2以上の整数とし，2 5 k 5 nをみたす整数kに対してAk =

(
k 0

1 k + 1

)
とおく．行列の積AnAn−1An−2 · · ·A2を求めよ．
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5 表が出る確率が p，裏が出る確率が 1 − pであるような硬貨がある．ただし，
0 < p < 1とする．この硬貨を投げて，次のルール (R)の下で，ブロック積ゲー
ムを行う．

(R)


1© ブロックの高さは，最初は 0とする．
2© 硬貨を投げて裏が出れば高さ 1のブロックを 1つ積み上げ，
裏が出ればブロックをすべて取り除いて高さ 0に戻す．

nを正の整数，mを 0 5 m 5 nをみたす整数とする．

(1) n回硬貨を投げたとき，最後にブロックの高さがmとなる確率 pm を求
めよ．

(2) (1)で，最後にブロックの高さがm以下となる確率 qmを求めよ．

(3) ルール (R)の下で，n回の硬貨投げを独立に 2度行い，それぞれ最後のお
ブロックの高さを考える．2度のうち，高い方のブロックの高さがmであ
る確率 rm を求めよ，ただし，最後のブロックの高さが等しいときはその
値を考えるものとする．

6 以下の問いに答えよ．

(1) 0 < x < aをみたす実数 x, aに対し，次を示せ．

2x

a
<

∫ a+x

a−x

1

t
dt < x

(
1

a+ x
+

1

a− x

)
(2) (1)を利用して，次を示せ．

0.68 < log 2 < 0.71

ただし，log 2は 2の自然対数を表す．
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解答例

1 P (x)，(1 + x)kP (x)をそれぞれ l次，k + l次の多項式とし

P (x) = p0 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ plx

l

(1 + x)kP (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n + · · ·+ ak+lx
k+l

とおくと (a0, a1, · · · , anは整数)

(1 + x)kP (x) = (1 + kC1x+ kC2x
2 + · · ·+ kCkx

k)

× (p0 + p1x+ p2x
2 + · · ·+ plx

l)

上式の両辺の同じ次数の項の係数を比較すると (k < iのとき kCi = 0とする)

a0 = p0

a1 = p1 + kC1p0

a2 = p2 + kC1p1 + kC2p0
...

an = pn + kC1pn−1 + kC2pn−2 + · · ·+ kCnp0

したがって

p0 = a0 · · · (0)
p1 = a1 − kC1p0 · · · (1)
p2 = a2 − (kC1p1 + kC2p0) · · · (2)

...

pn = an − (kC1pn−1 + kC2pn−2 + · · ·+ kCnp0) · · · (n)

(0)より，p0は整数．これと (1)より，p1は整数．これらの結果と (2)より，p2
は整数．順次，これらの結果を適用すると，(n)より，pnは整数．

よって，P (x)の n次以下の項の係数は整数である． �
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2 θ =
π

2n
とおくと，余弦定理により

P0P1
2 = 12 +

(
1 +

1

n

)2

− 2·1
(
1 +

1

n

)
cos 2θ

= 2 +
2

n
+

1

n2
− 2

(
1 +

1

n

)
(1− 2 sin2 θ)

=
1

n2
+ 4

(
1 +

1

n

)
sin2 θ

ゆえに P0P1 =

√
1

n2
+ 4

(
1 +

1

n

)
sin2 θ

　

O P0

P1

P2

P3

P4

π
n

1

1+ 1
n

4OP0P1 4OPk−1Pkであり，その相似比は 1 :

(
1 +

1

n

)k−1

であるから

ak = Pk−1Pk =

(
1 +

1

n

)k−1

P0P1,

sn =
n∑

k=1

ak = P0P1

n∑
k=1

(
1 +

1

n

)k−1

= P0P1·

(
1 +

1

n

)n

− 1(
1 +

1

n

)
− 1

=

√
1 + 4

(
1 +

1

n

)
(n sin θ)2

{(
1 +

1

n

)n

− 1

}

θ =
π

2n
より

(
n =

π

2θ

)
n → ∞のとき，θ → 0であるから

lim
n→∞

n sin θ = lim
θ→0

π

2θ
sin θ = lim

θ→0

π

2
·sin θ

θ
=

π

2
,

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
= 1, lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e

よって lim
n→∞

sn =

√
1 + 4·1

(π
2

)2
(e− 1) = (e − 1)

√
1 + π2

解説 Oを極とすると Pk

(
kπ

n
,

(
1 +

1

n

)k
)
．t =

kπ

n
，r =

{(
1 +

1

n

)n} k
n

より，

極方程式 r = e
t
π の 0 5 t 5 πにおける弧長に等しい 1．∫ π

0

√
r2 +

(
dr

dt

)2

dt =

√
1 +

1

π2

∫ π

0

e
t
π dt =

√
1 + π2(e− 1) �

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai ri 2016.pdf 5 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai_ri_2016.pdf
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3 (1) P(p, p2)，Q(q, q2)とすると (−1 5 p 5 1，
−1 5 q 5 1)，点R(a, b)は

(∗) a =
2p+ q

3
, b =

2p2 + q2

3

(∗)の第 1式から q = 3a− 2p · · · 1©
−1 5 q 5 1であるから

　

O

y

x1−1 pq

P
Q

R

a

b

1

−1 5 3a− 2p 5 1 ゆえに
3

2
a− 1

2
5 p 5 3

2
a+

1

2

−1 5 p 5 1であるから

α(a) = max

(
3

2
a− 1

2
,−1

)
, β(a) = min

(
3

2
a+

1

2
, 1

)
とおく． 1©を (∗)の第 2式に代入すると

b =
2p2 + (3a− 2p)2

3
= 2p2 − 4ap+ 3a2 = 2(p− a)2 + a2

b = f(p)とおくと，α(a) 5 p 5 β(a)における
f(p) のとり得る値の範囲を求めればよい．
b = f(p)は p = aを軸とする放物線である．こ
のとき，p = a，p = α(a)，p = β(a)のグラフは
右の図のようになる．bのとり得る値の範囲は，
−1 5 a 5 1により

−1 5 a 5 0のとき f(a) 5 b 5 f(α(a))

0 5 a 5 1のとき f(a) 5 b 5 f(β(a))

　

O

p

a1
−1

−1

1

1
3

−1
3

−1
2

1
2

p=a

p=α(a)

p=β(a)

α(a) =

{
−1 (−1 5 a 5 −1

3
)

3
2
a− 1

2
(−1

3
5 a 5 1)

, β(a) =

{
3
2
a+ 1

2
(−1 5 a 5 1

3
)

1 (1
3
5 a 5 1)

(i) −1 5 a 5 −1

3
のとき f(a) 5 b 5 f(−1)

(ii) −1

3
5 a 5 0のとき f(a) 5 b 5 f

(
3

2
a− 1

2

)
(iii) 0 5 a 5 1

3
のとき f(a) 5 b 5 f

(
3

2
a+

1

2

)
(iv)

1

3
5 a 5 1のとき f(a) 5 b 5 f(1)
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(i)～(iv)より，求める条件は

−1 5 a 5 −
1

3
のとき a2 5 b 5 3a2 + 4a + 2

−
1

3
5 a 5 0 のとき a2 5 b 5

3

2
a2 − a +

1

2

0 5 a 5
1

3
のとき a2 5 b 5

3

2
a2 + a +

1

2
1

3
5 a 5 1 のとき a2 5 b 5 3a2 − 4a + 2

補足 (∗)の p, qをそれぞれ−p,−qとおくと，点 Rは (−a, b)となり，元の点
と y軸に関して対称な点が存在する．したがって，0 5 a 5 1 について調
べ，これと対称な点を示してもよい．

(2) (1)の結果から，Dの表す領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．

O

y

x

1

1−1 1
3

−1
3

1
2

解説 aに対し，bが最小となるのは，PとQのx座標がともに aのとき，最小値
a2をとる．bが最大となるのは，PまたはQが点 (1, 1)，(−1, 1)にあると
きで，例えば，P(1, 1)のとき，Q(q, q2)，R(a, b)について，

−→
PQ = 3

−→
PR

(q − 1, q2 − 1) = 3(a− 1, b− 1) ゆえに q = 3a− 2, q2 = 3b− 2

−1 5 q 5 1に注意して，qを消去すると b = 3a2 − 4a+ 2

(
1

3
5 a 5 1

)

O

y

x1−1 q

P

Q

R

a

b

1

q2

O

y

x1−1 p

P

Q

R

a

b

1

p2

�
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4 (1) A = aP + (a+ 1)Q，P 2 = P，Q2 = Q，PQ = O，QP = Oより

PA = P (aP + (a+ 1)Q) = aP 2 + (a+ 1)PQ = aP

QA = Q(aP + (a+ 1)Q) = aQP + (a+ 1)Q2 = (a+ 1)Q

上の 2式の辺々を加えると

PA+QA = ap+ (a+ 1)Q よって (P +Q)A = A

(2) A =

(
a 0

1 a+ 1

)
より (a > 0)，detA = a(a+ 1) 6= 0であるから，Aは

正則．したがって，(1)の結果から P +Q = E

これとA = aP + (a+ 1)Qより

P = −A+ (a+ 1)E

= −

(
a 0

1 a+ 1

)
+ (a+ 1)

(
1 0

0 1

)
=

(
1 0

−1 0

)
Q = A− aE

=

(
a 0

1 a+ 1

)
− a

(
1 0

0 1

)
=

(
0 0

1 1

)

(3) Ak =

(
k 0

1 k

)
= kP + (k + 1)Qより (スペクトル分解 2)

n∏
k=2

Ak =
n∏

k=2

(kP + (k + 1)Q)

= n!P +
(n+ 1)!

2
Q =

n!

2
(2P + (n+ 1)Q)

=
n!

2

(
2 0

n − 1 n + 1

)

�

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf 2 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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5 (1) m = nのとき，n回とも表であるから pn = pn

0 5 m 5 n− 1のとき，n−m回目に裏が出て，n−m+ 1回目から n回
目まで連続してm回表が出るから

pm = (1 − p)pm

(2) m = nのとき，高さは n以下であるから qn = 1

0 5 m 5 n− 1のとき，(1)の結果を利用して

qm =
m∑
k=0

pk =
m∑
k=0

(1− p)pk = (1− p)·1− pm+1

1− p
= 1 − pm+1

別解 高さがmより大きくなる (最後のm+ 1回が表)確率は pm+1

求める確率はこの余事象の確率であるから，0 5 m 5 n− 1のとき

qm = 1− pm+1

(3) 1度目がm，2度目がm以下となる事象を A

1度目がm以下，2度目がmとなる事象を B

とすると，A ∩Bは 1度目も 2度目もmである事象で，これらの確率は

P (A) = pmqm, P (B) = qmpm, P (A ∩B) = pm
2

求める確率は

rm = P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

= 2pmqm − pm
2 = pm(2qm − pm)

(i) m = nのとき

rn = pn(2qn − pn) = pn(2 − pn)

(ii) 0 5 m 5 n− 1のとき

rm = pm(2qm − pm)

= (1− p)pm{2(1− pm+1)− (1− p)pm}
= (1 − p)pm(2 − pm − pm+1)

�
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6 (1) 右の図のように A(a − x, 0)，B(a + x, 0)，

C

(
a+ x,

1

a+ x

)
，D

(
a− x,

1

a− x

)
とし，

曲線 y =
1

t
上の点P

(
a,

1

a

)
における接線を

lとし，lと 2直線 t = a+x，t = a−xとの交
点をそれぞれQ，Rとする．このとき，曲線

y =
1

t
と t軸および2直線 t = a+x，t = a−x

で囲まれた図形の面積と台形ABCDの面積，
台形ABQRの面積の大小関係は

　

O

y

t

y =
1

t

a−x a+x

1
a−x

1
a−x

A B

C

D

1
a P

l

R

Q
a

2a

(台形ABQRの面積) <

∫ a+x

a−x

1

t
dt < (台形ABCDの面積)

接線 lの傾きをmとすると

(台形ABQRの面積) =

∫ a+x

a−x

{
m(t− a) +

1

a

}
dt

=

[
m

2
(t− a)2 +

t

a

]a+x

a−x

=
2x

a
,

(台形ABCDの面積) =
1

2
{(a+ x)− (a− x)}

(
1

a+ x
+

1

a− x

)
= x

(
1

a+ x
+

1

a− x

)

よって
2x

a
<

∫ a+x

a−x

1

t
dt < x

(
1

a+ x
+

1

a− x

)
(2) (1)の結果で，a− x = α，a+ x = β

(
a =

α + β

2
, x =

β − α

2

)
とおくと

2(β − α)

α + β
<

∫ β

α

1

t
dt <

β − α

2

(
1

α
+

1

β

)
· · · (∗)

(∗)に (α, β) =

(
1,

3

2

)
,

(
3

2
, 2

)
をそれぞれ代入すると

2

5
<

∫ 3
2

1

1

t
dt <

5

12
,

2

7
<

∫ 2

3
2

1

t
dt <

7

24

上式の辺々を加えると
24

35
<

∫ 2

1

1

t
dt <

17

24
ゆえに

24

35
< log 2 <

17

24
24

35
= 0.685 · · ·，17

24
= 0.708 · · · であるから 0.68 < log 2 < 0.71 �


