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平成15年度　東京大学２次試験前期日程 (数学問題)150分

理科 (一類，二類，三類)　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 4 5 6

1 a, b, cを実数とし，a 6= 0とする．

2次関数 f(x) = ax2 + bx+ cが次の条件 (A)，(B)を満たすとする．

(A) f(−1) = −1, f(1) = 1

(B) −1 5 x 5 1を満たすすべての xに対し，

f(x) 5 3x2 − 1

このとき，積分 I =

∫ 1

−1

(f ′(x))2 dx の値のとりうる範囲を求めよ．

2 Oを原点とする複素数平面上で 6を表す点を A，7 + 7iを表す点を Bとする．
ただし，iは虚数単位である．正の実数 tに対し，

14(t− 3)

(1− i)t− 7

を表す点 Pをとる．

(1) ∠APBを求めよ．
(2) 線分OPの長さが最大になる tを求めよ．

3 xyz空間において，平面 z = 0上の原点を中心とする半径 2の円を底面とし，

点 (0, 0, 1)を頂点とする円
すい

錐をAとする．

次に，平面 z = 0上の点 (1, 0, 0)を中心とする半径 1の円をH，平面 z = 1上
の点 (1, 0, 1)を中心とする半径 1の円をKとする．HとKを 2つの底面とす
る円柱をBとする．

円錐Aと円柱Bの共通部分をCとする．

0 5 t 5 1を満たす実数 tに対し，平面 z = tによる Cの切り口の面積を S(t)

とおく．

(1) 0 5 θ 5 π

2
とする．t = 1− cos θのとき，S(t)を θで表せ．

(2) Cの体積
∫ 1

0

S(t) dtを求めよ．
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4 2次方程式 x2 − 4x− 1 = 0の 2つの実数解のうち大きいものを α，小さいもの
を βとする．

n = 1, 2, 3, · · · に対し，
sn = αn + βn

とおく．

(1) s1, s2, s3を求めよ．また，n = 3に対し，snを sn−1と sn−2で表せ．

(2) β3以下の最大の整数を求めよ．

(3) α2003以下の最大の整数の 1の位の数を求めよ．

5 さいころを n回振り，第 1回目から第 n回目までに出たさいころの目の数 n個
の積をXnとする．

(1) Xnが 5で割り切れる確率を求めよ．

(2) Xnが 4で割り切れる確率を求めよ．

(3) Xnが 20で割り切れる確率を pnとおく．

lim
n→∞

1

n
log(1− pn)

を求めよ．

注意：さいころは 1から 6までの目が等確率で出るものとする．

6 円周率が 3.05より大きいことを証明せよ．
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解答例

1 f(x) = ax2 + bx+ cが f(−1) = −1，f(1) = 1を満たすから

a− b+ c = −1, a+ b+ c = 1 ゆえに b = 1, c = −a

f(x) = ax2 + x− aが f(x) 5 3x2 − 1 (−1 5 x 5 1)を満たすから

ax2 + x− a 5 3x2 − 1 ゆえに a(x2 − 1) 5 3x2 − x− 1

x = ±1は上の第 2式を満たす．−1 < x < 1のとき，x2 − 1 < 0に注意して

a = 3x2 − x− 1

x2 − 1
= 3 +

2− x

x2 − 1
(−1 < x < 1)

ここで，g(x) = 3 +
2− x

x2 − 1
(−1 < x < 1)とおくと

g′(x) =
(2− x)′(x2 − 1)− (2− x)(x2 − 1)′

(x2 − 1)2
=

x2 − 4x+ 1

(x2 − 1)2

−1 < x < 1に注意して，g′(x) = 0を解くと x = 2−
√
3

x (−1) · · · 2−
√
3 · · · (1)

g′(x) + 0 −
g(x) ↗ 極大 ↘

a = g(2−
√
3)であるから a = 3 +

2− (2−
√
3)

(2−
√
3)2 − 1

=
4−

√
3

2

f ′(x) = 2ax+ 1，I =

∫ 1

−1

(f ′(x))2 dxより

I =

∫ 1

−1

(2ax+ 1)2 dx =

∫ 1

−1

(4a2x2 + 4ax+ 1) dx

= 2

∫ 1

0

(4a2x2 + 1)dx = 2

[
4a2

3
x3 + x

]1
0

=
8

3
a2 + 2

= 8

3

(
4−

√
3

2

)2

+ 2 =
44− 16

√
3

3

よって I =
44 − 16

√
3

3
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補足 f(x) = ax2 + x− aについて，不等式

f(x) 5 3x2 − 1 (−1 5 x 5 1) (∗)

の等号が成立するのは，2つの2次関数y = f(x)

および y = 3x2 − 1のグラフから，−1 < x < 1

において，これらの放物線が接するときである．
a 6= 3のとき，2式から yを消去すると

(a− 3)x2 + x− a+ 1 = 0 (∗∗)

このとき，D = 1− 4(a− 3)(−a+ 1) = 0より

　

O

y

x1

1

−1

−1
−a

4a2 − 16a+ 13 = 0 これを解いて a =
4±

√
3

2

この aの値に対する (∗∗)の重解 x = − 1

2(a− 3)
で−1 < x < 1を満たすのは

a =
4−

√
3

2
(x = 2−

√
3)

a = 3のとき

f(x)− (3x2 − 1) = x− 2 5 0 (−1 < x < 1)

となり，(∗)を満たす．

2つのグラフから，a =
4−

√
3

2
が (∗)を満たす aの最小値である．

よって，aの取り得る値の範囲は a = 4−
√
3

2
�
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2 (1) z =
14(t− 3)

(1− i)t− 7
とおくと

(7 + 7i)− z

6− z
=

(7 + 7i){(1− i)t− 7} − 14(t− 3)

6{(1− i)t− 7} − 14(t− 3)

=
−7(1 + 7i)

−2t(4 + 3i)
=

7(1 + 7i)(4− 3i)

2t(4 + 3i)(4− 3i)
=

7(1 + i)

2t

tは正の実数であるから

arg
(7 + 7i)− z

6− z
= arg

7(1 + i)

2t
= arg

7

2t
+ arg(1 + i) =

π

4

O

y

xA(6)

B(7 + 7i)

P(z)

Cπ
4

π
4

(2) (1)の結果から，Pの軌跡は円の一部であり，その半径をRとすると，正
弦定理により

2R =
AB

sin π
4

=
|(7 + 7i)− 6|

sin π
4

=

√
50
1√
2

= 10 ゆえに R = 5

円の中心をCとすると，∠ACB =
π

2
であるから，

−→
ACは

−→
ABをAを中心

に
π

4
だけ回転し，

1√
2
倍したものであるから，C(γ)とすると

γ = 6 +
1√
2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
{(7 + 7i)− 6}

= 6 +
1

2
(1 + i)(1 + 7i) = 3 + 4i

線分OPが最大となる円周上の点は 2γであるから

14(t− 3)

(1− i)t− 7
= 2(3 + 4i) 整理すると (t− 28)i = 0

よって，t > 0に注意して t = 28
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補足 (1)で計算により，∠APBの大きさを求める問題設定から，答えは π
3
, π

4
な

どの有名角に他ならない．tは正の実数であるから，t = 3のとき，Pは原
点と一致し，∠AOB = π

4
であるから，答えが π

4
であること分かる．これ

をゴールに解答を目指せばよい．

(2)は (1)が解けなくとも，計算突破もできる．

f(t) =
(t− 3)2

|(1− i)t− 7|2
=

(t− 3)2

|(t− 7)− ti|2
=

(t− 3)2

(t− 7)2 + t2
=

(t− 3)2

2t2 − 14t+ 49

とおいて，これを微分し t > 0における増減を調べる．このとき，上式の
分子は展開せずに微分することも計算テクニック．

f ′(t) =
2(t− 3)(2t2 − 14t+ 49)− (t− 3)2(4t− 14)

(2t2 − 14t+ 49)2

=
2(t− 3){2t2 − 14t+ 49− (t− 3)(2t− 7)}

(2t2 − 14t+ 49)

= − 2(t− 3)(t− 28)

(2t2 − 14t+ 49)2

増減を調べると (増減表は省略)，t = 28で最大となる．

z =
14(t− 3)

(1− i)t− 7
(t > 0)の表す図形は円の一部であり，t = 0, ∞がそれ

ぞれ，A，Bに対応している．t = 3のとき原点であるから，この図形は

原点を含む側の

)

ABであることが分かる (円周の 3
4
)．

z − (3 + 4i) =
14(t− 3)

(1− i)t− 7
− (3 + 4i) =

(7− i)t− 21 + 28i

(1− i)t− 7

=
(1 + i){(7− i)t− 21 + 28i}

(1 + i){(1− i)t− 7}
=

(4 + 3i){(2t− 7) + 7i}
(2t− 7)− 7i

tan θ =
2t− 7

7
とおくと

t 0 −→ ∞
θ −π

4
−→ π

2

z − (3 + 4i) =
(4 + 3i)(tan θ + i)

tan θ − i
=

(4 + 3i)(sin θ + i cos θ)

sin θ − i cos θ

= −(4 + 3i)(cos θ − i sin θ)

cos θ + i sin θ

= −(4 + 3i)(cos 2θ − i sin 2θ)

よって z = 3 + 4i− (4 + 3i)(cos 2θ − i sin 2θ)
(
−π

4
< θ <

π

2

)
�
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3 (1) A : x2 + y2 = 4(1− z)2，B : (x− 1)2 + y2 = 1の z = tにおける切り口は，
t = 1− cos θより

(∗)

{
x2 + y2 = 4 cos2 θ

x2 + y2 − 2x = 0

(∗)の 2式の辺々を引いて整理すると x = 2 cos2 θ

これを (∗)の第 1式に代入すると (2 cos2 θ)2 + y2 = 4 cos2 θ

y2 = 4 cos2 θ(1− cos2 θ) = (2 sin θ cos θ)2

(∗)の交点を P，Qとし，OPの x軸となす角を ϕとすると

tanϕ =
y

x
=

2 sin θ cos θ

2 cos2 θ
= tan θ ゆえに ϕ = θ

平面 z = tにおけるBの円柱の中心をRとすると，4OPRは二等辺三角
形であるから ∠ROP = ∠OPR = θ，∠ORP = π − 2θ

θ π−2θ

θ

O

y

x1

2(1− t)

2

P

Q

R

Oを中心とする中心角 θ，半径OPの扇形の面積を S1とすると

S1 =
1

2
(2 cos θ)2·θ = 2θ cos2 θ

Rを中心とするQを含まない

)

OPと線分OPで囲まれた図形の面積を S2

とすると

S2 =
1

2
·12{π − 2θ − sin(π − 2θ)} =

1

2
(π − 2θ − sin 2θ)

S(t) = 2S1 + 2S2であるから

S(t) = 4θ cos2 θ + π − 2θ − sin 2θ
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(2) (1)の結果から S(t) = 4θ·1 + cos 2θ

2
+ π − 2θ − 2 sin θ cos θ

= 2θ cos 2θ + π − 2 sin θ cos θ

t = 1− cos θより
dt

dθ
= sin θ

t 0 −→ 1

θ 0 −→ π
2∫ 1

0

S(t) dt =

∫ π
2

0

(2θ cos 2θ + π − 2 sin θ cos θ) sin θ dθ

=

∫ π
2

0

(2θ cos 2θ sin θ + π sin θ − 2 sin2 θ cos θ)dθ

=

∫ π
2

0

{θ(sin 3θ − sin θ) + π sin θ − 2 sin2 θ cos θ}dθ

=

[
θ

(
−1

3
cos 3θ + cos θ

)
+

1

9
sin 3θ − sin θ − π cos θ − 2

3
sin3 θ

]π
2

0

= π −
16

9

�
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4 (1) 2次方程式 x2−4x−1 = 0の解と係数の関係により α+β = 4, αβ = −1

s1 = α + β = 4

s2 = α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = 42 − 2·(−1) = 18

s3 = α3 + β3 = (α + β)(α2 + β2)− αβ(α+ β) = 4·18− (−1)·4 = 76

αn + βn = (α + β)(αn−1 + βn−1)− αβ(αn−2 + βn−2)より

sn = 4sn−1 + sn−2

別解 α2 = 4α+ 1，β2 = 4β + 1より αn = 4αn−1 + αn−2, βn = 4βn−1 + βn−2

したがって αn + βn = 4(αn−1 + βn−1) + αn−2 + βn−2

よって sn = 4sn−1 + sn−2

(2) 方程式の解は (α > β) α = 2 +
√
5, β = 2−

√
5

−1 < β < 0であるから −1 < β3 < 0 よって求める整数は −1

(3) (1)の結果から s1 ≡ 4, s2 ≡ 8, s3 ≡ 6 (mod 10)

これを sn ≡ 4sn−1 + sn−2に n = 4, 5, 6, · · · と順次代入すると

s4 ≡ 4·6 + 8 ≡ 2, s5 ≡ 4·2 + 6 ≡ 4, s6 ≡ 4·4 + 2 ≡ 8 (mod 10)

snを 10で割った余りが，4, 8, 6, 2の周期 4の循環である．したがって，
s2003 = s4·500+3を 10で割った余りは 6で，−1 < β2003 < 0であるから

s2003 < α2003 = s2003 − β2003 < s2003 + 1

求める数は，s2003の 1の位，すなわち，6 �
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5 (1) Xnが 5で割り切れない確率は，5以外の目が n回出る確率であるから(
5

6

)n

(∗)

求める確率は，この余事象の確率であるから 1 −
(
5

6

)n

(2) {1, 3, 5}の目が出る事象をA，{2, 6}の目が出る事象をBとする．

Xnが 4で割り切れない確率は，

「Aが n回」または「Aが n− 1回，Bが 1回」

起こる確率であるから(
3

6

)n

+
n!

(n− 1)!1!

(
3

6

)n−1

·2
6
=

1

2n
+

n

3·2n−1
(∗∗)

求める確率は，この余事象の確率であるから 1 −
1

2n
−

n

3·2n−1

(3) {1, 3}の目が出る事象をCとする．5でも 4で割り切れない確率は，

「Cが n回」または「Cが n− 1回，Bが 1回」

起こる確率であるから(
2

6

)n

+
n!

(n− 1)!1!

(
2

6

)n−1

·2
6
=

n+ 1

3n

Xnが 5, 4でそれぞれ割り切れる確率を P (Y ), P (Z)とすると，上式およ
び (∗)，(∗∗)から

P (Y ) =

(
5

6

)n

, P (Z) =
1

2n

(
2n

3
+ 1

)
, P (Y ∩ Z) =

n+ 1

3n

確率 pnは，P (Y ∩ Z)であるから

P (Y ∩ Z) = 1− P (Y ∩ Z) = 1− P (Y ∪ Z)

= 1− {P (Y ) + P (Z)− P (Y ∩ Z)}

したがって 1− pn = P (Y ) + P (Z)− P (Y ∩ Z)

=

(
5

6

)n

+
1

2n

(
2

3
n+ 1

)
− n+ 1

3n
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これから 1− pn =

(
5

6

)n{
1 +

(
3

5

)n(
2

3
n+ 1

)
−
(
2

5

)n

(n+ 1)

}
ここで，An = 1 +

(
3

5

)n(
2

3
n+ 1

)
−
(
2

5

)n

(n+ 1)とおくと

1− pn =

(
5

6

)n

An

このとき， lim
n→∞

An = 1であるから

lim
n→∞

1

n
log(1− pn) = lim

n→∞

1

n
log

(
5

6

)n

An

= lim
n→∞

(
log

5

6
+

1

n
logAn

)
= log

5

6

補足 |r| < 1のとき， lim
n→∞

nrn = 0を用いている．

0 < r < 1のとき，r =
1

1 + h
とすると (h > 0)

rn =
1

(1 + h)n
<

1

nC2h2
ゆえに 0 < nrn <

2

(n− 1)h2

はみうちの原理により，0 < r < 1のとき lim
n→∞

nrn = 0

−1 < r < 0のとき，r = −sとおくと 0 < s < 1であるから

lim
n→∞

nrn = lim
n→∞

(−1)nnsn = 0

よって，|r| < 1について lim
n→∞

nrn = 0

また，|r| < 1のとき， lim
n→∞

n(n− 1)rn = 0も成立する．

このときは次式を利用し，証明法は同じである．

rn =
1

(1 + h)n
<

1

nC3h3
ゆえに 0 < n(n− 1)rn <

6

(n− 2)h3

これから，|r| < 1のとき lim
n→∞

n2rn = lim
n→∞

{n(n− 1)rn + nrn} = 0

さらに，定数 a, b, cについて lim
n→∞

(an2 + bn+ c)rn = 0

一般の多項式 P (n)についても，|r| < 1のとき lim
n→∞

P (n)rn = 0 �
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6 半径 1の円に内接する正n角形の一辺の長さを a，その
中心角を 2θとすると

θ =

(
180

n

)◦

, a = 2 sin θ, na < π

　
1 sin θθ

であるから，n = 3である自然数 nについて次式が成立する．

na = n·2 sin
(
180

n

)◦

< 2π すなわち n sin

(
180

n

)◦

< π (∗)

これに適当な nを代入すればよい．n = 12のとき，(∗)の左辺は

12 sin 15◦ = 12·
√
6−

√
2

4
= 3

√
2(
√
3− 1)

1.42 = 1.96 < 2，1.732 = 2.9929 < 3より，
√
2 > 1.4,

√
3 > 1.73 であるから

3
√
2(
√
3− 1) > 3× 1.4× (1.73− 1) = 3.066

よって π > 12 sin 15◦ = 3
√
2(
√
3− 1) > 3.066 > 3.05

別解 半径 1の円に内接する正 n角形と円の面積の大小関係より (n = 3)

n× 1

2
·12 sin

(
360

n

)◦

< π·12 ゆえに
n

2
sin

(
360

n

)◦

< π

これに n = 24を代入すると 12 sin 15◦ < π

注意 本題においては大小の評価を丁寧に行うことが要求されている．

√
2 = 1.414 · · · > 1.414,

√
3 = 1.732 · · · > 1.732

でよいが，三角比の表や常用対数の表に書かれている数値は，小数第 5位を四
捨五入したものであるから，tan 60◦ = 1.7321とあれば

1.73205 5 tan 60◦ < 1.73215

として評価しなければならない．

なお，本題の評価において
√
2 > 1.414,

√
3 > 1.732で計算すると

3
√
2(
√
3− 1) > 3.105144
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補足 実際の πの計算は，べき級数を用いて行われている．

π

4
=

∫ 1

0

dx

1 + x2
=

∞∑
n=0

∫ 1

0

(−x2)n dx

=
∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0

x2n dx =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

これでは，収束が遅く実用的ではない．

少し収束を早いものが，tanα =
1

3
, tan β =

1

2
とすると

(
0 < α < β <

π

2

)
，

tan(α + β) = 1，すなわち，α + β =
π

4
であるから

F (x) =
∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
x2n+1

とおくと

π

4
= α + β =

∫ 1
3

0

dx

1 + x2
+

∫ 1
2

0

dx

1 + x2
= F

(
1

3

)
+ F

(
1

2

)

さらに，収束が早いものが，tan θ =
1

5
, tanϕ =

1

239
とすると

(
0 < ϕ < θ <

π

2

)
，

4θ − ϕ =
π

4
であるから

π

4
= 4θ − ϕ = 4

∫ 1
5

0

dx

1 + x2
−
∫ 1

239

0

dx

1 + x2
= 4F

(
1

5

)
− F

(
1

239

)
などが利用されている． �


