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令和８年度　東京大学２次試験前期日程 (数学問題)100分
文科 (一類，二類，三類)　数 I・II・A・B・C

問題 1 2 3 4

1 正の実数 kおよび α < βとなる実数 α，βが次の条件を満たすように動く．

条件：座標平面上の放物線 C : y = k(x − α)(β − x)の頂点は (−3, 1)であ
り，Cは y軸と−2 ≦ y ≦ 0の範囲で交わる．

このとき，Cと x軸で囲まれる図形の面積 Sのとりうる値の範囲を求めよ．

2 nを正の整数とする．座標平面上の 3n個の点がなす集合

{(x, y) | x, yは 1 ≦ x ≦ 3, 1 ≦ y ≦ nを満たす整数 }

から相異なる 3点を選ぶ．ただし，どの 3点も等確率で選ばれるものとする．
選んだ 3点が三角形の 3頂点となる確率を pnとする．

(1) p5を求めよ．
(2) mを 2以上の整数とする．p2mを求めよ．
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3 0 < a < 1とし，関数 f(x)を

f(x) =
a

8
(x− 1)2 +

2

a
− 3

と定める．
また，関数 g(x)を次のように定める．整数 nに対し，

2n ≦ x < 2n+ 1 のとき g(x) = x− 2n

2n+ 1 ≦ x < 2n+ 2 のとき g(x) = −x+ 2n+ 2

とする．

(1) x ≧ 4において f(x) > g(x)を示せ．
(2)

1

2
< a <

2

3
とする．座標平面上の y = f(x)のグラフと y = g(x)のグラフ

の x ≧ 0の範囲における共有点の個数を求めよ．

4 kを実数とし，座標平面上の曲線Cを y = x3 − kxで定める．C上の 2点P，Q

に対する条件 (∗)を考える．

条件 (∗) 原点O，点P，点Qは相異なり，CのO，P，Qにおける接線のうち，
どの 2本も交わり，そのなす角はすべて π

3
となる．

ただし，2直線のなす角は 0以上 π

2
以下の範囲で考えるものとする．

(1) 条件 (∗)を満たす P，Qが存在するような kの範囲を求めよ．
(2) kが (1)で定まる範囲にあるとする．P，Qが条件 (∗)を満たすように動く
とき，CのO，P，Qにおける接線によって囲まれる三角形の面積 Sの最
大値をM，最小値をmとおく．ただし，3本の接線が 1点で交わるとき
は S = 0とする．M = 4mとなる kの値を求めよ．
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解答例

1 y = k(x− α)(β − x)の頂点が (−3, 1)であるから，x2の係数に注意して

C : y = −k(x+ 3)2 + 1

x = 0のとき，−2 ≦ y ≦ 0であるから

−2 ≦ −9k + 1 ≦ 0 ゆえに 1

9
≦ k ≦ 1

3
(∗)

y = 0とすると

−k (x+ 3)2 + 1 = 0 これを解くと x = −3± 1√
k

したがって，Cと x軸との共有点の x座標 α, βは (α < β)

α = −3− 1√
k
, β = −3 +

1√
k

Cと x軸で囲まれた部分の面積 Sは

S = k

∫ β

α

(x− α)(β − x) dx = k·1
6
(β − α)3

=
k

6

(
2√
k

)3

=
4

3
√
k

(∗)より，√
3 ≦ 1√

k
≦ 3であるから 4

√
3

3
≦ S ≦ 4 ■
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2 (1) n = 5のとき，座標平面上の 15個から 3点を選ぶ場合の総数は

15C3 =
15·14·13
3·2·1

= 455 (通り)

選んだ 3点が三角形を構成しない場合，すなわち，3点が同一直線 ℓ上に
ある場合の数を求める．
(i) ℓが y軸と平行のとき，3点の x座標が等しいから

5C3 × 3 = 10× 3 = 30 (通り)

(ii) ℓが y軸と平行でないとき，3点の x座標はすべて異なるから，3点を
A(1, a)，B(2, b)，C(3, c) とすると，BはACの中点である．

a+ c = 2b

aと cの偶奇が一致するから

a = 1, 3, 5 のとき c = 1, 3, 5, a = 2, 4 のとき c = 2, 4

このときの場合の数は 32 + 22 = 13 (通り)

(i)，(ii)より，三角形を構成しない確率は 30 + 13

455
=

43

455
求める確率 p5は，この余事象の確率であるから

p5 = 1− 43

455
=

412

455



5

(2) n = 2mのとき，座標平面上の 6m個から 3点を選ぶ場合の総数は

6mC3 =
6m(6m− 1)(6m− 2)

3·2·1
= 2m(3m− 1)(6m− 1) (通り)

選んだ 3点が三角形を構成しない場合，すなわち，3点が同一直線 ℓ上に
ある場合の数を求める．
(i) ℓが y軸と平行のとき，3点の x座標が等しいから

2mC3 × 3 =
2m(2m− 1)(2m− 2)

3·2·1
× 3 = 2m(m− 1)(2m− 1) (通り)

(ii) ℓが y軸と平行でないとき，3点の x座標はすべて異なるから，3点を
A(1, a)，B(2, b)，C(3, c) とすると，BはACの中点である．

a+ c = 2b

aと cの偶奇が一致するから
• a = 2j − 1 のとき c = 2k − 1 (j, k = 1, 2, · · · ,m)

• a = 2j のとき c = 2k (j, k = 1, 2, · · · ,m)

このときの場合の数は m2 +m2 = 2m2 (通り)

(i)，(ii)より，三角形を構成しない確率は

2m(m− 1)(2m− 1) + 2m2

2m(3m− 1)(6m− 1)
=

2m2 − 2m+ 1

(3m− 1)(6m− 1)

求める確率 p2mは，この余事象の確率であるから

p2m = 1− 2m2 − 2m+ 1

(3m− 1)(6m− 1)
=

m(16m − 7)

(3m − 1)(6m − 1)

■
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3 (1) y = f(x)と x ≧ 4における y = g(x)のグラフの位置関係から，
4 ≦ x ≦ 5において，f(x) > x− 4を示せば十分である．

f(x)− (x− 4) =
a

8
(x− 1)2 +

2

a
− 3− (x− 4)

=
a

8
x2 −

(a
4
+ 1

)
x+

a

8
+

2

a
+ 1

=
a

8

{
x2 − 2

(
1 +

4

a

)
x

}
+

a

8
+

2

a
+ 1

=
a

8

{
x−

(
1 +

4

a

)}2

0 < a < 1より，1 +
4

a
> 5であるから，4 ≦ x ≦ 5において

f(x)− (x− 4) > 0 ゆえに f(x) > x− 4

よって x ≧ 4において f(x) > g(x)

O

y

x4 5 6 7 81

y = f(x)

y = g(x) (x ≧ 4)

y = x− 4

(2) y = f(x)の頂点は
(
1,

2

a
− 3

)
1

2
< a <

2

3
より 0 <

2

a
− 3 < 1

A(1, 1)，B(2, 0)，C(3, 1)，D(4, 0)とする．
y = f(x)と y = g(x)は，両端を除く線分OA，ABで共有点をもつ．

f ′(x) =
a

4
(x− 1)より，2 < x < 3において

(
1

2
< a <

2

3

)
a

4
< f ′(x) <

a

2
ゆえに f ′(x) ̸= 1

2 < x < 3において，y = f(x)は線分BCと接しない．
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y = f(x)と点C(3, 1)との位置関係に注意して

f(3)− 1 =

(
a

2
+

2

a
− 3

)
− 1 =

a2 − 8a+ 4

2a

=
(a− 4− 2

√
3)(a− 4 + 2

√
3)

2a

1

2
< a <

2

3
より

1

2
< a < 4− 2

√
3のとき f(3)− 1 > 0

a = 4− 2
√
3のとき f(3)− 1 = 0

4− 2
√
3 < a <

2

3
のとき f(3)− 1 < 0

O

y

x1 2 3 4

1

y = f(x)

A

B

C

D

2 ≦ x ≦ 4において，y = f(x)と y = g(x)の位置関係は
(i)

1

2
< a < 4− 2

√
3のとき，共有点なし．

(ii) a = 4− 2
√
3のとき，点Cで交わる．

(iii) 4− 2
√
3 < a <

2

3
のとき，両端を除く線分BC，CDで共有点をもつ．

よって，求める共有点の個数は，(1)の結果に注意して


1

2
< a < 4 − 2

√
3のとき 2個

a = 4 − 2
√
3のとき 3個

4 − 2
√
3 < a <

2

3
のとき 4個

■
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4 (1) f(x) = x3 − kxとすると f ′(x) = 3x2 − k

曲線 y = f(x)上の接点 P，Qの x座標をそれぞれ p，qとおく．
原点Oにおける接線の偏角を θとし，一般性を失うことなく，接線の偏角
が θ +

π

3
である点を P，接線の偏角が θ − π

3
である点をQとすると

f ′(0) = −k = tan θ,

f ′(p) = 3p2 − k = tan
(
θ +

π

3

)
= tan

(
θ − 2π

3

)
,

f ′(q) = 3q2 − k = tan
(
θ − π

3

)
= tan

(
θ +

2π

3

)
上の諸式から

3p2 = k +
tan θ + tan

π

3

1− tan θ tan
π

3

= k +
−k +

√
3

1− (−k)
√
3
=

√
3(k2 + 1)√
3k + 1

3q2 = k +
tan θ − tan

π

3

1 + tan θ tan
π

3

= k +
−k −

√
3

1 + (−k)
√
3
=

√
3(k2 + 1)√
3k − 1

したがって p2 =
k2 + 1√

3(
√
3k + 1)

, q2 =
k2 + 1√

3(
√
3k − 1)

(A1)

(A1)の 2式を同時に満たす p, qが存在すればよいから (p ̸= 0, q ̸= 0)

√
3k + 1 > 0 かつ

√
3k − 1 > 0 すなわち k >

1
√
3

A

B

C

P
Q

ℓ

x

y

Op q

2q
3

2p
3

ℓ1

ℓ2

π
3

π
3

θ



9

(2) y = f(x)上の 3点O，P，Qにおける接線をそれぞれ ℓ, ℓ1, ℓ2とする．

ℓ : y = f ′(0)x すなわち y = −kx

ℓ1 : y = f ′(p)(x− p) + f(p) すなわち y = (3p2 − k)x− 2p3

ℓと ℓ1の交点をAとすると，Aの x座標は (p ̸= 0)

−kx = (3p2 − k)x− 2p3 これを解いて x =
2p

3

同様に ℓと ℓ2の交点をBとすると，Bの x座標は x =
2q

3

ℓ1と ℓ2の交点Cとすると，△ABCは正三角形でその一辺の長さは

AB =

∣∣∣∣23q − 2

3
p

∣∣∣∣√1 + k2 =
2

3
|q − p|

√
1 + k2

△ABCの面積を Sとすると

S =
1

2
AB2 sin

π

3
=

√
3

9
(q − p)2(1 + k2)

(A1)より

α =

√
k2 + 1√

3(
√
3k + 1)

, β =

√
k2 + 1√

3(
√
3k − 1)

(A2)

とおくと p = ±α, q = ±β

Sが最大となるとき (p, q) = (±α, ∓β) (複号同順)

M =

√
3

9
(β + α)2(1 + k2)

Sが最小となるとき (p, q) = (±α, ±β) (複号同順)

m =

√
3

9
(β − α)2(1 + k2)

M = 4mのとき (β + α)2 = 4(β − α)2

β > α > 0であるから β + α = 2(β − α) ゆえに β = 3α

β2 = 9α2であるから，(A2)より k2 + 1√
3(
√
3k − 1)

= 9· k2 + 1√
3(
√
3k + 1)

√
3k + 1 = 9(

√
3k − 1) これを解いて k =

5
√
3

12
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補足 kの値に対し，正三角形の面積は 2通りだけである．問題文で Sの最大値
Mと最小値mとあるが，大きい方の正三角形の面積をM，小さい方の正
三角形の面積をmとするのが本来の意味である．連続的に変化する値の
最大値・最小値ではない．y = f(x)の原点に関する対称性から，2つの接
点PとQの x座標が異符号のとき正三角形の面積はM であり，2つの接
点 PとQの x座標が同符号のとき正三角形の面積はmである．
下図において，△ABCの面積がM，△A′BC′の面積がmであり，PとP′，
AとA′は原点に関して対称である．面積比について

M : m = AB2 : A′B2

さらに，3点A，A′，Bのx座標をそれぞれx1, x
′
1, x2とすると (x′

1 = −x1)

M : m = (1 + k2)(x2 − x1)
2 : (1 + k2)(x2 − x′

1)
2

= (x2 − x1)
2 : (x2 − x′

1)
2

A

B

C

P
Q

ℓ

x

y

Op q

2q
3

2p
3

ℓ1

ℓ2

π
3

π
3

θ

ℓ′1

P′

A′
C′

π
3

■


