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令和６年度　東京大学２次試験前期日程 (数学問題)100分

文科 (一類，二類，三類)　数 I・II・A・B

問題 1 2 3 4

1 座標平面上で，放物線C : y = ax2+bx+cが2点P(cos θ, sin θ)，Q(− cos θ, sin θ)

を通り，点Pと点Qのそれぞれにおいて円 x2 + y2 = 1と共通の接線を持って
いる．ただし，0◦ < θ < 90◦とする．

(1) a, b, cを s = sin θを用いて表せ．

(2) 放物線Cと x軸で囲まれた図形の面積Aを sを用いて表せ．

(3) A =
√
3を示せ．

2 以下の問いに答えよ．必要ならば，0.3 < log10 2 < 0.31であることを用いて
よい．

(1) 5n > 1019となる最小の自然数 nを求めよ．

(2) 5m + 4m > 1019となる最小の自然数mを求めよ．

3 座標平面上に 2点O(0, 0)，A(0, 1)となる．x軸上の 2点P(p, 0)，Q(q, 0)が，
次の条件 (i)，(ii)をともに満たすとする．

(i) 0 < p < 1かつ p < q

(ii) 線分APの中点をMとするとき，∠OAP = ∠PMQ

(1) qを pを用いて表せ．

(2) q =
1

3
となる pの値を求めよ．

(3) 4OAPの面積を S，4PMQの面積を T とする．S > T となる pの範囲を
求めよ．

4 nを 5以上の奇数とする．平面上の点Oを中心とする円をとり，それに内接す
る正 n角形を考える．n個の頂点から異なる 4点を同時に選ぶ．ただし，どの
4点も等確率で選ばれるものとする．選んだ 4点を頂点とする四角形がOを内
部に含む確率 pnを求めよ．
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解答例

1 (1) 2点P(cos θ, sin θ)，Q(− cos θ, sin θ)はC : y = ax2 + bx+ c上の点であ
るから (0◦ < θ < 90◦)

sin θ = a(± cos θ)2 + b(± cos θ) + c

したがって b = 0, sin θ = a cos2 θ + c · · · 1©

f(x) = ax2 + cとおくと f ′(x) = 2ax

~v = (1, f ′(cos θ))とすると，~v⊥
−→
OPであるから，~v·

−→
OP = 0より

1· cos θ + (2a cos θ)· sin θ = 0 ゆえに a = − 1

2 sin θ
· · · 2©

2©を 1©に代入すると

sin θ = − cos2 θ

2 sin θ
+ c ゆえに c =

2 sin2 θ + cos2 θ

2 sin θ
=

sin2 θ + 1

2 sin θ

s = sin θより a = −
1

2s
, b = 0, c =

s2 + 1

2s

(2) (1)の結果から，曲線Cの方程式は (0 < s < 1)

y = − 1

2s
x2 +

s2 + 1

2s
= − 1

2s
(x+

√
s2 + 1)(x−

√
s2 + 1)

よって，求める図形の面積Aは

A = − 1

2s

∫ √
s2+1

−
√
s2+1

(x+
√
s2 + 1)(x−

√
s2 + 1) dx

=
1

6
· 1
2s

(2
√
s2 + 1)3 =

2

3s
(s2 + 1)

3
2

(3) (2)の結果から，相加平均・相乗平均の大小関係により 1

A =
2

3

(
s2 + 1

s
2
3

) 3
2

=
2

3

(
s

4
3 +

1

s
2
3

) 3
2

=
2

3

(
s

4
3 +

1

2s
2
3

+
1

2s
2
3

) 3
2

= 2

3

(
3 3

√
s

4
3 · 1

2s
2
3

· 1

2s
2
3

) 3
2

=
2

3
·3

3
2 ·1
2
=

√
3

上式において等号が成立するのは s
4
3 =

1

2s
2
3

すなわち s =
1√
2

�

1 http://kumamoto.s12.xrea.com/2022/sigaidai 2022.pdf 3

http://kumamoto.s12.xrea.com/2022/sigaidai_2022.pdf


3

2 (1) 5n > 1019より log10 5
n > 19

n(1− log10 2) > 19 これを解いて n >
19

1− log10 2
· · · 1©

3

10
< log10 2 <

31

100
より，

69

100
< 1− log10 2 <

7

10
であるから

27
1

7
=

190

7
<

19

1− log10 2
<

1900

69
= 27

37

69

したがって， 1©を満たす最小の自然数 nは n = 28

(2) 数列 {5m+4m}は単調増加列であるから，(1)の結果から，5m+4m > 1019

を満たす最小の自然数mは，28以下である．

log10 5 = 1− log10 2 < 0.7，0.3 < log10 2より

log10 5
27 = 27 log10 5 < 27× 0.7 = 18.9 = 18 + 3× 0.3

< log10 10
18 + 3 log10 2 = log10(8× 1018),

log10 4
27 = 27 log10 4 < 27× 0.62 = 16.74 < log10 10

17

527 < 8× 1018，427 < 1017であるから

527 + 427 < 8× 1018 + 1017 = 8.1× 1018 < 1019

よって，求める最小の自然数mは m = 28 �
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3 (1) ∠OAP = θとおくと (0 < θ < π
4
)，tan θ = pより

tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
=

2p

1− p2

上式から直線MQの傾きは

− tan
(π
2
− 2θ

)
= − 1

tan 2θ
= −1− p2

2p

点M

(
p

2
,
1

2

)
を通る直線MQの方程式は

y − 1

2
= −1− p2

2p

(
x− p

2

)
この直線が点Q(q, 0)を通るから

−1

2
= −1− p2

2p

(
q − p

2

)
qについて解くと q =

p(3 − p2)

2(1 − p2)

　

O

y

x

M

P Q
p q

A1

θ

θ

p
2

1
2

(2) (1)の結果に q =
1

3
を代入すると

1

3
=

p(3− p2)

2(1− p2)
整理すると 3p3 − 2p2 − 9p+ 2 = 0

したがって (p− 2)(3p2 + 4p− 1) = 0

0 < p < q =
1

3
に注意して，これを解くと p =

−2 +
√
7

3

(3) (1)の結果により

S = 4OAP =
1

2
·p·1 =

p

2

T = 4PMQ =
1

2
(q − p)·1

2
=

1

4
(q − p)

=
1

4

{
p(3− p2)

2(1− p2)
− p

}
=

p(p2 + 1)

8(1− p2)

S > T より (0 < p < 1)
p

2
>

p(p2 + 1)

8(1− p2)
ゆえに 5p2 < 3

よって 0 < p <

√
15

5
�
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4 n個の頂点を反時計回りにA1,A2, · · · ,Anをとる (nは 5以上の奇数)．

2点A`,Amについて，` ≡ m (mod n)のとき，これらの 2点は同一の点する．

A1

A2

A3

An

An−1

O

An+1
2

i < j < k < l 5 i+ n−1
2
とし，点Aiに対して 3点Aj,Ak,Alをとると，四角形

AiAjAkAlは (n = 7)，その内部にOを含まない．iの選び方 n通りに対して，
3点Aj,Ak,Alの選び方が n−1

2
C3通りあるから

1− pn = n× n−1
2
C3 /nC4

したがって

pn = 1− n× n−1
2
C3 /nC4

= 1− n×
n−1
2

(
n−1
2

− 1
) (

n−1
2

− 2
)

3·2·1
× 4·3·2·1

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

=
n+ 1

2(n− 2)

p5 = 1であるから，上式は n = 5のときも成立する．

よって pn =
n + 1

2(n − 2)

補足 例えば，上の図でA1を除く点線の左右には
n− 1

2
個ずつ頂点が存在する． �


