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令和８年度　筑波大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分
• 総合選抜文系は 1 2 3 から 2題選択 (数 II・B・C)，及び他教科との選択

• 総合選抜理系 I，理系 II，理系 IIIは 1 2 3 から 2題選択，
4 5 6 から 2題選択

• 社会学類は 1 2 3 から 2題選択 (数 II・B・C)，及び他教科との選択

• 国際総合・障害科学類は，数 II・B選択の場合は 1 2 3 から 2題選択，
数 III選択の場合は 4 5 6 から 2題選択，及び他教科との選択

• 教育・心理学類・生物資源・生物・地球・数学・物理・化学・応用理工・工学
システム・情報科学・情報メディア創生学類・知識情報・図書館学類・社会工
学類・医学・医療学類は 1 2 3 から 2題選択， 4 5 6 から 2題選択

1 座標空間の 5点を

A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1), P

(
1

3
, 0, 0

)
, Q

(
0,

1

3
, 0

)
とする．0 < r < 1を満たす実数 rに対して，線分ACを 1 − r : rに内分する
点をRとする．

(1) Rの座標を rを用いて表せ．
(2) P，Q，Rを通る平面と線分BCの交点 Sの座標を，rを用いて表せ．
(3) rが 0 < r < 1の範囲を動くとき，三角形PQSの面積の最小値と，そのと
きの rの値を求めよ．
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2 a, b, c, dを実数とし，数列 {xn}, {yn}を以下で定める．

x1 = 0, y1 = 1,

xn+1 = axn + byn, yn+1 = cxn + dyn (n = 1, 2, 3, · · · )

また，θを実数とする．

x2 = −2 sin θ, y2 = 2 cos θ,

x3 = −4 sin(2θ), y3 = 4 cos(2θ)

が成り立つとき，以下の問いに答えよ．

(1) θ =
π

2
のとき，a, b, c, dを求めよ．

以下では 0 < θ < πとする．

(2) a, b, c, dを用いて表せ．
(3) 一般項 xn，ynを推測し，その推測が正しいことを数学的帰納法を用いて
示せ．

(4) xn = 256，yn = 0を満たす自然数 nと θ (0 < θ < π)の組を全て求めよ．

3 aを 2より大きい実数とし，関数 f(x)，g(x)を

f(x) = |x(x+ a)|,
g(x) = −2x

で定める．xy平面上で，y = f(x)のグラフを Cとし，y = g(x)のグラフを ℓ

とする．

(1) Cと ℓは相異なる 3つの共有点を持つことを示せ．
(2) Cと ℓの 3つの共有点を，x座標の大きい方から順にP，Q，Rとする．C

と線分 PQで囲まれる図形の面積を S1とし，Cと線分QRで囲まれる図
形の面積を S2とする．S1，S2を aを用いて表せ．

(3) aが 2 < a ≦ 8の範囲を動くとき，S1 − S2のとりうる値の範囲を求めよ．
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4 iを虚数単位とする．複素数平面の原点Oを中心とする半径 1の円をCとする．

(1) C上の点 z1，z2，z3に対し，zn = cos θn + i sin θn (n = 1, 2, 3)とおく．
ただし，θnは実数である．このとき∣∣∣∣ 1z1 +

1

z2
+

1

z3

∣∣∣∣2 = 3 + 2{cos(θ1 − θ2) + cos(θ2 − θ3) + cos(θ3 − θ1)}

が成り立つことを示せ．
(2) 点wがC上を動くとき，

∣∣∣∣ 1w +
1

w2
+

1

w3

∣∣∣∣の最大値と最小値を求め，最大
値と最小値を与えるwをそれぞれ求めよ．

(3) 点 zがC上を動くとき，
∣∣∣∣1 + 1

z5
+

1

z10

∣∣∣∣ を最小にする zの個数を求めよ．

5 1 < t < eとする．ただし，eは自然対数の底である．xy平面上で，連立不等式

t ≦ x ≦ e, 0 ≦ xy ≦ log x

によって定まる領域の面積をA(t)とする．また，連立不等式

x ≧ t

2
, log t ≦ ty ≦ 1, log x ≦ xy ≦ 1

によって定まる領域の面積をB(t)とする．

(1) A(t)を tを用いて表せ．

(2) tが 1 < t < eの範囲を動くとき，B(t)

A(t)
がとり得る値の範囲を求めよ．

6 eは自然対数の底とする．関数 f(x)は，導関数 f ′(x)及び第 2次導関数 f ′′(x)

をもち，すべての実数 xについて

f(x) = ex cos x−
∫ x

0

f(t) sin(t− x) dt

を満たす．以下の問いに答えよ．

(1)

∫ x

0

et cos t dt，
∫ x

0

et sin t dtを求めよ．

(2) f(0)，f ′(0)，f ′′(0)を求めよ．
(3) f ′′(x)を求めよ．
(4) f(x)を求めよ．
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解答例
1 (1) 点Rは線分ACを 1− r : rに内分する点であるから

−→
OR = r

−→
OA+ (1− r)

−→
OC

= r(1, 0, 0) + (1− r)(0, 0, 1) = (r, 0, 1− r)

よって R(r, 0, 1 − r)

(2)
−→
PQ =

(
−1

3
,
1

3
, 0

)
，−→
PR =

(
r − 1

3
, 0, 1− r

)
より

−→
PQ×

−→
PR =

1

3

(
1− r, 1− r,

1

3
− r

)
平面 PQRは点 P

(
1

3
, 0, 0

)
を通り，−→

PQ ×
−→
PRに垂直であるから，平面

PQRの方程式は

(1− r)

(
x− 1

3

)
+ (1− r)y +

(
1

3
− r

)
z = 0

線分BC上の点 Sを実数 sを用いて (0 ≦ s ≦ 1)

−→
OS =

−→
OB+ s

−→
BC = (0, 1, 0) + s(0,−1, 1)

= (0, 1− s, s)

点 S(0, 1− s, s)は平面 PQR上の点であるから

−1

3
(1− r) + (1− r)(1− s) +

(
1

3
− r

)
s = 0 ゆえに s = 1− r

0 < r < 1より，0 < s < 1であることに注意して S(0, r, 1 − r)

(3)
−→
PQ =

(
−1

3
,
1

3
, 0

)
，−→
PS =

(
−1

3
, r, 1− r

)
より

−→
PQ×

−→
PS =

1

3

(
1− r, 1− r,

1

3
− r

)
したがって

△PQS =
1

2
|
−→
PQ×

−→
PS| = 1

6

√
(1− r)2 + (1− r)2 +

(
1

3
− r

)2

=
1

6

√
3r2 − 14

3
r +

19

9
=

1

6

√
3

(
r − 7

9

)2

+
8

27

よって r =
7

9
のとき，最小値 1

6

√
8

27
=

√
6

27
■
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ベクトル積 (外積)

2つのベクトル a⃗ = (a1, a2, a3)，b⃗ = (b1, b2, b3)が平行でないとき，ベクトル

(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，a⃗および b⃗に直交する．このベクトルを，a⃗と b⃗のベクトル積と言い，a⃗ × b⃗で
表し，その成分は

a⃗ × b⃗ = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

であるから，b⃗× a⃗ = −a⃗× b⃗が成り立つ．また，その大きさについて

|⃗a× b⃗|2 = (a2b3 − a3b2)
2 + (a3b1 − a1b3)

2 + (a1b2 − a2b1)
2

= (a1
2 + a2

2 + a3
2)(b1

2 + b2
2 + b3

2)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2

= |⃗a|2 |⃗b|2 − (⃗a·⃗b)2

であるから，a⃗× b⃗の大きさは，a⃗，b⃗の張る平行四辺形の面積に等しい．
とくに，−→

OA = a⃗，−→
OB = b⃗とすると

△OAB =
1

2
|⃗a × b⃗|

a⃗× b⃗と c⃗のなす角を θ (0 ≦ θ ≦ π)とすると

(⃗a× b⃗)·⃗c = |⃗a× b⃗||⃗c| cos θ

絶対値をとると

|(⃗a× b⃗)·⃗c| = |⃗a× b⃗||⃗c|| cos θ|

　

a⃗

b⃗

c⃗

a⃗× b⃗

θh
|⃗a× b⃗|

a⃗，⃗b，⃗cの張る平行六面体について，⃗a，⃗bの張る平面を底面とすると，|⃗c|| cos θ|は，
その高さ hであるから，この平行六面体の体積 V1は

V1 = |(a⃗ × b⃗)·⃗c|
−→
OA = a⃗，−→

OB = b⃗，−→
OC = c⃗とすると

四面体OABCの体積 V は V =
1

6
|(a⃗ × b⃗)·⃗c|

また，対称性により，|(⃗a× b⃗)·⃗c| = |(⃗b× c⃗)·⃗a| = |(⃗c× a⃗)·⃗b| が成り立つ．
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2 (1) 与えられた漸化式より{
x2 = ax1 + by1
y2 = cx1 + dy1

{
x3 = ax2 + by2
y3 = cx2 + dy2

(A)

θ =
π

2
のとき，x2 = −2, y2 = 0, x3 = 0, y3 = −4であるから{

−2 = a·0 + b·1
0 = c·0 + d·1

{
0 = a·(−2) + b·0
−4 = c·(−2) + d·0

これを解いて a = 0, b = −2, c = 2, d = 0

(2) x1, y1, x2, y2, x3, y3を (A)に代入すると{
−2 sin θ = a·0 + b·1
2 cos θ = c·0 + d·1

{
−4 sin 2θ = −2a sin θ + 2b cos θ

4 cos 2θ = −2c sin θ + 2d cos θ

b = −2 sin θ, d = 2 cos θであるから{
−4 sin 2θ = −2a sin θ − 4 sin θ cos θ

4 cos 2θ = −2c sin θ + 4 cos2 θ

整理すると a sin θ = 2 sin θ cos θ, c sin θ = 2 sin2 θ

0 < θ < πより，sin θ ̸= 0であるから a = 2 cos θ, c = 2 sin θ

すなわち a = 2 cos θ, b = −2 sin θ, c = 2 sin θ, d = 2 cos θ
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(3) 一般項 xn，ynは

(∗) xn = −2n−1 sin(n− 1)θ, yn = 2n−1 cos(n− 1)θ

であると推測し，数学的帰納法により示す．
［1］n = 1のとき x1 = −20 sin 0 = 0, y1 = 20 cos 0 = 1

よって，n = 1のとき，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立する，すなわち

xk = −2k−1 sin(k − 1)θ, yk = 2k−1 cos(k − 1)θ

と仮定すると，与えられた漸化式に (2)の結果を適用して

xk+1 = 2 cos θ{−2k−1 sin(k − 1)θ} − 2 sin θ{2k−1 cos(k − 1)θ}
= −2k sin kθ

yk+1 = 2 sin θ{−2k−1 sin(k − 1)θ}+ 2 cos θ{2k−1 cos(k − 1)θ}
= 2k cos kθ

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)は成立する．

(4) xn = 256, yn = 0とすると，(3)の結論により

−2n−1 sin(n− 1)θ = 28, 2n−1 cos(n− 1)θ = 0

cos(n− 1)θ = 0であるから，上の第 1式より

sin(n− 1)θ = −1, 2n−1 = 28 ゆえに n = 9, sin 8θ = −1

8θ =
3

2
π + 2kπとおくと (kは 0以上の整数)

θ =
3 + 4k

16
π

0 < θ < πであるから

0 <
3 + 4k

16
< 1 これを解いて k = 0, 1, 2, 3

よって n = 9, θ =
3

16
π,

7

16
π,

11π

16
,
15

16
π ■
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3 (1) y = |x(x+ a)| =

{
x(x+ a) (x ≦ −a, 0 ≦ x)

−x(x+ a) (−a ≦ x ≦ 0)

(i) x ≦ −a, 0 ≦ aのとき，Cと ℓの共有点の x座標は

x(x+ a) = −2x ゆえに x(x+ 2 + a) = 0

これを解いて x = −2− a, 0

(ii) −a ≦ x ≦ 0のとき，Cと ℓの共有点の x座標は

−x(x+ a) = −2x ゆえに x(x− 2 + a) = 0

これを解いて x = 2− a, 0

(i)，(ii)より，Cと ℓの共有点の x座標は x = −2− a, 2− a, 0

よって，Cと ℓは異なる 3つの共有点をもつ．

O

y

x

ℓ
C m

−a 2− a−2− a

別解 y = −x(x+ a)より y′ = −2x− a

y = −x(x+ a)の原点における接線mの傾きは−aであるから

−a < −2 < 0

よって，Cと ℓは相異なる 3つの共有点をもつ．
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(2)

S1 =

∫ 0

2−a

{−x(x+ a)− (−2x)} dx

= −
∫ 0

2−a

x(x− 2 + a) =
1

6
(a − 2)3

y = x(x+ a)と x軸で囲まれた部分の面積を S3とすると

S3 = −
∫ 0

−a

x(x+ a) dx =
1

6
a3

y = x(x+ a)と ℓ : y = −2xで囲まれた部分の面積は，下の図から

S2 + S3 + (S3 − S1) = S2 − S1 + 2S3

したがって

S2 − S1 + 2S3 =

∫ 0

−2−a

{−2x− x(x+ a)} dx

= −
∫ 0

−2−a

x(x+ 2 + a) dx =
1

6
(a+ 2)3

S2 = S1 − 2S3 +
1

6
(a+ 2)3

=
1

6
(a− 2)3 − 2·1

6
a3 +

1

6
(a+ 2)3 = 4a

O

y

x

ℓ
C

−a 2− a−2− a

S1S2

S3

S3 − S1 P

Q

R
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(3) (2)の結果から，f(a) = S1 − S2とおくと

f(a) =
1

6
(a− 2)3 − 4a,

f ′(a) =
1

2
(a− 2)2 − 4

f ′(a) = 0とすると (2 < a ≦ 8) a = 2 + 2
√
2

a (2) · · · 2 + 2
√
2 · · · 8

f ′(a) − 0 +

f(a) (−8) ↘ −24+16
√
2

3
↗ 4

よって −
24 + 16

√
2

3
≦ S1 − S2 ≦ 4 ■
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4 (1) zn = cos θn + i sin θn (n = 1, 2, 3)より
1

z1
+

1

z2
+

1

z3
= z1 + z2 + z3

= (cos θ1 − i sin θ1) + (cos θ2 − i sin θ2) + (cos θ3 − i sin θ3)

= (cos θ1 + cos θ2 + cos θ3)− i(sin θ1 + sin θ2 + sin θ3)

したがって∣∣∣∣ 1z1 +
1

z2
+

1

z3

∣∣∣∣2 = (cos θ1 + cos θ2 + cos θ3)
2 + (sin θ1 + sin θ2 + sin θ3)

2

= 3 + 2(cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2)

+ 2(cos θ2 cos θ3 + sin θ2 sin θ3)

+ 2(cos θ3 cos θ1 + sin θ3 sin θ1)

= 3 + 2{cos(θ1 − θ2) + cos(θ2 − θ3) + cos(θ3 − θ1)}

(2) w = cos θ + i sin θとおくと，(1)の結論に θ1 = θ, θ2 = 2θ, θ3 = 3θに代
入すると∣∣∣∣ 1w +

1

w2
+

1

w3

∣∣∣∣2 = 3 + 2{cos(θ − 2θ) + cos(2θ − 3θ) + cos(3θ − θ)}

= 3 + 2(2 cos θ + cos 2θ)

= 4 cos2 θ + 4 cos θ + 1 = 4

(
cos θ +

1

2

)2

したがって
∣∣∣∣ 1w +

1

w2
+

1

w3

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣cos θ + 1

2

∣∣∣∣ · · · (∗)

よって w = 1のとき最大値 3，w = −
1

2
±

√
3

2
iのとき最小値 0
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(3)

∣∣∣∣ 1w +
1

w2
+

1

w3

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1w
∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 + 1

w
+

1

w2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣1 + 1

w
+

1

w2

∣∣∣∣
上式および (∗)より，w = z5とすると∣∣∣∣1 + 1

z5
+

1

z10

∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣cos(5 arg z) + 1

2

∣∣∣∣ · · · (∗∗)

したがって，(∗∗)を最小にする zは，n ̸≡ 0 (mod 3)とすると

5 arg z =
2nπ

3
ゆえに arg z =

2nπ

15
(n ̸≡ 0 (mod 3))

0 ≦ arg z < 2πであるから，これを満たす nは，次の 10個

n = 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14

よって，求める zの個数は 10 (個) ■
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5 (1) t ≦ x ≦ e, 0 ≦ xy ≦ log xより (1 < t < e)，次の領域の面積がA(t)

0 ≦ y ≦ log x

x
(t ≦ x ≦ e)

よって A(t) =

∫ e

1

log x

x
dx =

1

2

[
(log x)2

]e
t

=
1 − (log t)2

2

(2) x ≧ t

2
, log t ≦ ty ≦ 1, log x ≦ xy ≦ 1より

t

2
≦ x ≦ t のとき log t

t
≦ y ≦ 1

t
,

t ≦ x ≦ e のとき log x

x
≦ y ≦ 1

x

したがって

B(t) =

(
t− t

2

)(
1

t
− log t

t

)
+

∫ e

t

1

x
dx− A(t)

=
1

2
(1− log t) +

[
log x

]e
t

− A(t) =
3

2
(1− log t)− A(t),

B(t)

A(t)
=

3
2
(1− log t)

A(t)
− 1 =

3(1− log t)

2A(t)
− 1 =

3(1− log t)

1− (log t)2
− 1

=
3(1− log t)

(1 + log t)(1− log t)
− 1 =

3

1 + log t
− 1

1 < t < eより 1

2
<

B(t)

A(t)
< 2

O

y

xt1t
2

e

1
t

log t
t A(t)

B(t)

■
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6 (1) et cos tおよび et sin tを微分すると

(et cos t)′ = et cos t− et sin t

= et(cos t− sin t) (A1)

(et sin t)′ = et sin t+ et cos t

= et(cos t+ sin t) (A2)

(A1) + (A2)より
{et(cos t+ sin t)}′ = 2et cos t (A3)

−(A1) + (A2)より

{et(− cos t+ sin t)}′ = 2et sin t (A4)

(A3)，(A4)より∫ x

0

et cos t dt =
1

2

[
et(cos t+ sin t)

]x
0

=
ex(cosx + sinx) − 1

2
,∫ x

0

et sin t dt =
1

2

[
et(− cos t+ sin t)

]x
0

=
ex(− cosx + sinx) + 1

2

(2) (∗) f(x) = ex cos x−
∫ x

0

f(t) sin(t− x) dtより

f(x) = ex cos x−
∫ x

0

f(t)(sin t cos x− cos t sin x) dt

= ex cos x− (cos x)

∫ x

0

f(t) sin t dt+ (sin x)

∫ x

0

f(t) cos t dt (B0)

(B0)を微分すると

f ′(x) = ex(cos x− sin x) + (sin x)

∫ x

0

f(t) sin t dt− f(x) sin x cos x

+ (cos x)

∫ x

0

f(t) cos t dt+ f(x) sin x cos x

= ex(cos x− sin x) + (sin x)

∫ x

0

f(t) sin t dt

+ (cos x)

∫ x

0

f(t) cos t dt (B1)
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(B1)を微分すると

f ′′(x) = −2ex sin x+ (cos x)

∫ x

0

f(t) sin t dt+ f(x) sin2 x

− (sin x)

∫ x

0

f(t) cos t dt+ f(x) cos2 x

= −2ex sin x+

∫ x

0

f(t) sin(t− x) dt+ f(x) (B2)

(∗)より f(0) = 1， (B1)より f ′(0) = 1， (B2)より f ′′(0) = f(0) = 1

(3) (∗)より
∫ x

0

f(t) sin(t− x) dt+ f(t) = ex cos x

これと (B2)より
f ′′(x) = −2ex sinx + ex cosx (B3)

(4) (B3)および (1)の結果から

f ′(x) = f ′(0) +

∫ x

0

f ′′(t) dt

= 1 +

∫ x

0

(−2et sin t+ et cos t) dt

= 1− 2

∫ x

0

et sin t dt+

∫ x

0

et cos t dt

= 1− 2·e
x(− cos x+ sin x) + 1

2
+

ex(cos x+ sin x)− 1

2

=
3

2
ex cos x− 1

2
ex sin x− 1

2

したがって

f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t) dt

= 1 +

∫ x

0

(
3

2
et cos t− 1

2
et sin t− 1

2

)
dt

= 1 +
3

2

∫ x

0

et cos t dt− 1

2

∫ x

0

et sin t dt− 1

2

∫ x

0

dt

= 1 +
3

2
·e

x(cos x+ sin x)− 1

2
− 1

2
·e

x(− cos x+ sin x) + 1

2
− 1

2
x

= ex cos x+
1

2
ex sin x− 1

2
x

=
ex(2 cosx + sinx) − x

2

■


