
1

令和５年度　筑波大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分

• 総合選抜文系は 1 2 3 から 2題選択 (数 II・B)，及び他教科との選択

• 総合選抜理系 I，理系 II，理系 IIIは 1 2 3 から 2題選択，
4 5 6 から 2題選択

• 社会学類は 1 2 3 から 2題選択 (数 II・B)，及び他教科との選択

• 国際総合・障害科学類は，数 II・B選択の場合は 1 2 3 から 2題選択，
数 III選択の場合は 4 5 6 から 2題選択，及び他教科との選択

• 教育・心理学類・生物資源・生物・地球・数学・物理・化学・応用理工・工学
システム・情報科学・情報メディア創生学類・知識情報・図書館学類・社会工
学類・医学・医療学類は 1 2 3 から 2題選択， 4 5 6 から 2題選択

1 曲線C : y = x−x3上の点A(1, 0)における接線を `とし，Cと `の共有点のう
ちAとは異なる点をBとする．また，−2 < t < 1とし，C上の点P(t, t− t3)

をとる．さらに，三角形ABPの面積を S(t)とする．

(1) 点Bの座標を求めよ．

(2) S(t)を求めよ．

(3) tが−2 < t < 1の範囲を動くとき，S(t)の最大値を求めよ．

2 α，β を実数とし，α > 1とする．曲線 C1 : y = |x2 − 1|と曲線 C2 : y =

−(x−α)2+βが，点 (α, β)と点 (p, q)の 2点で交わるとする．また，C1とC2

で囲まれた図形の面積を S1とし，x軸，直線 x = α，およびC1の x = 1を満
たす部分で囲まれた図形の面積を S2とする．

(1) pを αを用いて表し，0 < p < 1であることを示せ．

(2) S1を αを用いて表せ．

(3) S1 > S2であることを示せ．
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3 座標空間内の原点Oを中心とする半径 rの球面S上に 4つの頂点がある四面体
ABCDが， −→

OA+
−→
OB+

−→
OC+

−→
OD = ~0

を満たしているとする．また三角形ABCの重心をGとする．

(1)
−→
OGを

−→
ODを用いて表せ．

(2)
−→
OA·

−→
OB+

−→
OB·

−→
OC+

−→
OC·

−→
OAを rを用いて表せ．

(3) 点 Pが球面 S上を動くとき，
−→
PA·

−→
PB +

−→
PB·

−→
PC +

−→
PC·

−→
PAの最大値を rを

用いて表せ．さらに，最大値をとるときの点 Pに対して，|
−→
PG|を rを用

いて表せ．

4 a，bを実数とし，f(x) = x+ a sin x，g(x) = b cos xとする．

(1) 定積分
∫ π

−π

f(x)g(x) dxを求めよ．

(2) 不等式 ∫ π

−π

{f(x) + g(x)}2 dx =
∫ π

−π

{f(x)}2 dx

が成り立つことを示せ．

(3) 曲線 y = |f(x) + g(x)|，2直線 x = −π，x = π，および x軸で囲まれた図
形を x軸の周りに 1回転させてできる回転体の体積を V とする．このと
き不等式

V = 2

3
π2(π2 − 6)

が成り立つことを示せ．さらに，等号が成立するときの a，bを求めよ．

5 f(x) = x−2ex (x > 0)とし，曲線 y = f(x)を Cとする．また hを正の実数と
する．さらに，正の実数 tに対して，曲線C，2直線 x = t，x = t+ h，および
x軸で囲まれた図形の面積を g(t)とする．

(1) g′(t)を求めよ．

(2) g(t)を最小にする tがただ 1つ存在することを示し，その tを hを用いて
表せ．

(3) (2)で得られた tを t(h)とする．このとき極限値 lim
h→+0

t(h)を求めよ．
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6 iを虚数単位とする．複素数平面に関する以下の問いに答えよ．

(1) 等式 |z+2| = 2|z− 1|を満たす点 zの全体が表す図形は円であることを示
し，その円の中心と半径を求めよ．

(2) 等式

{|z + 2| − 2|z − 1|}|z + 6i| = 3{|z + 2| − 2|z − 1|}|z − 2i|

を満たす点 zの全体が表す図形を Sとする．このとき Sを複素数平面上
に図示せよ．

(3) 点 zが (2)における図形 S上を動くとき，w =
1

z
で定義される点 wが描

く図形を複素数平面上に図示せよ．
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解答例

1 (1) y = x− x3を微分すると y′ = 1− 3x2

x = 1のとき，y′ = −2より，C上の点A(1, 0)における接線 `の方程式は

y = −2(x− 1) すなわち y = −2x+ 2

Cと `の方程式から yを消去すると x− x3 = −2x+ 2

整理すると x3 − 3x+ 2 = 0 ゆえに (x− 1)2(x+ 2) = 0

点Bの x座標は x = −2 これをCの方程式に代入して y = 6

よって，点Bの座標は (−2, 6)

(2) A(1, 0)，B(−2, 6)，P(t, t− t3)より

−→
AB = (−3, 6),

−→
AP = (t− 1, − t3 + t)

−2 < t < 1のとき，4ABPの面積 S(t)は

S(t) =
1

2
| − 3(−t3 + t)− 6(t− 1)| = 3

2
|t3 − 3t+ 2|

=
3

2
|(t+ 2)(t− 1)2| =

3

2
(t + 2)(t − 1)2

O

y

x−2

6

P

1−1
A

B

C
`

2
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(3) S(t) =
3

2
(t3 − 3t+ 2)より

S ′(t) =
3

2
(3t2 − 3) =

9

2
(t+ 1)(t− 1)

−2 < t < 1における S(t)の増減は次のようになる．

t (−2) · · · −1 · · · (1)

S ′(t) + 0 −
S(t) (0) ↗ 6 ↘ (0)

よって，求める最大値は S(−1) = 6

�
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2 (1) 点 (α, β) (α > 1)は，C1 : y = |x2 − 1|とC2 : y = −(x− α)2 + βの共有
点であるから

|α2 − 1| = −(α− α)2 + β ゆえに β = α2 − 1

C1とC2は 2点 (α, β)，(p, q)で交わるから p 6= α

C1 : y = |x2 − 1|と C2 : y = −x2 + 2αx − 1の共有点の x座標について，
次の (i)，(ii)の場合に分けて求める．

(i) x2 − 1 = 0，すなわち，x 5 −1, 1 5 xのとき

x2 − 1 = −x2 + 2αx− 1 ゆえに x(x− α) = 0

共有点の x座標は αであるから，この区間に共有点 (p, q)はない．

(ii) x2 − 1 < 0，すなわち，−1 < x < 1のとき，

−x2 + 1 = −x2 + 2αx− 1 ゆえに x =
1

α

α > 1に注意して，0 <
1

α
< 1 ゆえに p =

1

α
よって 0 < p < 1
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(2) 下の図から，次が成立する．

S1 + 2S2 =

∫ α

1
α

{
(−x2 + 2αx− 1)− (−x2 + 1)

}
dx

= 2α

∫ α

1
α

(
x− 1

α

)
dx = α

[ (
x− 1

α

)2 ]α
1
α

= α

(
α− 1

α

)2

= α3 − 2α +
1

α

S2 =

∫ α

1

(x2 − 1) dx =

[
x3

3
− x

]α
1

=
α3

3
− α +

2

3

したがって

S1 = (S1 + 2S2)− 2S2

= α3 − 2α +
1

α
− 2

(
α3

3
− α +

2

3

)
=

α3

3
+

1

α
−

4

3

O

y

x1

C1

C2

α

α2 − 1

1

−1

S1

S2

S2

1
α

(3) (2)の結果および α > 1より

S1 − S2 = (S1 + 2S2)− 3S2

=

(
α3 − 2α +

1

α

)
− 3

(
α3

3
− α +

2

3

)
= α− 2 +

1

α
=

1

α
(α− 1)2 > 0

よって S1 > S2 �
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3 (1) 点Gは，4ABCの重心であるから

−→
OA+

−→
OB+

−→
OC = 3

−→
OG

これを
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC+

−→
OD = ~0 · · · (∗)に代入すると

3
−→
OG+

−→
OD = ~0 よって

−→
OG = −

1

3

−→
OD

(2) (∗)より
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC = −

−→
OD

したがって |
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC|2 = |

−→
OD|2

|
−→
OA|2 + |

−→
OB|2 + |

−→
OC|2 + 2(

−→
OA·

−→
OB+

−→
OB·

−→
OC+

−→
OC·

−→
OA) = |

−→
OD|2

|
−→
OA|2 = |

−→
OB|2 = |

−→
OC|2 = |

−→
OD|2 = r2であるから

3r2 + 2(
−→
OA·

−→
OB+

−→
OB·

−→
OC+

−→
OC·

−→
OA) = r2

よって
−→
OA·

−→
OB+

−→
OB·

−→
OC+

−→
OC·

−→
OA = −r2

(3) ~p =
−→
OP，~a =

−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC，~d =

−→
OD とおき，

I =
−→
PA·

−→
PB +

−→
PB·

−→
PC +

−→
PC·

−→
PA

とおくと

I = (~a−~p)·(~b−~p) + (~b−~p)·(~c−~p) + (~c−~p)·(~a−~p)

= 3|~p|2 − 2(~a+~b+~c)·~p+ ~a·~b+~b·~c+~c·~a

~a+~b+~c = −~d，~a·~b+~b·~c+~c·~a = −r2，|~p| = rであるから

I = 3|~p|2 + 2~d·~p− r2 = 2r2 + 2~d·~p 5 2r2 + 2|~d||~p| = 4r2

上式において，等号が成立するのは，~p = ~dのときである．

このとき
−→
PG =

−→
OG−

−→
OP = −1

3

−→
OD−

−→
OD = −4

3

−→
OD

よって |
−→
PG| = 4

3
|
−→
OD| =

4

3
r �
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4 (1) f(x) = x+ a sin x, g(x) = b cos xより (a, bは実数)，f(x)は奇関数，g(x)

は偶関数であるから ∫ π

−π

f(x)g(x) dx = 0

(2) (1)の結果を利用すると∫ π

−π

{f(x) + g(x)}2 dx =

∫ π

−π

f(x)2 dx+

∫ π

−π

g(x)2 dx

=

∫ π

−π

f(x)2 dx+ b2
∫ π

−π

cos2 x dx

=
∫ π

−π

f(x)2 dx (∗)

次式から，(∗)において等号が成立するのは，b = 0のときである．∫ π

−π

cos2 dx =
1

2

∫ π

−π

(1 + cos 2x) dx = π

よって
∫ π

−π

{f(x) + g(x)}2 dx =
∫ π

−π

f(x)2 dx

(3) (2)の結論から

V

π
=

∫ π

−π

{f(x) + g(x)}2 dx

=
∫ π

−π

f(x)2 dx =

∫ π

−π

(x+ a sinx)2 dx

=

∫ π

−π

(x2 + 2ax sin x+ a2 sin2 x) dx

=

[
x3

3
− 2ax cos x+ 2a sinx+

a2

2

(
x− 1

2
sin 2x

) ]π
−π

=
2

3
π3 + 4aπ + a2π = π(a+ 2)2 +

2

3
π(π2 − 6)

= 2

3
π(π2 − 6) (等号が成立のは a = −2のとき) (∗∗)

よって V = 2

3
π2(π2 − 6)

上式において，等号が成立するのは，(∗)，(∗∗)から

a = −2, b = 0

�
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5 (1) f(x) = x−2ex (x > 0)とする曲線y = f(x)と2直線x = t, x = t+h (h > 0)

および x軸で囲まれた図形の面積が g(t)であるから

g(t) =

∫ t+h

t

f(x) dx

上式を tについて微分すると

g′(t) = f(t+ h)− f(t) =
et+h

(t + h)2
−

et

t2

(2) (1)の結果から

g′(t) =
et{eht2 − (t+ h)2}

t2(t+ h2)

=
(e

h
2 t+ t+ h)(e

h
2 t− t− h)

t2(t+ h)2

=
{(eh

2 + 1)t+ h}{(eh
2 − 1)t− h}

t2(t+ h)2

h > 0より，t0 =
h

e
h
2 − 1

とおくと (t0 > 0)，g(t)の増減は

t (0) · · · t0 · · ·
g′(t) − 0 +

g(t) ↘ 極小 ↗

よって，g(t)を最小にする tは t0ただ 1つである．

求める tは t =
h

e
h
2 − 1

(3) (2)の結果から t(h) =
h

e
h
2 − 1

ϕ(x) = e
x
2 とすると，ϕ′(x) =

1

2
e

x
2 より ϕ′(0) =

1

2

ϕ′(0) = lim
h→0

ϕ(h)− ϕ(0)

h
= lim

h→0

e
h
2 − 1

h

lim
h→0

h

e
h
2 − 1

=
1

ϕ′(0)
= 2より lim

h→+0
t(h) = lim

h→+0

h

e
h
2 − 1

= 2 �
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6 (1) |z + 2| = 2|z − 1|より |z + 2|2 = 4|z − 1|2

(z + 2)(z + 2) = 4(z − 1)(z − 1) 整理すると zz − 2(z + z) = 0

したがって (z − 2)(z − 2) = 4 すなわち |z − 2| = 2 · · · 1©

よって，点 zの表す領域は，中心は点 2，半径 2の円．

(2) 与えらた等式から

{|z + 2| − 2|z − 1|}{|z + 6i| − 3|z − 2i|} = 0

したがって |z + 2| = 2|z − 1| または |z + 6i| = 3|z − 2i| (∗)

(∗)の第 1式は，(1)で求めた円．(∗)の第 2式から

(z + 6i)(z − 6i) = 9(z − 2i)(z + 2i) ゆえに zz + 3iz − 3iz = 0

したがって (z − 3i)(z + 3i) = 9 すなわち |z − 3i| = 3 · · · 2©

よって，Sの表す図形の方程式は， 1©または 2©である．

O

Im

Re2

3
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(3) 1©に z =
1

w
を代入すると

∣∣∣∣ 1w − 2

∣∣∣∣ = 2

|2w − 1| = 2|w| ゆえに (2w − 1)(2w − 1) = 4ww

整理すると 2(w + w) = 1 ゆえに Re(w) =
w + w

2
=

1

4
· · · 3©

2©に z =
1

w
を代入すると

∣∣∣∣ 1w − 3i

∣∣∣∣ = 3

|3w + i| = 3|w| ゆえに (3w + i)(3w − i) = 9ww

整理すると i(w − w) =
1

3
ゆえに Im(w) =

w − w

2i
= −1

6
· · · 4©

よって，wの表す図形は， 3©， 4©より，次のようになる．

O

Im

Re

−1
6

1
4
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補足 S上の点 0を除く点 zを反転 1した点がwである．

1©から，z = 2 + 2(cos θ + i sin θ)とおくと (−π < θ < π)

z = 2 + 2

(
2 cos2

θ

2
− 1 + 2i sin

θ

2
cos

θ

2

)
= 4 cos

θ

2

(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)
w =

1

z
=

1

4 cos θ
2

(
cos

θ

2
− i sin

θ

2

)
=

1

4
− i

4
tan

θ

2

2©から，z = 3i+3
{
cos

(
θ +

π

2

)
+ i sin

(
θ +

π

2

)}
とおくと (−π < θ < π)

z = 3i+ 3 (− sin θ + i cos θ)

= 3i+ 3

(
−2 sin

θ

2
cos

θ

2
+ 2i cos2

θ

2
− i

)
= 6i cos

θ

2

(
cos

θ

2
+ i sin

θ

2

)
w =

1

z
= − i

6 cos θ
2

(
cos

θ

2
− i sin

θ

2

)
= − i

6
− 1

6
tan

θ

2

�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2019.pdfの 5 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2019.pdf

