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平成29年度　筑波大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分
• 社会学類は 1 2 から 1題選択， 3 必答 (数 II・B)，及び他教科との選択

• 国際総合・障害科学類は，数 II・B選択の場合は 1 2 から 1題選択， 3 必
答．数 III選択の場合は 4 5 6 から 2題選択，及び他教科との選択

• 教育・心理学類は 1 2 3 必答， 4 5 6 から 1題選択

• 生物資源・生物・地球・数学・物理・化学・応用理工・工学システム・情報科
学類は 1 2 3 から 2題選択， 4 5 6 必答

• 情報メディア創生学類は 1 2 から 1題選択， 3 4 5 6 必答

• 知識情報・図書館学類は 2 3 4 5 6 ，または 1 3 4 5 6 から 2

題選択，及び他教科との選択

• 社会工学類は 1 2 3 から 1題選択， 4 5 6 必答

• 医学・医療学類は 1 2 3 必答， 4 5 6 から 2題選択

1 aを正の実数とする．2つの関数

y =
1

3
ax2 − 2a2x+

7

3
a3, y = −2

3
ax2 + 2a2x− 2

3
a3

のグラフは，2点A，Bで交わる．但し，Aの x座標はBの x座標より小さい
とする．また，2点A，Bを結ぶ線分の垂直二等分線を ℓとする．

(1) 2点A，Bの座標を aを用いて表せ．
(2) 直線 ℓの方程式を aを用いて表せ．
(3) 原点と直線 ℓの距離 dを aを用いて表せ．また，a > 0の範囲で dを最大
にする aの値を求めよ．

2 a，b，cを実数とし，β，mをそれぞれ 0 < β < 1，m > 0を満たす実数と
する．また，関数 f(x) = x3 + ax2 + bx + c は x = β, −β で極値をとり，
f(−1) = f(β) = −m，f(1) = f(−β) = mを満たすとする．

(1) a，b，c，および β，mの値を求めよ．
(2) 関数g(x) = x3+px2+qx+rは，−1 ≦ x ≦ 1に対してf(−1) ≦ g(x) ≦ f(1)

を満たすとする．h(x) = f(x)− g(x) とおくとき，h(−1)，h(−β)，h(β)，
h(1)それぞれと 0 との大きさを比較することにより，h(x)を求めよ．
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3 数列 {an}が

a1 = 1, a2 = 3, an+2 = 3an+1
2 − 6an+1an + 3an

2 + an+1 (n = 1, 2, · · · )

を満たすとする．また，bn = an+1 − an (n = 1, 2, · · · )とおく．以下の問いに答
えよ．

(1) bn ≧ 0 (n = 1, 2, · · · )を示せ．
(2) bn (n = 1, 2, · · · )の一の位の数が 2であることを数学的帰納法を用いて証
明せよ．

(3) a2017の一の位の数を求めよ．

4 関数
f(x) = 2x2 − 9x+ 14− 9

x
+

2

x2
(x > 0)

について以下の問いに答えよ．

(1) 方程式 f(x) = 0の解をすべて求めよ．
(2) 関数 f(x)のすべての極値を求めよ．
(3) 曲線 y = f(x)と x軸とで囲まれた部分の面積を求めよ．

5 xy平面において，x座標と y座標がともに整数である点を格子点という．また，
実数 aに対して，a以下の最大の整数を [ a ]で表す．記号 [ ]をガウス記号と
いう．以下の問いではN は自然数とする．

(1) nを 0 ≦ n ≦ N を満たす整数とする．点 (n, 0)と点
(
n, N sin

( πn

2N

))
を

結ぶ線分上にある格子点の個数をガウス記号を用いて表せ．
(2) 直線 y = xと，x軸，および直線 x = N で囲まれた領域 (境界を含む)に
ある格子点の個数をA(N)とおく．このときA(N)を求めよ．

(3) 曲線 y = N sin
( πx

2N

)
(0 ≦ x ≦ N)と，x軸，および直線 x = N で囲ま

れた領域 (境界を含む)にある格子点の個数をB(N)とおく．(2)のA(N)

に対して lim
N→∞

B(N)

A(N)
を求めよ．
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6 0 < a <
π

2
とする．複素数平面上において，原点を中心とする半径 1の円の上

に異なる 5点 P1(w1)，P2(w2)，P3(w3)，P4(w4)，P5(w5)が反時計まわりに並
んでおり，次の 2つの条件 (I)，(II)を満たすとする．

(I) (cos2 a)(w2 − w1)
2 + (sin2 a)(w5 − w1)

2 = 0が成り立つ．
(II)

w3

w2

と−w4

w2

は方程式 z2 −
√
3z + 1 = 0の解である．

また，五角形 P1P2P3P4P5の面積を Sとする．以下の問いに答えよ．

(1) 五角形 P1P2P3P4P5の原点 P1における内角∠P5P1P2を求めよ．
(2) Sを aを用いて表せ．
(3) R = |w1 + w2 + w3 + w4 + w5|とする．このとき，R2 + 2Sは aの値によ
らないことを示せ．
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解答例

1 (1) y =
1

3
ax2− 2a2x+

7

3
a3, y = −2

3
ax2+2a2x− 2

3
a3 (a > 0) を連立すると

1

3
ax2 − 2a2x+

7

3
a3 = −2

3
ax2 + 2a2x− 2

3
a3

整理すると ax2 − 4a2x+ 3a3 = 0 ゆえに a(x− a)(x− 3a) = 0

条件より A

(
a,

2

3
a3

)
, B

(
3a,−

2

3
a3

)
(2) ABの中点 (2a, 0)，ABの傾きが−2

3
a2であるから，ℓは

y =
3

2a2
(x− 2a) すなわち 3x− 2a2y − 6a = 0

別解 ℓ上の点 P(x, y)について，AP2 = BP2より

(x− a)2 +

(
y − 2

3
a3
)2

= (x− 3a)2 +

(
y +

2

3
a3
)2

−2ax+ a2 − 4

3
a3y +

4

9
a6 = −6ax+ 9a2 +

4

3
a3y +

4

9
a6

4ax− 8

3
a3y − 8a2 = 0

3x− 2a2y − 6a = 0

(3) 原点Oと直線 ℓの距離 dは，a > 0より

d =
| − 6a|√

32 + (−2a2)2
=

6a
√
4a4 + 9

相加平均・相乗平均の大小関係により

1

d2
=

4a4 + 9

36a2
=

1

36

(
4a2 +

9

a2

)
≧ 1

36
·2
√
4a2· 9

a2
=

1

3

したがって d ≦
√
3 等号が成立するとき

4a2 =
9

a2
すなわち a =

√
3

2

■
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2 (1) f(x)は x = β,−βで極値をとるから，最高次の係数に注意して

f ′(x) = 3(x+ β)(x− β) = 3x2 − 3β2

f(x)の定数項が cであるから f(x) = x3 − 3β2x+ c · · · (∗)

(−1) = f(β) = −m，f(1) = f(−β) = mにより

−1 + 3β2 + c = −m · · · 1⃝
−2β3 + c = −m · · · 2⃝

1− 3β2 + c = m · · · 3⃝
2β3 + c = m · · · 4⃝

2⃝, 4⃝より c = 0, m = 2β3 · · · 5⃝ これを 3⃝に代入すると

1− 3β2 = 2β3 ゆえに (β + 1)2(2β − 1) = 0

0 < β < 1 であるから β =
1

2
これを 5⃝に代入して m =

1

4

c = 0，β =
1

2
，m =

1

4
は 1⃝を満たす．(∗)は f(x) = x3 − 3

4
x

よって a = 0, b = −
3

4
, c = 0, β =

1

2
, m =

1

4

(2) f(−1) ≦ g(x) ≦ f(1)より f(x)− f(1) ≦ f(x)− g(x) ≦ f(x)− f(−1)

f(x)− f(1) ≦ h(x) ≦ f(x)− f(−1)

x = −1,−1

2
,
1

2
, 1を代入すると，条件により

h(−1) ≦ 0, 0 ≦ h

(
−1

2

)
, h

(
1

2

)
≦ 0, 0 ≦ h(1)

h(x)は高々2次の整式であるから，h(x) = sx2 + tx+ uとおくと

s− t+ u ≦ 0,
1

4
s− 1

2
t+ u ≧ 0,

1

4
s+

1

2
t+ u ≦ 0, s+ t+ u ≧ 0

上の第 1式と第 4式，第 2式と第 3式から

−t ≦ s+ u ≦ t,
1

2
t ≦ 1

4
s+ u ≦ −1

2
t

上の 2式から t = 0 ゆえに s+ u = 0,
1

4
s+ u = 0

これを解いて s = u = 0 よって h(x) = 0
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補足 一般に，3次関数 y = f(x)が 2点A(α, f(α))，B(β, f(β))で極値をとるとき
(左図)，ABの中点Mは y = f(x)上にあり，M

(
α + β

2
, f

(
α + β

2

))
.

M(変曲点)に関して曲線 y = f(x)は対称で，次が成り立つ．

f(α) = f

(
3β − α

2

)
, f(β) = f

(
3α− β

2

)
このとき，数列 3α− β

2
, α,

α + β

2
, β,

3β − α

2
は等差数列をなす．

xα βα+β
2

3β−α
2

3α−β
2

y = f(x)

A

B
O

y

x
β

−β 1
−1

m

−m

y = f(x)

M

本題の y = f(x)では (右図)，2点 (−1,−m)，(1, m)で極値をとり，その中点
Oに関して y = f(x)は対称であるから，f(x)は奇関数である．βは 0と 1の中
央であるから，β =

1

2
であり，最高次の係数に注意すると

f ′(x) = 3

(
x+

1

2

)(
x− 1

2

)
ゆえに f(x) = x3 − 3

4
x, m = f(1) =

1

4

発展 n次多項式 f(x)の xnの係数がAであるとき，次式が成立する1．

f(x) = f(a) +
n−1∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k + A(x− a)n

3次多項式 f(x)の x3の係数がA，f(x)が x = α, βで極値をとるとき，f ′(x) =

3A(x−α)(x−β)，f ′′(x) = 3A(2x−α−β)より，x = αを極として展開すると

f(x) = f(α) + f ′(α)(x− α) +
1

2
f ′′(α)(x− α)2 + A(x− α)3

= f(α) +
3

2
A(α− β)(x− α)2 + A(x− α)3

よって，f
(
3β − α

2

)
= f(α)．また，x = βを極とすると，f

(
3α− β

2

)
= f(β)．

■
1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai 2020.pdf (p.15を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai_2020.pdf
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3 (1) an+2 = 3an+1
2 − 6an+1an + 3an

2 + an+1より (n = 1, 2, · · · )

an+2 − an+1 = 3(an+1 − an)
2 ゆえに bn+1 = 3bn

2 ≧ 0

b1 = a2 − a1 = 3− 1 = 2より bn ≧ 0 (n = 1, 2, · · · )

(2) (∗) bn ≡ 2 (mod 10)

［1］b1 = a2 − a1 = 3− 1 = 2より，n = 1のとき，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると

bk+1 = 3bk
2 ≡ 3·22 ≡ 2 (mod 10)

したがって，n = k + 1のときも，(∗)は成立する．
［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する．

(3) bn = an+1 − anより，n > 1のとき
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) =
n−1∑
k=1

bk ゆえに an − a1 ≡
n−1∑
k=1

2 (mod 10)

したがって an ≡ 2(n− 1) + 1 = 2n− 1 (mod 10)

ゆえに a2017 ≡ 2·2017− 1 ≡ 3 (mod 10) よって　一の位の数は 3 ■

4 (1) f(x) = 2x2 − 9x+ 14− 9

x
+

2

x2
(x > 0)について，t = x+

1

x
とおくと

f(x) = 2

(
x2 + 2 +

1

x2

)
− 9

(
x+

1

x

)
+ 10

= 2t2 − 9t+ 10 = (t− 2)(2t− 5) · · · (∗)

f(x) = 0 のとき

t = 2より x+
1

x
= 2 ゆえに (x− 1)2 = 0 すなわち x = 1

t =
5

2
より x+

1

x
=

5

2
ゆえに (x−2)(2x−1) = 0 すなわち x =

1

2
, 2

よって，求める解は x =
1

2
, 1, 2
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(2) f(x) = 2t2 − 9t+ 10，t = x+
1

x
より

f ′(x) = (4t− 9)
dt

dx
=

(
4x+

4

x
− 9

)(
1− 1

x2

)
=

1

x3
(x+ 1)(x− 1)(4x2 − 9x+ 4)

x > 0に注意して，4x2 − 9x+ 4 = 0を解くと x =
9±

√
17

8

α =
9−

√
17

8
，β =

9 +
√
17

8
とおくと，x = α, βのとき，t =

9

4

x = 1のとき，t = 2．g(t) = (t− 2)(2t− 5)とおくと，(∗)より

f(α) = f(β) = g

(
9

4

)
=

(
9

4
− 2

)(
2·9
4
− 5

)
= −1

8
,

f(1) = g(2) = 0

x (0) · · · α · · · 1 · · · β · · ·
f ′(x) − 0 + 0 − 0 +

f(x) ↘ −1
8

↗ 0 ↘ −1
8

↗

よって x =
9 ±

√
17

8
のとき極小値−

1

8
, x = 1 のとき極大値 0

(3) 求める面積を Sとすると，(1)，(2)の結果から

S = −
∫ 2

1
2

(
2x2 − 9x+ 14− 9

x
+

2

x2

)
dx

=

[
−2

3
x3 +

9

2
x2 − 14x+ 9 log x+

2

x

]2
1
2

= 18 log 2 −
99

8

O

y

x
1

−1
8

1
2

2

βα

■
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5 (1) 0 ≦ n ≦ N において，N sin
( πn

2N

)
≧ 0であるから[

N sin

(
πn

2N

)]
+ 1

(2)
N∑
k=0

(k + 1) =
1

2
(N + 1)(1 +N + 1) =

1

2
(N + 1)(N + 2)

(3) (1)の結果から

B(N) =
N∑

n=0

([
N sin

( πn

2N

)]
+ 1

)
=

N∑
n=0

[
N sin

( πn

2N

)]
+N + 1

≦
N∑

n=0

N sin
πn

2N
+N + 1,

B(N) =
N∑

n=0

([
N sin

( πn

2N

)]
+ 1

)
>

N∑
n=0

N sin
πn

2N

A(N) =
1

2
(N + 1)(N + 2)より

2N

(N + 1)(N + 2)

N∑
n=0

sin
πn

2N
<

B(N)

A(N)
≦ 2N

(N + 1)(N + 2)

N∑
n=0

sin
πn

2N
+

2

N + 2

このとき

lim
N→∞

2N

(N + 1)(N + 2)

N∑
n=0

sin
πn

2N
= lim

N→∞

2N2

(N + 1)(N + 2)
· 1
N

N∑
n=0

sin
πn

2N

= 2

∫ 1

0

sin
πx

2
dx = 2

[
− 2

π
cos

πx

2

]1
0

=
4

π
,

lim
N→∞

2

N + 2
= 0

よって，はさみうちの原理により lim
N→∞

B(N)

A(N)
=

4

π
■

6 (1) (cos2 a)(w2 − w1)
2 + (sin2 a)(w5 − w1)

2 = 0より
(w2 − w1)

2

(w5 − w1)2
= − tan2 a ゆえに w2 − w1

w5 − w1

= ±i tan a · · · (∗)

w2 − w1

w5 − w1

は純虚数であるから ∠P5P1P2 =
π

2
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(2) z2 −
√
3z + 1 = 0を解くと z =

√
3± i

2

0 < arg
w3

w2

< arg
w4

w2

< πであるから

w3

w2

=

√
3 + i

2
= cos

π

6
+ i sin

π

6

w4

w2

= −
√
3− i

2
= cos

5π

6
+ i sin

5π

6

(1)の結果および (∗)より |w2 − w1|
|w5 − w1|

= tan a ゆえに ∠P1P5P2 = a

a P2(w2)

P3(w3)P4(w4)

P5(w5)

P1(w1)

2a

5π
6 π

6

上の図から，Sは

S =
1

2
·12

(
sin

π

6
+ sin

2π

3
+ sin

π

6
+ sin(π − 2a) + sin 2a

)
=

1

2
+

√
3

4
+ sin 2a

(3) w2 + w5 = 0であるから

R = |w1 + w3 + w4| = |w2|
∣∣∣∣w1

w2

+
w3

w2

+
w4

w2

∣∣∣∣
= 1

∣∣∣∣cos(−2a) + i sin(−2a) + cos
π

6
+ i sin

π

6
+ cos

5π

6
+ i sin

5π

6

∣∣∣∣
= | cos 2a+ i(1− sin 2a)|

ゆえに R2 = cos2 2a+ (1− sin 2a)2 = 2− 2 sin 2a

上式および (2)の結果から R2 + 2S = 3 +

√
3

2

よって，R2 + 2Sは，aの値によらない定数である． ■


