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平成17年度　筑波大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分

• 自然・生物・生物資源・社会工・情報・医学類 (数学 III・C) 1 2 3 必答．
4 5 6 7 から 2題選択

• 工学システム・工学基礎学類 (数学 III・C) 1 2 3 必答．
4 5 6 7 から 1題選択．

• 人間学類 (数学 III・C) 1 2 3 から 2題選択， 4 5 6 7 から 2題選択

• 国際総合・図書館情報専門学類 (数学 III・C) 1 2 3 から 2題選択．
4 5 6 7 から 2題選択．

1 次の関係式を満たす関数 f(x)がただ一つ存在するように，定数aの値を定めよ．

f(x) = ax+
1

4

(∫ π
2

0

f(t) sin t dt

)4

2 曲線C : y = sin x
(
0 < x <

π

2

)
を考える．C上の点PにおけるCの法線を lと

する．

(1) 法線 lが点 (0, 1)を通るような点 Pがただ一つ存在することを示せ．

(2) (1)の条件を満たす点Pに対し，直線 l，曲線C，直線 y = 1で囲まれる部
分の面積を S1とし，直線 l，曲線 C，x軸で囲まれる部分の面積を S2と
する．S1と S2の大小を比較せよ．

3 曲線C : y = ex上の異なる 2点A(a, ea)，P(t, et)におけるCのそれぞれの法線
の交点をQとして，線分AQの長さをLa(t)で表す．さらに，r(a) = lim

t→a
La(t)

と定義する．

(1) r(a)を求めよ．

(2) aが実数全体を動くとき，r(a)の最小値を求めよ．
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4 2次正方行列 P =

(
p q

r 1

)
について，次の問いに答えよ．

(1) P が逆行列をもたなければ

(
q

1

)
= k

(
p

r

)
となる kが存在するか，ま

たは

(
p

r

)
=

(
0

0

)
であることを示せ．

(2) 条件A2 = O，A

(
p

r

)
=

(
q

1

)
を満たす 2次正方行列Aが存在すると

き，P は逆行列をもつことを示せ．

(3) A =

(
2 4

−1 −2

)
のときA

(
p

r

)
=

(
q

1

)
となるような p，q，rを 1

組求め，P−1AP を計算せよ．

5 実数 aに対して，曲線Caを方程式

(x− a)2 + ay2 = a2 + 3a+ 1

によって定める．

(1) Caは aの値と無関係に 4つの定点を通ることを示し，その 4定点の座標
を求めよ．

(2) aが正の実数全体を動くとき，Caが通過する範囲を図示せよ．

6 30人のクラスにおいて 2回試験を行ったところ 2回とも全員が受験し，得点の
平均値と分散について，以下の表のような結果を得た．2回全体の得点の分散
は 44であり，1回目と 2回目の得点の共分散は 20であった．

平均値 分散
1回目 62 36

2回目 60

全体 44

(1) 2回目の試験の得点の分散を求めよ．

(2) 1回目と 2回目の試験の得点の相関係数を求めよ．

(3) 3回目の試験を行ったところ 24人が受験し，平均値 54，分散 51であった．
3回全体の得点の分散を求めよ．
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7 正の整数N に対して，a2 5 N < (a + 1)2である正の整数 aと b = N − a2に
よって，数列 {xn}を

x0 = a

xn+1 = a+
b

xn + a

で定義する．

(1) N，aを入力して x0, x1, x2, . . .を計算し，|xn
2 −N | < 0.0001となった

とき xnの値を出力して終了するプログラムを書け．ただし，BASICでは
|x|はABS(x)で求められる．

(2) xn+1 −
√
N =

a−
√
N

xn + a

(
xn −

√
N
)

(n = 0, 1, 2, . . .)が成り立つことを

示せ．

(3) b > 0のとき，次の不等式が成り立つことを示せ．

x0 < x2 < · · · < x2k <
√
N < x2k+1 < · · · < x3 < x1

(4) lim
n→∞

xn =
√
N を示せ．
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解答例

1 k =

∫ π
2

0

f(t) sin t dtとおくと f(x) = ax+
1

4
k4

k =

∫ π
2

0

(
at+

1

4
k4

)
sin t dt

= a

∫ π
2

0

t sin t dt+
1

4
k4

∫ π
2

0

sin t dt

= a

[
−t cos t+ sin t

]π
2

0

+
1

4
k4

[
− cos t

]π
2

0

= a+
1

4
k4

a = −1

4
k4 + kより，g(k) = −1

4
k4 + kとおくと

g′(k) = −k3 + 1 = (1− k)(k2 + k + 1)

k · · · 1 · · ·
g′(k) + 0 −
g(k) ↗ 3

4
↘

f(x)がただ 1つ存在するから，a = g(k)をみたす aはただ 1つである．

よって a =
3

4
�
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2 (1) y = sinxより y′ = cos x

C : y = sin x
(
0 < x <

π

2

)
上の点 P(t, sin t)における法線 lの方程式は

y − sin t = − 1

cos t
(x− t)

これが点Q(0, 1)を通るから

1− sin t =
t

cos t
ゆえに sin t cos t− cos t+ t = 0

f(t) = sin t cos t− cos t+ tとおくと
(
0 < t <

π

2

)
f ′(t) = cos2 t− sin2 t+ sin t+ 1

= −2 sin2 t+ sin t+ 2

= −2

(
sin t− 1

4

)2

+
17

8

0 < sin t < 1より，f ′(t) > 0であるから，f(t)は単調増加．

lim
t→+0

f(t) = −1 < 0, lim
t→π

2
−0

f(t) =
π

2
> 0

したがって，f(t) = 0を満たす tがただ 1つ存在する．

よって，条件を満たす点 Pがただ 1つ存在する．

(2) f(t) = 0の解を αとすると，lは傾き

− 1

cosα
，y切片 1の直線であるから

l : y = − x

cosα
+ 1

lの x切片は cosα

直線 l，曲線C，y軸で囲まれた部分の
面積を T とすると

　

O

y

xπ
2

cosα

1 C

P

S1

S2

T

Q

T + S2 =
1

2
cosα

T + S1 =
π

2
−
∫ π

2

0

sin t dt =
π

2
+

[
cos t

]π
2

0

=
π

2
− 1

上の 2式から S1 − S2 =
π

2
− 1− cosα

2
=

1

2
(π − 2− cosα) > 0

よって S1 > S2 �
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3 (1) f(x) = exとする．C : y = f(x)上の 2点A(a, f(a))，P(t, f(t))における
法線の方程式は，それぞれ

(∗)

{
x− a+ f ′(a)(y − f(a)) = 0,

x− t+ f ′(t)(y − f(t)) = 0

Qは連立方程式 (∗)の解である．上の 2式から

y{f ′(t)− f ′(a)} = t− a+ f(t)f ′(t)− f(a)f ′(a)

= t− a+ f ′(t){f(t)− f(a)}+ f(a){f ′(t)− f ′(a)}

t 6= aであるから，両辺を t− aで割ると

f ′(t)− f ′(a)

t− a
y = 1 + f ′(t)·f(t)− f(a)

t− a
+ f(a)·f

′(t)− f ′(a)

t− a

t → aとすると f ′′(a)y = 1 + f ′(a)2 + f(a)f ′′(a)

f ′′(a) 6= 0 に注意して y − f(a) =
1 + f ′(a)2

f ′′(a)

上式および (∗)の第 1式から

(x− a)2 + {y − f(a)}2 = f ′(a)2{y − f(a)}2 + {y − f(a)}2

= {1 + f ′(a)2}{y − f(a)}2 = {1 + f ′(a)2}3

f ′′(a)2

f ′(a) = ea，f ′′(a) = eaであるから 1

r(a) =
{1 + f ′(a)2} 3

2

f ′′(a)
=

(1 + e2a)
3
2

ea

(2) (1)の結果から r(a) =

(
1 + e2a

e
2
3
a

) 3
2

= (e−
2
3
a + e

4
3
a)

3
2

3正数
e−

2
3
a

2
,
e−

2
3
a

2
, e

4
3
aの相加平均・相乗平均の大小関係より

e−
2
3
a

2
+

e−
2
3
a

2
+ e

4
3
a = 3

3

√
e−

2
3
a

2
·e

− 2
3
a

2
·e 4

3
a =

3

2
2
3

上式で等号が成立するとき

e−
2
3
a

2
= e

4
3
a ゆえに

1

2
= e2a すなわち a =

1

2
log

1

2

したがって r(a) =
(

3

2
2
3

) 3
2

=
3
√
3

2
最小値は

3
√
3

2
�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdf (pp.8-10を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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4 (1) P =

(
p q

r 1

)
が逆行列をもたないとき

(
p

r

)
//

(
q

1

)
または

(
p

r

)
=

(
0

0

)

よって，題意は成立する．

(2) Pが逆行列をもたないと仮定すると，

(
p

r

)
//

(
q

1

)
であるから，A

(
p

r

)
=(

q

1

)
より，

(
q

1

)
はAの固有ベクトル (固有値は 0でない)であるから

A2

(
q

1

)
6=

(
0

0

)

これはA2 = Oに矛盾する．よって，P は逆行列をもつ．

(3) A

(
p

r

)
=

(
q

1

)
，A2 = Oより A

(
q

1

)
=

(
0

0

)

AP =

(
q 0

1 0

)
および P は正則であるから

P−1AP =
1

p− qr

(
q 0

1 0

)
=

(
0 0

1 0

)
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解説 2次の正方行列A =

(
a b

c d

)
の固有方程式

λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0 · · · (∗)

i) (∗)が異なる 2つの解 (固有値)α，βをもつとき，それぞれの固有値に対す
る固有ベクトルを ~u，~vとすると 2(α 6= βより ~u //\ ~v)

A
(
~u ~v

)
=
(

α~u β~v
)
=
(
~u ~v

)( α 0

0 β

)

P =
(
~u ~v

)
，U =

(
α 0

0 β

)
とおくと (~u //\ ~vより detP 6= 0)

AP = PU ゆえに A = PUP−1

An = (PUP−1)n = PUnP−1であるから

An = P

(
αn 0

0 βn

)
P−1

ii) (∗)が重解 αをもつとき，固有値 αに対する固有ベクトルでない任意のベ
クトル~v 6= ~0に対して

~u = (A− αE)~v · · · 1©

とおくと，(A− αE)2 = Oであるから

A~u = A(A− αE)~v

= {(A− αE)2 + α(A− αE)}~v

= α(A− αE)~v = α~u · · · 2©

1©， 2©から A
(
~u ~v

)
=
(

α~u ~u+ α~v
)
=
(
~u ~v

)( α 1

0 α

)
P =

(
~u ~v

)
とおくと，i)と同様にして

An = P

(
αn n·αn−1

0 αn

)
P−1

�
2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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5 (1) Ca : (x− a)2 + ay2 = a2 + 3a+ 1を aについて整理すると

(y2 − 2x− 3)a+ x2 − 1 = 0 (∗)

aの値に関係なく成り立つ (x, y)は

y2 − 2x− 3 = 0, x2 − 1 = 0

これを解いて (±1, ±
√
5) 複号任意

(2) (i) y2 − 2x− 3 = 0のとき，(1)で求めた 4点

(ii) y2 − 2x− 3 6= 0のとき，(∗)より

a =
1− x2

y2 − 2x− 3

a > 0であるから

(1− x2)(y2 − 2x− 3) > 0

求める領域は，下の図の斜線部分である．ただし，黒丸以外の境界線を含
まない．

O

y

x

1

−1

−3
2

−1 1

�



10

6 (1) 1回目，2回目のデータをそれぞれX, Y とする

E(X) = 62，V (X) = 36を V (X) = E(X2)− E(X)2に代入すると

36 = E(X2)− 622 ゆえに E(X2) = 36 + 622 = 3880

全体の平均は
30E(X) + 30E(Y )

30 + 30
=

E(X) + E(Y )

2
=

62 + 60

2
= 61

全体の分散が 44であるから

1

60
{30E(X2) + 30E(Y 2)} − 612 = 44

1

2
E(X2) +

1

2
E(Y 2)− 612 = 44

1

2
·3880 + 1

2
E(Y 2)− 3721 = 44

E(Y 2) = 3650

よって，2回目の分散は

V (Y ) = E(Y 2)− E(Y )2 = 3650− 602 = 50

(2) 1回目と 2回目の共分散 sxyが 20であるから，相関係数 rは

r =
sxy√

V (X)
√

V (Y )
=

20√
36
√
50

=

√
2

3

(3) 3回目のデータをZとする．

E(Z) = 54，V(Z)=51を V (Z) = E(Z2)− E(Z)2に代入すると

51 = E(Z2)− 542 ゆえに E(Z2) = 2967

3回全体の平均をEとすると

E =
30E(X) + 30E(Y ) + 24E(Z)

30 + 30 + 24

=
5E(X) + 5E(Y ) + 4E(Z)

14
=

5·62 + 5·60 + 4·54
14

= 59

3回全体の分散を V とすると

V =
30E(X2) + 30E(Y 2) + 24E(Z2)

30 + 30 + 24
− 592

=
5E(X2) + 5E(Y 2) + 4E(Z2)

14
− 592

=
5·3880 + 5·3650 + 4·2967

14
− 3481 = 56

�
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7 (1) 10 INPUT "N";N

20 INPUT "A";A

30 B=N-A^2

40 X=A

50 IF ABS(X^2-N)<0.0001 THEN 80

60 X=A+B/(X+A)

70 GOTO 50

80 PRINT X

90 END

(2) (∗) xn+1 = a+
b

xn + a
，b = N − a2より

xn+1 −
√
N = a−

√
N +

N − a2

xn + a

=
(a−

√
N)(xn + a) +N − a2

xn + a

=
(a−

√
N){(xn −

√
N) + (a+

√
N)}+N − a2

xn + a

=
a−

√
N

xn + a
(xn −

√
N) (∗∗)
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(3) x0 = a > 0，(∗)より，xn > 0

正の整数N, aに対して，a2 5 N < (a+ 1)2であるから，

b > 0のとき，b = N − a2 > 0 ゆえに a <
√
N < a+ 1

x0 −
√
N = a−

√
N < 0

x1 −
√
N =

a−
√
N

x0 + a
(x0 −

√
N) =

(a−
√
N)2

2a
> 0

ゆえに x0 <
√
N < x1 · · · 1©

(∗∗)より xn+1 −
√
N

xn −
√
N

=
a−

√
N

xn + a
，

xn+2 −
√
N

xn+1 −
√
N

=
a−

√
N

xn+1 + a
，

上の 2式の辺々を掛けると

xn+2 −
√
N

xn −
√
N

=
(a−

√
N)2

(xn + a)(xn+1 + a)

このとき，xn > 0，a > 0であるから

0 <
(a−

√
N)2

(xn + a)(xn+1 + a)
=

(a−
√
N)2

a2
=

(
1−

√
N

a

)2

< 1

したがって 0 <
xn+2 −

√
N

xn −
√
N

< 1 · · · (∗ ∗ ∗)

(∗ ∗ ∗)より

0 <

√
N − x2k√
N − x2k−2

< · · · <
√
N − x2√
N − x0

< 1

0 <
x2k+1 −

√
N

x2k−1 −
√
N

< · · · < x2 −
√
N

x0 −
√
N

< 1

1©より，
√
N − x0 > 0，x1 −

√
N > 0であるから，上式より

0 <
√
N − x2k <

√
N − x2k−2 < · · · <

√
N − x0

0 < x2k+1 −
√
N < x2k−1 −

√
N < · · · < x1 −

√
N

よって，次の不等式が成立する．

x0 < x2 < · · · < x2k <
√
N < x2k+1 < · · · < x3 < x1



13

(4) (∗∗)より |xn+1 −
√
N | =

∣∣∣∣∣a−
√
N

xn + a

∣∣∣∣∣ |xn −
√
N |

xn = x0 = a，
√
N < a+ 1であるから (aは整数)∣∣∣∣∣a−
√
N

xn + a

∣∣∣∣∣ <
√
N − a

2a
<

(a+ 1)− a

2a
=

1

2a
5 1

2

したがって |xn+1 −
√
N | < 1

2
|xn −

√
N |

|xn −
√
N | <

(
1

2

)n

|x0 −
√
N | = |a−

√
N |

2n

ゆえに lim
n→∞

|xn −
√
N | = 0 よって lim

n→∞
xn =

√
N �


