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令和８年度　東京科学大学　２次試験前期日程 (数学問題)180分
理工学系　数 I・II・III・A・B・C　令和8年2月25日

問題 1 2 3 4 5

1 (1) xは無理数であり，有理数 a，bおよび正の整数 nにより x = a + b
√
nと

表されるとする．このとき，x2 + px + q = 0が成り立つような有理数 p，
qを求めよ．また，そのような有理数 p，qの組はただ一つに限ることを
示せ．

(2) xは無理数であり，有理数 a，bおよび正の整数 nにより x = a + b 3
√
nと

表されるとする．このとき，x3 + px2 + qx+ r = 0が成り立つような有理
数 p，q，rを求めよ．また，そのような有理数 p，q，rの組はただ一つに
限ることを示せ．

2 nは 4以上の整数であり，x，y，zはすべて正の整数であるとする．

(1) 1 ≦ r < nをみたす整数 rに対して，

nCr = n−1Cr + n−1Cr−1

および
n+1Cr+1 =

n∑
k=r

kCr

が成り立つことを示せ．
(2) 空間の点 (x, y, z)で

x+ y + z < n

をみたすものの個数を nを用いて表せ．
(3) 空間の点 (x, y, z)で

x+ y + z = 3n かつ x < y < z

をみたすものの個数を nを用いて表せ．
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3 aと bを正の実数とし，座標平面の 3点O(0, 0)，A(a, 0)，B(0, b) を考える．
ABの中点をC，ACの中点を Pとし，△BCOの外心をQとする．

(1) 2点 P，Qのそれぞれの座標を aと bを用いて表せ．
(2) 2点O，Aを通る直線上の点Rで，∠PRQ =

π

2
をみたすものすべてにつ

いて，それぞれの座標を aと bを用いて表せ．
(3) (2)の条件をみたす点Rで，

△PQR △ABO, △QPR △ABO

のうち少なくとも一方が成り立つようなものをすべて求めよ．

4 iを虚数単位とする．実数 θに対して複素数 e(θ)を

e(θ) = cos θ + i sin θ

で定める．正の整数 nに対し，複素数平面上の点 e

(
n− 1

3
π

)
と e

(n
3
π
)
を通

る直線を ℓnとする．複素数 zに対し，直線 ℓnに関して点 zと対称な位置にあ
る点を表す複素数をRn(z)とする．

(1) 複素数 zと共役な複素数を zとする．このとき，

Rn(z) = e(θ1)z +
√
3e(θ2)

をみたす実数 θ1, θ2をそれぞれ nを用いて表せ．
(2) 実数 a，bに対して，

z1 = a+ bi, zn+1 = Rn(zn) (n = 1, 2, 3, . . .)

で定められる複素数の列 {zn}の一般項を求めよ．

5 n，kを正の整数とする．次の不等式をみたす最小の kを求めよ．

lim
n→∞

∫ 100

0

xke−x sin2(nx) dx > 10

ただし，eは自然対数の底であり，e > 2をみたす．
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解答例

1 (1) x = a+ b
√
nについて (a, bは有理数)，b

√
nが有理数と仮定すると，xが

無理数であることに反するので，b ̸= 0，√
nは無理数である．

x = a+ b
√
nは x2 + px+ q = 0を満たすから

(a+ b
√
n)2 + p(a+ b

√
n) + q = 0

(a2 + b2n+ pa+ q) + (2a+ p)b
√
n = 0 · · · 1⃝

2a+ p ̸= 0であると仮定すると
√
n = −a2 + b2n+ pa+ q

b(2a+ p)

このとき，右辺は有理数であるから，√
nが無理数であることに反する．

したがって，2a+ p = 0より，p = −2aを 1⃝に代入して

−a2 + b2n+ q = 0 ゆえに q = a2 − b2n

よって，求める有理数の組 p, qは次の 1組である．
(p, q) = (−2a, a2 − b2n)

別解 x = a+ b
√
nより，x− a = b

√
nの両辺を平方すると

(x− a)2 = b2n 整理すると x2 − 2ax+ a2 − b2n = 0

x2 + px+ q = 0 · · · 2⃝を満たす有理数の組 p, qの 1つは

(p, q) = (−2a, a2 − b2n) · · · (∗)

次式を満たす有理数の組 (p′, q′) ̸= (p, q)が存在すると仮定すると

x2 + p′x+ q′ = 0 · · · 3⃝

3⃝− 2⃝より (p′ − p)x+ q′ − q = 0 · · · 4⃝

p′ − p ̸= 0のとき x = −q′ − q

p′ − p

上式の右辺は有理数であるから，xが無理数であることに反する．
したがって，p′ − p = 0より，p′ = pを 4⃝に代入すると q′ = q

これは，(p′, q′) ̸= (p, q)に反するので，x2 + px + q = 0を満たす (p, q)

の組は，(∗)の 1組である．
補足 http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.16)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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(2) x = a+ b 3
√
nについて (a, bは有理数)，b 3

√
nが有理数と仮定すると，xが

無理数であることに反するので，b ̸= 0， 3
√
nは無理数である．

x = a+ b 3
√
nは x3 + px2 + qx+ r = 0を満たすから

(a+ b 3
√
n)3 + p(a+ b 3

√
n)2 + q(a+ b 3

√
n) + r = 0

(3ab2 + pb2)
3
√
n2 + (3a2b+ 2pab+ qb) 3

√
n+ a3 + b3n+ pa2 + qa+ r = 0

L = 3ab2 + pb2，M = 3a2b + 2pab + qb，N = a3 + b3n + pa2 + qa + rと
おくと (L, M, N は有理数)

L
3
√
n2 +M 3

√
n+N = 0 (A1)

上式の辺々に 3
√
nを掛けると

M
3
√
n2 +N 3

√
n+ Ln = 0 (A2)

(A1)，(A2)から 3
√
n2を消去すると

(M2 − LN) 3
√
n+MN − L2n = 0 (A3)

M2 − LN ̸= 0と仮定すると 3
√
n = −MN − L2n

M2 − LN

このとき，上式の右辺は有理数であり， 3
√
nが無理数であることに反する．

したがって，M2 − LN = 0であり，これと (A3)より

M2 − LN = 0, MN − L2n = 0 (A4)

(A4)の 2式から，N を消去すると

M3 = L3n ゆえに M = L 3
√
n (A5)

L ̸= 0と仮定すると，M

L
= 3

√
n．左辺が有理数となり矛盾．

したがって，L = 0であるから，(A5)より M = 0

L = M = 0を (A1)に代入すると N = 0
3ab2 + pb2 = 0

3a2b+ 2pab+ qb = 0

a3 + b3n+ pa2 + qa+ r = 0

b ̸= 0に注意してこれを解くと，p, q, rは次の 1組である．

(p, q, r) = (−3a, 3a2,−a3 − b3n)
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別解 x = a+ b 3
√
nより，x− a = b 3

√
nの両辺を 3乗すると

(x− a)3 = b3n 整理すると x3 − 3ax2 + 3a2x− a3 − b3n = 0

x3 + px2 + qx+ r = 0 · · · (B1)を満たす有理数の組 p, q, rの 1つは

(p, q, r) = (−3a, 3a2,−a3 − b3n) · · · (∗∗)

次式を満たす有理数の組 (p′, q′, r′) ̸= (p, q, r)が存在すると仮定すると

x3 + p′x2 + q′x+ r′ = 0 (B2)

(B2)− (B1)より

(p′ − p)x2 + (q′ − q)x+ r′ − r = 0 (B3)

p′ − p = 0と仮定すると，(q′ − q)x+ r′ − r = 0．xは無理数であるから

q′ − q = 0, r′ − r = 0

このとき，(p′, q′, r′) = (p, q, r)となり，仮定に反するので矛盾．
p′ − p ̸= 0のとき，l =

q′ − q

p′ − p
，m =

r′ − r

p′ − p
とおくと，(B3)より

x2 + lx+m = 0 (l, mは有理数) (B4)

ここで，x3 + px2 + qx + rを x2 + lx +mで割ったときの商を x + s，余
りを tx+ u とすると (s, t, uは有理数)

x3 + px2 + qx+ r = (x2 + lx+m)(x+ s) + tx+ u (B5)

(B1)および (B4)を (B5)に代入すると

tx+ u = 0

t, uは有理数，xは無理数であるから，同様の議論により t = u = 0

これから
x3 + px2 + qx+ r = (x2 + lx+m)(x+ s)

(B1)の実数解はただ 1つであり，それが無理数であることに反する．
よって，x3 + px2 + qx+ r = 0を満たす (p, q, r)は (∗∗)の 1組である．■
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2 (1)

n−1Cr + n−1Cr−1 =
(n− 1)!

r!(n− r − 1)!
+

(n− 1)!

(r − 1)!(n− r)!

=
(n− 1)!

(r − 1)!(n− r − 1)!

(
1

r
+

1

n− r

)
=

(n− 1)!

(r − 1)!(n− r − 1)!
× n

r(n− r)
=

n!

r!(n− r)!
= nCr

上の結果において，n，rをそれぞれ k + 1，r + 1に置き換えると

kCr+1 + kCr = k+1Cr+1 ゆえに kCr = k+1Cr+1 − kCr+1

上の第 2式から
n∑

k=r+1

kCr =
n∑

k=r+1

(k+1Cr+1 − kCr+1)

= n+1Cr+1 − 1

したがって n+1Cr+1 = 1 +
n∑

k=r+1

kCr =
n∑

k=r

kCr

(2) x+ y + z = kとなる場合の数は (k = 3, 4, · · · , n− 1)

(k個の玉の間にある k − 1個のしきりから 2個選ぶ場合の数)

k−1C2

したがって，(1)の結果を利用して
n−1∑
k=3

k−1C2 =
n−2∑
k=2

kC2 = n−1C3 =
1

6
(n − 1)(n − 2)(n − 3)

別解 x+ y + z + w = n (x, y, z, wは正の整数)となる場合の数であるから
(n個の玉の間にある n− 1個のしきりから 3個選ぶ場合の数)

n−1C3 =
1

6
(n − 1)(n − 2)(n − 3)
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(3) (i) x+ y + z = 3nを満たす正の整数の組 (x, y, z)の総数 Lは
(3n個の玉の間にある 3n− 1個のしきりから 2個選ぶ場合の数)

L = 3n−1C2 =
1

2
(3n− 1)(3n− 2)

(ii) x+ y+ z = 3n，x = y = zを満たす正の整数の組 (x, y, z)の総数M

は x = y = z = nの 1個であるから

M = 1

(iii) x+ y + z = 3n，x = y ̸= zを満たす正の整数の組 (x, y, z)の総数N

は，x = y = kとすると (kは正の整数)，z = 3n− 2kより，k = nを
除く場合である．
• nが奇数のとき (k ̸= n)

(x, y, z) = (k, k, 3n− 2k)

(
k = 1, 2, . . . ,

3n− 1

2

)

したがって N =
3n− 1

2
− 1 =

3n− 3

2
• nが偶数のとき (k ̸= n)

(x, y, z) = (k, k, 3n− 2k)

(
k = 1, 2, . . . ,

3n− 2

2

)

したがって N =
3n− 2

2
− 1 =

3n− 4

2

εn =
1 + (−1)n

2
とすると N =

3n− 3− εn
2

y = z ̸= xおよび z = x ̸= yを満たす正の整数の組 (x, y, z)の総数もN

であるから，x + y + z = 3n, x < y < zを満たす正の整数の組 (x, y, z)

の総数 Sは

S =
1

3!
(L−M − 3N)

=
1

3!

{
1

2
(3n− 1)(3n− 2)− 1− 3·3n− 3− εn

2

}
=

3

4
(n− 1)2 +

1

4
εn =

3

4
(n − 1)2 +

1 + (−1)n

8

■
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3 (1) B(0, b)，C

(
a

2
,
b

2

)
より，△OBCの重心Gは G

(
a

6
,
b

2

)
点C

(
a

2
,
b

2

)
を通り，直線OBに垂直な直線を ℓ とすると ℓ : y =

b

2

原点Oを通り，直線ABに垂直な直線をmとすると m : y =
a

b
x

ℓとmの交点，すなわち，△OBCの垂心をHとすると H

(
b2

2a
,
b

2

)
重心Gは外心Qと垂心Hを 1 : 2に内分する点1，すなわち，Qは線分GH

を 1 : 3に外分する点であるから

−→
OQ =

−3
−→
OG+

−→
OH

1− 3
=

3

2

−→
OG− 1

2

−→
OH

=
3

2

(
a

6
,
b

2

)
− 1

2

(
b2

2a
,
b

2

)
=

(
a2 − b2

4a
,
b

2

)
PはACの中点であるから

−→
OP =

1

2

−→
OA+

1

2

−→
OC =

1

2
(a, 0) +

1

2

(
a

2
,
b

2

)
=

(
3

4
a,

b

4

)

よって P

(
3

4
a,

b

4

)
, Q

(
a2 − b2

4a
,

b

2

)

O

y

x
A

B

a

C

P

b

H
ℓ

GQ
b
2

m

1http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki 2020.pdf 4

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2020.pdf
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(2) x軸上の点Rの座標をR(r, 0)とおくと
−→
PR =

(
r − 3

4
a,− b

4

)
,

−→
QR =

(
r − a2 − b2

4a
,− b

2

)
−→
PR⊥

−→
QRより，−→

PR·
−→
QR = 0であるから(

r − 3

4
a

)(
r − a2 − b2

4a

)
+

(
− b

4

)(
− b

2

)
= 0

r2 − 4a2 − b2

4a
r +

3a2 − b2

16
= 0

r2 −
(
a

4
+

3a2 − b2

4a

)
r +

a

4
·3a

2 − b2

4a
= 0(

r − a

4

)(
r − 3a2 − b2

4a

)
= 0

よって，点Rの座標は
(
a

4
, 0

)
,

(
3a2 − b2

4a
, 0

)
(3) ∠PRQ = ∠AOB =

π

2
であるから，直角を挟む 2辺の比に着目する．

(i) R
(a
4
, 0
)
のとき，−→

RP =

(
a

2
,
b

4

)
，−→
RQ =

(
− b2

4a
,
b

2

)
より

RP : RQ =
1

4

√
4a2 + b2 :

b

4a

√
4a2 + b2

= a : b = OA : OB

(ii) R

(
3a2 − b2

4a
, 0

)
のとき，−→

RP =

(
b2

4a
,
b

4

)
，−→
RQ =

(
−a

2
,
b

2

)
より

RP : RQ =
b

4a

√
a2 + b2 :

1

2

√
a2 + b2

= b : 2a

OA : OB = a : bであるから，条件を満たすとき

b : 2a = a : b ゆえに b =
√
2a

このとき 3a2 − b2

4a
=

3a2 − (
√
2a)2

4a
=

a

4

(i)，(ii)より，求める点Rは
(
a

4
, 0

)
■
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4 (1) z, Rn(z)を原点を中心にそれぞれ−2n− 1

6
πだけ回転した点を z1, z′1と

し，さらに，z1, z
′
1を−

√
3

2
だけ平行移動した点をそれぞれ z2, z

′
2とする．

z1 = ze

(
−2n− 1

6
π

)
, z′1 = Rn(z)e

(
−2n− 1

6
π

)
,

z2 = z1 −
√
3

2
, z′2 = z′1 −

√
3

2

z′2と z2は虚軸に関して対称であるから，z′2 = −z2より

z′1 −
√
3

2
= −

(
z1 −

√
3

2

)
z′1 = −z1 +

√
3

Rn(z)e

(
−2n− 1

6
π

)
= −ze

(
−2n− 1

6
π

)
+
√
3

= −ze

(
2n− 1

6
π

)
+
√
3

両辺に e

(
2n− 1

6

)
を掛けると

Rn(z) = e(π)ze

(
2n− 1

3
π

)
+
√
3e

(
2n− 1

6
π

)
= e

(
2n+ 2

3
π

)
z +

√
3e

(
2n− 1

6
π

)

よって θ1 =
2n + 2

3
π, θ2 =

2n − 1

6
π

O

Im

ReO

Im

Re

ℓn

ℓ′n

√
3
2

z

Rn(z)

z1 z′1 z2 z′2

O

Im

Re

e(n
3
π)

e(n−1
3
π)

e(π
3
)

e(−π
3
)
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(2) (1)の結果から

zn+1 = e

(
2n+ 2

3
π

)
zn +

√
3e

(
2n− 1

6
π

)
(A1)

(A1)の nを n+ 1に置き換えると

zn+2 = e

(
2n+ 4

3
π

)
zn+1 +

√
3e

(
2n+ 1

6
π

)
(A2)

(A1)を (A2)に代入すると

zn+2 = e

(
2n+ 4

3
π

){
e

(
−2n+ 2

3
π

)
zn +

√
3e

(
−2n− 1

6
π

)}
+
√
3e

(
2n+ 1

6
π

)
= e

(
2

3
π

)
zn +

√
3e

(
2n+ 9

6
π

)
+
√
3e

(
2n+ 1

6
π

)
= e

(
2

3
π

)
zn +

√
3e

(
2n+ 1

6
π

){
e

(
4

3
π

)
+ 1

}

e

(
4

3
π

)
+ 1 =

(
−1

2
−

√
3

2
i

)
+ 1 =

1

2
−

√
3

2
i = e

(
−π

3

)
より

zn+2 = e

(
2

3
π

)
zn +

√
3e

(
2n− 1

6
π

)

両辺に e

(
−n+ 2

3
π

)
を掛けると

e

(
−n+ 2

3

)
zn+2 = e

(
−n

3
π
)
zn +

√
3e

(
−5

6
π

)
(A3)

(i) nが奇数のとき，(A3)より

e
(
−n

3
π
)
zn = e

(
−π

3

)
z1 +

√
3e

(
−5

6
π

)
n− 1

2

zn = e

(
n− 1

3
π

){
(a+ bi) +

√
3e
(
−π

2

) n− 1

2

}
= e

(
n− 1

3
π

){
(a+ bi)−

√
3

2
(n− 1)i

}
(A4)
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(ii) nが偶数のとき，(A4)を (A1)に適用して

zn = e

(
2n

3
π

)
zn−1 +

√
3e

(
2n− 3

6
π

)
= e

(
2n

3
π

)
e

(
−n− 2

3
π

){
(a− bi) +

√
3

2
(n− 2)i

}
+
√
3e

(
2n− 3

6
π

)

= e

(
n+ 2

3
π

){
(a− bi) +

√
3

2
(n− 2)i+

√
3e

(
−7

6
π

)}

= e

(
n+ 2

3
π

){
(a− bi) +

√
3

2
(n− 2)i+

√
3

(
−
√
3

2
+

1

2
i

)}

= e

(
n+ 2

3
π

){
(a− bi)− 3

2
+

√
3

2
(n− 1)i

}
(A5)

(A4)，(A5)より
• nが奇数のとき

zn =

(
cos

n − 1

3
+ i sin

n − 1

3
π

){
(a + bi) −

√
3

2
(n − 1)i

}

• nが偶数のとき

zn =

(
cos

n + 2

3
+ i sin

n + 2

3
π

){
(a − bi) −

3

2
+

√
3

2
(n − 1)i

}

■
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5 g(x) = xke−xとおくと∫ 100

0

xke−x sin2(nx) dx =
1

2

∫ 100

0

g(x)(1− cos 2nx) dx

=
1

2

∫ 100

0

g(x) dx− 1

2

∫ 100

0

g(x) cos 2nx dx (1)

部分積分法により∫ 100

0

g(x) cos 2nx dx =
1

2n

[
g(x) sin 2nx

]100
0

− 1

2n

∫ 100

0

g′(x) sin 2nx dx

=
g(100) sin 200n

2n
− 1

2n

∫ 100

0

g′(x) sin 2nx dx (2)

[0, 100]における |g′(x)|の最大値をM とすると∣∣∣∣∫ 100

0

g′(x) sin 2nx dx

∣∣∣∣ ≦ ∫ 100

0

|g′(x)|| sin 2nx| dx ≦
∫ 100

0

M dx = 100M (3)

(2)，(3)より ∣∣∣∣∫ 100

0

g(x) cos 2nx dx

∣∣∣∣ ≦ |g(100)|
2n

+
50M

n

g(100)およびM は定数であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

∫ 100

0

g(x) cos 2nx dx = 0 (4)

(1)，(4)より

lim
n→∞

∫ 100

0

xke−x sin2(nx) dx =
1

2

∫ 100

0

g(x) dx =
1

2

∫ 100

0

xke−x dx (5)

(5)より
Jk =

∫ 100

0

xke−x dx

とおくと，Jk > 20をみたす最小の正の整数 kを求めればよい．
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(i) k = 1のとき

J1 =

∫ 100

0

xe−x dx = −
[
(x+ 1)e−x

]100
0

= 1− 101

e100
< 1

(ii) k = 2のとき

J2 =

∫ 100

0

x2e−x dx = −
[
(x2 + 2x+ 2)e−x

]100
0

= 2− 1002 + 2·100 + 2

e100
< 2

(iii) k = 3のとき

J3 =

∫ 100

0

x3e−x dx = −
[
(x3 + 3x2 + 6x+ 6)e−x

]100
0

= 6− 1003 + 3·1002 + 6·100 + 6

e100
< 6

(iv) k = 4のとき

J4 =

∫ 100

0

x4e−x dx = −
[
(x4 + 4x3 + 12x2 + 24x+ 24)e−x

]100
0

= 24− 1004 + 4·1003 + 12·1002 + 24·100 + 24

e100

e > 2より，e10 > 210 > 103であるから，e100 > 1030に注意して

J4 > 24− 108 + 4·106 + 12·104 + 24·102 + 24

1030

> 24− 108(1 + 4 + 12 + 24 + 24)

1030

> 24− 108·102

1030
= 24− 1

1020
> 23

(i)～(iv)より k = 4
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解説 f(x)を何回でも微分可能な関数とし

φk(x) =
1

k

{
f(x)− f ′(x)

k
+

f ′′(x)

k2
− f ′′′(x)

k3
+ · · ·

}
とおくと

φ′
k(x) =

1

k

{
f ′(x)− f ′′(x)

k
+

f ′′′(x)

k2
− · · ·

}
= −

{
−f ′(x)

k
+

f ′′(x)

k2
− f ′′′(x)

k3
+ · · ·

}
= f(x)−

{
f(x)− f ′(x)

k
+

f ′′(x)

k2
− f ′′′(x)

k3
+ · · ·

}
= f(x)− kφk(x)

よって {φk(x)e
kx}′ = φ′

k(x)e
kx + kφk(x)e

kx

= {f(x)− kφk(x)}ekx + kφk(x)e
kx

= f(x)ekx

したがって∫
f(x)ekx dx = φk(x)e

kx + C (Cは積分定数)

=
1

k

{
f(x)− f ′(x)

k
+

f ′′(x)

k2
− f ′′′(x)

k3
+ · · ·

}
ekx + C

とくに，k = ±1のとき∫
f(x)ex dx = {f(x)− f ′(x) + f ′′(x)− f ′′′(x) + · · · }ex + C∫
f(x)e−x dx = −{f(x) + f ′(x) + f ′′(x) + f ′′′(x) + · · · }e−x + C

■


