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平成30年度　東京工業大学　２次試験前期日程 (数学問題)180分

理・工・生命理工　数 I・II・III・A・B　平成30年2月25日

問題 1 2 3 4 5

1 a，b，cを実数とし，3つの 2次方程式

x2 + ax+ 1 = 0 · · · 1©
x2 + bx+ 2 = 0 · · · 2©
x2 + cx+ 3 = 0 · · · 3©

の解を複素数平面上で考察する．

(1) 2つの方程式 1©， 2©がいずれも実数解を持たないとき，それらの解はす
べて同一円周上にあるか，またはすべて同一直線上にあることを示せ．ま
た，それらの解がすべて同一円周上にあるとき，その円の中心と半径を a，
b を用いて表せ．

(2) 3つの方程式 1©， 2©， 3©がいずれも実数解を持たず，かつそれらの解が
すべて同一円周上にあるための必要十分条件を a，b，cを用いて表せ．

2 次の問に答えよ．

(1) 35x+ 91y + 65z = 3を満たす整数の組 (x, y, z)を一組求めよ．

(2) 35x+ 91y + 65z = 3を満たす整数の組 (x, y, z)の中で x2 + y2 の値が最
小となるもの，およびその最小値を求めよ．

3 方程式
ex(1− sinx) = 1

について，次の問に答えよ．

(1) この方程式は負の実数解を持たないことを示せ．また，正の実数解を無限
個持つことを示せ．

(2) この方程式の正の実数解を小さい方から順に並べて a1, a2, a3, · · · とし，

Sn =
n∑

k=1

akとおく．このとき極限値 lim
n→∞

Sn

n2
を求めよ．
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4 xyz空間内において，連立不等式

x2

4
+ y2 5 1, |z| 5 6

により定まる領域をV とし，2点 (2, 0, 2)，(−2, 0,−2)を通る直線を `とする．

(1) |t| 5 2
√
2を満たす実数 tに対し，点Pt

(
t√
2
, 0,

t√
2

)
を通り `に垂直な

平面をHtとする．また，実数 θに対し，点 (2 cos θ, sin θ, 0)を通り z軸
に平行な直線を Lθとする．LθとHtとの交点の z座標を tと θを用いて
表せ．

(2) `を回転軸に持つ回転体で V に含まれるものを考える．このような回転体
のうちで体積が最大となるものの体積を求めよ．

5 xyz空間内の一辺の長さが 1の立方体

{(x, y, z) | 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 1, 0 5 z 5 1}

をQとする．点Xは頂点A(0, 0, 0)から出発してQの辺上を 1秒ごとに長さ
1だけ進んで隣の頂点に移動する．Xが x軸，y軸，z軸に平行に進む確率はそ
れぞれ p，q，rである．ただし

p = 0, q = 0, r = 0, p+ q + r = 1

である．Xが n秒後に頂点A(0, 0, 0)，B(1, 1, 0)，C(1, 0, 1)，D(0, 1, 1)に
ある確率をそれぞれ an，bn，cn，dnとする．

(1) an+2を an，bn，cn，dnと p，q，rを用いて表せ．

(2) an − bn + cn − dnを p，q，r，nを用いて表せ．

(3) anを p，q，r，nを用いて表せ．
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解答例

1 (1) x2 + ax+ 1 = 0 · · · 1©，x2 + bx+ 2 = 0 · · · 2©，x2 + cx+ 3 = 0 · · · 3©

a, bは実数で， 1©， 2©は実数解を持たないから， 1©の 2解を α, αとし，
2©の 2解を β, βとすると，解と係数の関係により

α + α = −a, αα = 1, β + β = −b, ββ = 2 · · · (∗)

したがって Re(α) =
α+ α

2
= −a

2
, Re(β) =

β + β

2
= − b

2

(i) a = bのとき，Re(α) = Re(β)であるから，このとき，4点α, α, β, β

は点−a

2
を通り虚軸に平行な直線上にある．

(ii) a 6= bのとき，2点α, αを通る円の中心は実軸上にあり，2点 β, βを
通る円の中心も実軸上にある．この円の中心を kとすると (kは実数)，
次式を満たすとき，4点 α, α, β, β を通る円が存在する．

|α− k| = |β − k| ゆえに αα− (α + α)k = ββ − (β + β)k

(∗)により 1 + ak = 2 + bk ゆえに k =
1

a − b

また，この円の半径を rとすると

r2 = |α− k|2 = αα− (α + α)k + k2

= 1 + ak + k2 = 1 +
a

a− b
+

1

(a− b)2
=

2a2 − 3ab+ b2 + 1

(a− b)2

よって r =

√
2a2 − 3ab + b2 + 1

|a − b|

(2) 3©の 2解を γ, γとすると γ + γ = −c, γγ = 3 · · · (∗∗)

b = cのとき，(i)と同様にして，Re(β) = Re(γ)となる．このとき，4点
β, β, γ, γ は同一直線上にあり，不適．

したがって，b 6= cのとき，(ii)の結果および次式を満たせばよい．

|β − k| = |γ − k| ゆえに ββ − (β + β)k = γγ − (γ + γ)k

(∗)，(∗∗)により 2 + bk = 3 + ck ゆえに k =
1

b− c

1©， 2©， 3©が実数解を持たないことと上式および (ii)から

a2 − 4 < 0, b2 − 8 < 0, c2 − 12 < 0, a − b = b − c 6= 0

注意 解答を a2 < 4, b2 < 8, c2 < 12, a 6= b, a + c = 2b としてもよい．
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別解 λ1 = a，λ2 = b，λ3 = cとおく．

x2 + λ1x+ 1 = 0 · · · 1©，x2 + λ2x+ 2 = 0 · · · 2©，x2 + λ3x+ 3 = 0 · · · 3©

1©， 2©， 3©は実数解を持たないから

λj = −2
√
j cos θj (0 < θj < π)

xj =
√

j (cos θj + i sin θj) (j = 1, 2, 3)

とおくと，x1，x1は 1©の解，x2，x2は 2©の解，x3，x3は 3©の解である．
6点 xj, xj (j = 1, 2, 3)の実軸に関する
対称性により，この 6点を通る円の中心を
k(kは実数)，半径を rとする．右の図の三
角形に余弦定理を適用すると

r2 = j + k2 − 2|k|
√
j cos θj

r2 − k2 = j + |k|λj

　

O

Im

Re

θj

√
j

xj

r

k

これに j = 1, 2, 3を代入すると

r2 − k2 = 1 + |k|a = 2 + |k|b = 3 + |k|c

したがって |k|(a− b) = |k|(b− c) = 1

1©， 2©， 3©が実数解を持たないことと上式から

a2 − 4 < 0, b2 − 8 < 0, c2 − 12 < 0, a− b = b− c 6= 0 �

2 (1) 35x+ 91y + 65z = 3は，5·7x+ 7·13y + 5·13z = 3 · · · (∗)

35x ≡ 3 (mod 13), 91y ≡ 3 (mod 5), 65z ≡ 3 (mod 7)

ゆえに x ≡ 9 (mod 13), y ≡ 3 (mod 5), z ≡ 5 (mod 7)

整数 a，b，cを用いて

x = 9 + 13a, y = 3 + 5b, z = 5 + 7c · · · (∗∗)

(∗∗)を (∗)に代入すると 5·7(9 + 13a) + 7·13(3 + 5b) + 5·13(5 + 7c) = 3

整理すると a+ b+ c = −2

a = b = −1, c = 0とすると (x, y, z) = (−4,−2, 5)

(2) |x| = 4 (等号は x = −4のとき)，|y| = 2 (等号は y = −2のとき)である
から，(x, y, z) = (−4,−2, 5)のとき，x2 + y2の最小値は 20 �
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3 (1) 方程式 ex(1− sin x) = 1を変形すると 1− e−x = sin x · · · (∗)

(∗)より，f(x) = 1− e−x − sin xとおくと f ′(x) = e−x − cos x

f(0) = 0, x < 0 のとき f ′(x) > 0

x < 0 において f(x) < 0 であるから，x < 0において (∗)の解はない．

x > 0において，0 < 1− e−x < 1．基本周期 2πの周期関数 sinxの値域は
−1 5 sinx 5 1であるから，(∗)の正の解は無限個ある．

O

y

x

1

−1

ππ
2

2π 5π
2

3π

(2) f(π
2
) < 0，f(π) > 0より π

2
< a1 < π

kを自然数とすると

f(2kπ) > 0, f
((
2k + 1

2

)
π
)
< 0, f((2k + 1)π) > 0

ゆえに 2kπ < a2k < (2k + 1
2
)π < a2k+1 < (2k + 1)π

m∑
k=1

a2k−1 <
m∑
k=1

(2k − 1)π = m2π

m∑
k=1

a2k >
m∑
k=1

2kπ = m(m+ 1)π

m∑
k=1

a2k−1 <

m∑
k=1

a2k であるから 2m2π <

2m∑
k=1

ak < 2m(m+ 1)π

π

2
<

1

(2m)2

2m∑
k=1

ak <
π

2

(
1 +

1

m

)
はさみうちの原理により

lim
m→∞

1

(2m)2

2m∑
k=1

ak =
π

2
よって lim

n→∞

Sn

n2
=

π

2

�
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4 (1) 点 (2 cos θ, sin θ, 0) を Q とし，Q を
通り z軸に平行な直線 Lθ と平面Htの
交点を R(2 cos θ, sin θ, zR)とすると，

Pt

(
t√
2
, 0,

t√
2

)
より

−−→
PtR =

(
2 cos θ − t√

2
, sin θ, zR − t√

2

)
直線 `の方向ベクトルを ~v = (1, 0, 1)

とすると，~v·
−−→
PtR = 0 であるから

　
`

Pt

Lθ

Ht

(2,0,2)

(−2,0,−2)

Q

R

V

O

1

(
2 cos θ − t√

2

)
+ 1

(
zR − t√

2

)
= 0 よって zR =

√
2t − 2 cos θ

(2) (1)の結果から
−−→
PtR =

(
2 cos θ − t√

2
, sin θ,

t√
2
− 2 cos θ

)

|
−−→
PtR|2 =

(
2 cos θ − t√

2

)2

+ sin2 θ +

(
t√
2
− 2 cos θ

)2

= 7 cos2 θ − 4
√
2t cos θ + t2 + 1

= 7

(
cos θ − 2

√
2t

7

)2

+ 1− t2

7

|
−−→
PtR|2の最小値を r2とすると

r2 =


1− t2

7

(
|t| 5 7

2
√
2

)
(|t| − 2

√
2)2

(
7

2
√
2
5 |t| 5 2

√
2

)
よって，求める回転体の体積は，r2が tに関する偶関数であるから

2π

∫ 7
2
√
2

0

(
1− t2

7

)
dt+ 2π

∫ 2
√
2

7
2
√
2

(t− 2
√
2)2 dt

=2π

[
t− t3

21

] 7
2
√

2

0

+
2π

3

[
(t− 2

√
2)3

]2√2

7
2
√

2

=
5
√
2

2
π

�
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5 (1) Xが n秒後にA，B，C，Dにある確率がそれぞれ an，bn，cn，dnより

nが偶数のとき an + bn + cn + dn = 1

nが奇数のとき an = bn = cn = dn = 0

Xが n+ 2秒後にAにあるとき，Xは n秒後
に 4点A，B，C，Dのいずれかある．このと
き，これらの 4点からAに移動する確率は

(i) Xがn秒後にAにあるとき p2+ q2+ r2

(ii) Xが n秒後にBにあるとき 2pq

(iii) Xが n秒後にCにあるとき 2rp

(iv) Xが n秒後にDにあるとき 2qr

　

x

y

z

1

C

1
B

1

D

O
A

よって，次の確率漸化式が成立する．

an+2 = (p2 + q2 + r2)an + 2pqbn + 2rpcn + 2qrdn

(2) (1)と同様にして，cn+2を an，bn，cn，dnを用いて表すと

cn+2 = 2rpan + 2qrbn + (p2 + q2 + r2)cn + 2pqdn

上式および (1)の辺々を加えると

an+2 + cn+2 = (p2 + q2 + r2 + 2rp)(an + cn) + (2pq + 2qr)(bn + dn)

= (p2 + q2 + r2 + 2rp)(an + cn) + (2pq + 2qr)(1− an − cn)

= (p2 + q2 + r2 − 2pq − 2qr + 2rp)(an + cn) + 2q(p+ r)

= (p− q + r)2(an + cn) + 2q(1− q)

= (1− 2q)2(an + cn) + 2q(1− q)

したがって an+2 + cn+2 −
1

2
= (1− 2q)2

(
an + cn −

1

2

)
nが偶数のとき，a0 = 1，c0 = 0より

an + cn −
1

2
= (1− 2q)n·1

2
ゆえに an + cn =

1

2
{1 + (1− 2q)n}

an − bn + cn − dn = an + cn − (bn + dn) = 2(an + cn)− 1より

an − bn + cn − dn =

{
(1 − 2q)n (nが偶数)

0 (nが奇数)
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(3) bn+2, cn+2を an，bn，cn，dnを用いて表すと

bn+2 = 2pqan + (p2 + q2 + r2)bn + 2qrcn + 2rpdn · · · 1©
dn+2 = 2qran + 2rpbn + 2pqcn + (p2 + q2 + r2)dn · · · 2©

これらは (1),(2)で求めた確率漸化式

an+2 = (p2 + q2 + r2)an + 2pqbn + 2rpcn + 2qrdn

cn+2 = 2rpan + 2qrbn + (p2 + q2 + r2)cn + 2pqdn

に対して， 1©は bn (bn+2)と cn (cn+2)，qと rを交換したものであり， 2©
は dn (dn+2)と cn (cn+2)，qと pを交換したものである．b0 = 0，d0 = 0で
あるから，(2)と同様にして

an + bn =
1

2
{1 + (1− 2r)n}

an + dn =
1

2
{1 + (1− 2p)n}

上の 2式と an + cn =
1

2
{1 + (1− 2q)n}の辺々を加えると

2an + (an + bn + cn + dn) =
1

2
{3 + (1− 2p)n + (1− 2q)n + (1− 2r)n}

an + bn + cn + dn = 1であるから

an =


1

4
{1 + (1 − 2p)n + (1 − 2q)n + (1 − 2r)n} (nが偶数)

0 (nが奇数)

補足 anを求めたことにより，an + bn，an + cn，an + dnの結果により，nが偶
数のとき

bn =
1

4
{1− (1− 2p)n − (1− 2q)n + (1− 2r)n}

cn =
1

4
{1− (1− 2p)n + (1− 2q)n − (1− 2r)n}

dn =
1

4
{1 + (1− 2p)n − (1− 2q)n − (1− 2r)n}

�


