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平成20年度　東京工業大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理・工・生命理工　数 I・II・III・A・B・C　平成20年2月25日

問題 1 2 3 4

1 正の実数 a，bに対し，x > 0で定義された 2つの関数 xaと log bxのグラフが 1

点で接するとする．

(1) 接点の座標 (s, t)を aを用いて表せ．また，bを aの関数として表せ．

(2) 0 < h < sをみたす hに対し，直線 x = hおよび 2つの曲線 y = xa，
y = log bxで囲まれる領域の面積をA(h)とする．lim

h→0
A(h)を aで表せ．

2 実数 xに対し，x以上の最小の整数を f(x)とする．a，bを正の実数とすると
き，極限

lim
x→∞

xc

(
1

f(ax− 7)
− 1

f(bx+ 3)

)
が収束するような実数 cの最大値と，そのときの極限値を求めよ．

3 いびつなサイコロがあり，1から 6までのそれぞれの目が出る確率が
1

6
とは限

らないとする．このサイコロを 2回ふったとき同じ目が出る確率を P とし，1

回目に奇数，2回目に偶数の目が出る確率をQとする．

(1) P = 1

6
であることを示せ．また，等号が成立するための必要十分条件を

求めよ．

(2)
1

4
= Q = 1

2
− 3

2
P であることを示せ．

4 平面の原点Oを端点とし，x軸となす角がそれぞれ−α, α
(
ただし 0 < α <

π

3

)
である半直線をL1，L2とする．L1上に点P，L2上に点Qを線分PQの長さが
1となるようにとり，点Rを，直線 PQに対し原点Oの反対側に4PQRが正
三角形になるようにとる．

(1) 線分 PQが x軸と直交するとき，点Rの座標を求めよ．

(2) 2点P，Qが，線分PQの長さを 1に保ったままL1, L2上を動くとき，点
Rの軌跡はある楕円の一部であることを示せ．
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解答例

1 (1) f(x) = xa，g(x) = log bxとおくと f ′(x) = axa−1，g′(x) =
1

x
2つの関数 f(x)と g(x)のグラフが (s, t)で接するとき

t = f(s) = g(s), f ′(s) = g′(s)

したがって t = sa = log bs, asa−1 =
1

s
· · · (∗)

上の第 2式から asa = 1 ゆえに sa = a−1 よって t = a−1

また，sa = a−1より s = a− 1
a

(∗)の第 1式から
1

a
= log bs · · · 1© ゆえに bs = e

1
a

したがって ba−
1
a = e

1
a よって b = a

1
ae

1
a

(2) ϕ(x) = f(x)− g(x)とおくと (x > 0)

ϕ′(x) = f ′(x)− g′(x) = axa−1 − 1

x
=

a

x
(xa − a−1) =

a

x
(xa − sa)

ϕ(x)の増減表は，ϕ(s) = f(s)− g(s) = 0に注意して

x (0) · · · s · · ·
ϕ′(x) − 0 +

ϕ(x) ↘ 0 ↗

0 < h < sをみたすhに対し，直線x = hおよび 2曲線 y = f(x)，y = g(x)

で囲まれる領域の面積A(h)は，sa = a−1， 1©に注意して

A(h) =

∫ s

h

{f(x)− g(x)} dx =

∫ s

h

(xa − log bx) dx

=

[
xa+1

a+ 1
− x log bx+ x

]s
h

=
sa+1

a+ 1
− ha+1

a+ 1
− s log bs+ h log bh+ s− h

= s

(
sa

a+ 1
− log bs+ 1

)
− ha+1

a+ 1
+ h log bh− h

= a−
1
a

{
1

a(a+ 1)
− 1

a
+ 1

}
− ha+1

a+ 1
+ h log bh− h

=
a1−

1
a

a+ 1
− ha+1

a+ 1
+ h log b+ h log h− h · · · (∗∗)
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ここで，λ(x) =
2√
x
+ log xについて

λ′(x) = − 1

x
√
x
+

1

x
=

√
x− 1

x
√
x

x (0) · · · 1 · · ·
λ′(x) − 0 +

λ ↘ 2 ↗

0 < x < 1において
2√
x
+ log x > 0

− 2√
x
< log x < 0 ゆえに − 2

√
x < x log x < 0

lim
x→+0

(−2
√
x) = 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→+0

x log x = 0

上の結果に注意すると，(∗∗)から lim
h→0

A(h) =
a1− 1

a

a + 1

補足 x > 0のとき
∫ x

0

(et − 1) dt > 0 ゆえに ex − 1− x > 0

さらに
∫ x

0

(et − 1− t) > 0 ゆえに ex − 1− x− x2

2
> 0

x > 0のとき 0 <
x

ex
<

x

1 + x+ x2

2

lim
x→∞

x

1 + x+ x2

2

= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→∞

x

ex
= 0

h = e−xとおくと，h → +0のとき，x → ∞であるから

lim
h→+0

h log h = lim
x→∞

(−xe−x) = lim
x→∞

(
− x

ex

)
= 0

�
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2 与えられた f(x)について，一般に次が成立する．

x 5 f(x) < x+ 1, f(x+ n) = f(x) + n (nは整数)

x > 0に対して px+ q 5 f(px+ n) < px+ q + 1

したがって p+
q

x
5 f(px+ q)

x
< p+

q + 1

x

lim
x→∞

(
p+

q

x

)
= lim

x→∞

(
p+

q + 1

x

)
= p であるから，はさみうちの原理により

lim
x→∞

f(px+ q)

x
= p

(i) a 6= bのとき

lim
x→∞

xc

(
1

f(ax− 7)
− 1

f(bx+ 3)

)
= lim

x→∞
xc·f(bx+ 3)− f(ax− 7)

f(ax− 7)f(bx+ 3)

= lim
x→∞

xc−1

f(bx+ 3)

x
− f(ax− 7)

x
f(ax− 7)

x
·f(bx+ 3)

x

これが収束するような実数 cの最大値は 1，そのときの極限値は
b − a

ab

(ii) a = bのとき

lim
x→∞

xc

(
1

f(ax− 7)
− 1

f(ax+ 3)

)
= lim

x→∞
xc·f(ax+ 3)− f(ax− 7)

f(ax− 7)f(ax+ 3)

= lim
x→∞

xc·f(ax) + 3− {f(ax)− 7}
f(ax− 7)f(ax+ 3)

= lim
x→∞

xc· 10

f(ax− 7)f(ax+ 3)

= lim
x→∞

xc−2 10

f(ax− 7)

x
·f(ax+ 3)

x

これが収束するような実数 cの最大値は 2，そのときの極限値は
10

a2
�
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3 (1) サイコロを 1回ふって iの目が出る確率を piとする (i = 1, 2, · · · , 6)．
コーシー・シュワルツの不等式により

(12 + 12 + 12 + 12 + 12 + 12)(p1
2 + p2

2 + p3
2 + p4

2 + p5
2 + p6

2)

= (1p1 + 1p2 + 1p3 + 1p4 + 1p5 + 1p6)
2

p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6 = 1であるから

6(p1
2 + p2

2 + p3
2 + p4

2 + p5
2 + p6

2) = 1

よって P = p1
2 + p2

2 + p3
2 + p4

2 + p5
2 + p6

2 = 1

6

また，上式において等号が成立するための必要十分条件は

p1 = p2 = p3 = p4 = p5 = p6 =
1

6

(2) サイコロを 1回ふって奇数の目の出る確率を xとすると，1回目に奇数，2

回目に偶数の目が出る確率Qは

Q = x(1− x) = −
(
x− 1

2

)2

+
1

4
5 1

4
· · · (∗)

(p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6)(p1 + p2 + p3 + p4 + p5 + p6) = 1より

p1
2 + p2

2 + p3
2 + p4

2 + p5
2 + p6

2 + 2(p1 + p3 + p5)(p2 + p4 + p6)

+ 2(p1p3 + p1p5 + p3p5) + 2(p2p4 + p2p6 + p4p6) = 1

したがって

P + 2Q+ 2(p1p3 + p1p5 + p3p5) + 2(p2p4 + p2p6 + p4p6) = 1 · · · 1©

ここで

(p1 − p3)
2 + (p1 − p5)

2 + (p3 − p5)
2

+(p2 − p4)
2 + (p2 − p6)

2 + (p4 − p6)
2 = 0

2P − 2(p1p3 + p1p5 + 33p5)− 2(p2p4 + p2p6 + p4p6) = 0 · · · 2©

1©， 2©より

3P + 2Q = 1 ゆえに Q = 1

2
− 3

2
P · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)より 1

4
= Q = 1

2
− 3

2
P �
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4 (1) p = OP，q = OQとすると

P(p cosα,−p sinα), Q(q cosα, q sinα)

−→
QP =

(
(p− q) cosα

−(p+ q) sinα

)

|
−→
QP|2 = 1より

　

O

y

x

P

Q

R

L1

L2

α
−α
p

q

1 1

1

(p− q)2 cos2 α + (p+ q)2 sin2 α = 1 · · · (∗)

−→
QRは

−→
QPを

π

3
だけ回転させたものであるから

−→
OR =

−→
OQ+

(
cos π

3
− sin π

3

sin π
3

cos π
3

)
−→
QP

=

(
q cosα

q sinα

)
+

1

2

(
1 −

√
3√

3 1

)(
(p− q) cosα

−(p+ q) sinα

)

=
1

2

(
(p+ q)(cosα +

√
3 sinα)

(p− q)(− sinα+
√
3 cosα)

)
· · · 1©

=

(
(p+ q) cos

(
π
3
− α

)
(p− q) sin

(
π
3
− α

) ) · · · (∗∗)

線分 PQが x軸と直交するとき，p = qであるから，これを (∗)に代入す
ると

(2p)2 sin2 α = 1 ゆえに p = q =
1

2 sinα

これを 1©に代入すると

−→
OR =

1

2

(
cotα+

√
3

0

)
よって R

(
cotα +

√
3

2
, 0

)

別解 複素数平面上に 2点 P(p(cosα− i sinα))，Q(q(cosα + i sinα))をとると，
点Rは

q(cosα + i sinα) + {p(cosα− i sinα)− q(cosα + i sinα)}
(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
=
1

2
(p+ q)(cosα +

√
3 sinα) +

1

2
(p− q)(− sinα +

√
3 cosα)i

=(p+ q) cos
(π
3
− α

)
+ (p− q)i sin

(π
3
− α

)
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(2) R(x, y)とすると，(∗∗)より

x = (p+ q) cos
(π
3
− α

)
, y = (p− q) sin

(π
3
− α

)
ゆえに p+ q =

x

cos
(
π
3
− α

)，p− q =
y

sin
(
π
3
− α

)
上の 2式を (∗)に代入すると

y2

sin2
(
π
3
− α

) cos2 α +
x2

cos2
(
π
3
− α

) sin2 α = 1

したがって
x2(

cos(π
3
−α)

sinα

)2 +
y2(

sin(π
3
−α)

cosα

)2 = 1

よって，点Rは上の楕円の一部である． �


