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平成17年度　東京工業大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理・工・生命理工　数 I・II・III・A・B・C　平成17年2月25日

問題 1 2 3 4

1 eを自然対数の底とし，数列 {an}を次式で定義する．

an =

∫ e

1

(log x)n dx (n = 1, 2, · · · )

(1) n = 3のとき，次の漸化式を示せ．

an = (n− 1)(an−2 − an−1)

(2) n = 1に対し an > an+1 > 0なることを示せ．

(3) n = 2のとき，以下の不等式が成立することを示せ．

a2n <
3·5 · · · (2n− 1)

4·6 · · · (2n)
(e− 2)

2 1から 6までの目が
1

6
の確率で出るサイコロを振り，1回目に出る目を α，2回

目に出る目を β とする．2次式 (x − α)(x − β) = x2 + sx + tを f(x)とおき
f(x)2 = x4 + ax3 + bx2 + cx+ dとする．

(1) sおよび tの期待値を求めよ．

(2) a, b, cおよび dの期待値を求めよ．

3 Dを半径 1の円盤，C を xy平面の原点を中心とする半径 1の円周とする．D

がつぎの条件 (a)，(b)を共に満たしながら xyz空間内を動くとき，Dが通過す
る部分の体積を求めよ．

(a) Dの中心はC上にある．

(b) Dが乗っている平面は常にベクトル (0, 1, 0)と直交する．

4 実数 x, yが x2 + y2 5 1を満たしながら変化するとする．

(1) s = x+y, t = xyとするとき，点 (s, t)の動く範囲を st平面上に図示せよ．

(2) 負でない定数m = 0をとるとき，xy+m(x+ y)の最大値，最小値をmを
用いて表せ．
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解答例

1 (1) an =

∫ e

1

(log x)n dxより (n = 1, 2, · · · )

an =

∫ e

1

(x)′(log x)n dx =

[
x(log x)n

]e
1

−
∫ e

1

xn(log x)n−1·1
x
dx

= e− n

∫ e

1

(log x)n−1 dx · · · (∗)

ゆえに an = e− nan−1 · · · (∗∗) さらに an−1 = e− (n− 1)an−2

上の第 1式から第 2式の辺々の差をとると

an − an−1 = −nan−1 + (n− 1)an−2

したがって an = (n− 1)(an−2 − an−1)

(2) an =

∫ e

1

(log x)n dx > 0, an+1 =

∫ e

1

(log x)n+1 dx > 0

上の第 1式および (1)の結果から (n− 1)(an−2 − an−1) > 0 (n = 3)

n = 3のとき an−2 − an−1 > 0 ゆえに an−2 > an−1

よって，n = 1に対し an > an+1 > 0

別解 n = 1に対して an+1 =

∫ e

1

(log x)n+1 dx > 0

an − an+1 =

∫ e

1

(log x)n dx−
∫ e

1

(log x)n+1 dx

=

∫ e

1

(log x)n(1− log x) dx > 0

よって，n = 1に対して an > an+1 > 0

(3) (1),(2)の結果から (n− 1)an−2 = an + (n− 1)an−1, an−1 > an

上の 2式から (n− 1)an−2 = an + (n− 1)an−1 > an + (n− 1)an

したがって (n− 1)an−2 > nan ゆえに
an
an−2

<
n− 1

n

(∗)より a1 = 1 さらに (∗∗)より a2 = e− 2a1 = e− 2

n∏
k=2

a2k
a2k−2

<

n∏
k=2

2k − 1

2k
ゆえに

a2n
a2

<

n∏
k=2

2k − 1

2k

よって，n = 2のとき a2n <
3·5 · · · (2n− 1)

4·6 · · · (2n)
(e− 2)
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補足 (∗∗)より an + nan−1 = e (n = 2)

(−1)nan
n!

− (−1)n−1an−1

(n− 1)!
=

(−1)ne

n!

a0 = e− 1，a1 = 1より，n = 1について上式は成立する．

e
n∑

k=1

(−1)k

k!
=

n∑
k=1

{
(−1)kak

k!
− (−1)k−1ak−1

(k − 1)!

}
=

(−1)nan
n!

− a0

したがって
(−1)nan

n!
= a0 + e

n∑
k=1

(−1)k

k!
= e

n∑
k=0

(−1)k

k!
− 1

よって an = (−1)nn!

{
e

n∑
k=0

(−1)k

k!
− 1

}
(n = 0, 1, 2, · · · )

解説 an =

∫ 1

0

xnex dxと変形できるから，部分積分法 1

∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)− f (1)(x)g(−1)(x) + f (2)(x)g(−2)(x)

· · ·+ (−1)nf (n)(x)g(−n)(x) + (−1)n+1

∫
f (n+1)(x)g(−n)(x) dx

に f(x) = xn, g′(x) = exを適用すると，f (n+1)(x) = 0より

an =

[
{f(x)− f ′(x) + f ′′(x) + · · · (−1)nf (n)(x)}ex

]1
0

= e
n∑

k=0

(−1)kf (k)(1)− (−1)nf (n)(0)

= e
n∑

k=0

(−1)kn!

(n− k)!
− (−1)nn!

n∑
k=0

(−1)kn!

(n− k)!
=

n∑
k=0

(−1)n−kn!

k!
より，上の 2つの結果は一致する． �

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai 2020.pdf (p.14を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai_2020.pdf
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2 (1) (x− α)(x− β) = x2 + sx+ tより s = −α− β，t = αβ

E(α) = E(β) =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

7

2

確率変数 α, βは独立であるから

E(s) = E(−α− β) = −E(α)− E(β) = −7

2
− 7

2
= −7

E(t) = E(αβ) = E(α)E(β) =
7

2
·7
2
=

49

4

(2) E(α2) = E(β2) =
1

6
(12 + 22 + 32 + 42 + 52 + 62) =

91

6

f(x) = (x− α)(x− β)より

f(x)2 = (x− α)2(x− β)2

= {x2 − (α + β)x+ αβ}2

= x4 − 2(α + β)x3 + {(α + β)2 + 2αβ}x2

− 2αβ(α + β)x+ (αβ)2

f(x)2 = x4 + ax3 + bx2 + cx+ dと係数を比較して

a = −2α− 2β, b = α2 + β2 + 4αβ, c = −2α2β − 2αβ2, d = α2β2

確率変数 α, βは独立であるから

E(a) = E(−2α− 2β) = −2E(α)− 2E(β)

= −2·7
2
− 2·7

2
= −14

E(b) = E(α2 + β2 + 4αβ) = E(α2) + E(β2) + 4E(α)E(β)

=
91

6
+

91

6
+ 4·7

2
·7
2
=

238

3

E(c) = E(−2α2β − 2αβ2) = −2E(α2)E(β)− 2E(α)E(β2)

= −2·91
6
·7
2
− 2·7

2
·91
6

= −
637

3

E(d) = E(α2β2) = E(α2)E(β2)

=
91

6
·91
6

=
8281

36

�
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3 Dの平面 y = t (0 5 t 5 1)における断面積を S(t)とし，t = sin θ (0 5 θ 5 π
2
)

とおくと，下の図から

S(t)

2
=

1

2
·12(2π − 2θ) +

1

2
·12 sin 2θ

S(t) = 2π − 2θ + sin 2θ

O

y

x

t

s

1

1
θ

O

z

x

B A

B A
s−s−s

t
1

θ

C

平面 y = tにおけるDの断面

Dの通過する領域は，平面 y = 0に関して対称であり，その体積を V とすると

V = 2

∫ 1

0

S(t) dt = 2

∫ π
2

0

(2π − 2θ + sin 2θ) cos θ dθ

= 4

∫ π
2

0

(π cos θ − θ cos θ + sin θ cos2 θ) dθ

= 4

[
π sin θ − θ sin θ − cos θ − 1

3
cos3 θ

]π
2

0

= 2π +
16

3

�

4 (1) s = x+ y, t = xyより，x, yを解とする λに関する 2次方程式は

(∗) λ2 − sλ+ t = 0

このとき，2次方程式 (∗)は実数解をもつから，係数について

(−s)2 − 4·1·t = 0 ゆえに t 5 1

4
s2 · · · 1©

実数 x, yは，x2 + y2 5 1を満たすから，x2 + y2 = (x+ y)2 − 2xyより

(x+ y)2 − 2xy = s2 − 2t 5 1 ゆえに t = 1

2
s2 − 1

2
· · · 2©
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求める領域は，下図のように 1©， 2©を同時に満たす範囲で境界線を含む．

O

t

s

−1
2

√
2−

√
2

1
2

t = 1
4s

2

t = 1
2s

2 − 1
2

(2) xy +m(x+ y) = t+msより，この最大値，最小値は，(1)の結果から，

それぞれ，t =
1

4
s2, t =

1

2
s2 − 1

2
(−

√
2 5 s 5

√
2)でその値をとる．

f(s) =
1

4
s2 +msとおくと (−

√
2 5 s 5

√
2)

f(s) =
1

4
(s+ 2m)2 −m2

よって，m = 0より，最大値 f(
√
2) = 2 + m

√
2

補足 定義域−
√
2 5 s 5

√
2の中央値 0が軸 x = −2mより右側にあるから，

定義域の右端で最大値をとる．

s−2m−
√
2

√
2

f(s) = 1
4s

2 +ms

s−m−
√
2

√
2

g(s) = 1
2s

2 +ms− 1
2

s−m −
√
2

√
2

g(s) = 1
2s

2 +ms− 1
2

最小 最小

最大

g(s) =
1

2
s2 +ms− 1

2
とおくと (−

√
2 5 s 5

√
2)

g(s) =
1

2
(s+m)2 − 1

2
m2 − 1

2

(i) −
√
2 5 −m 5 0，すなわち，0 5 m 5

√
2のとき，最小値 g(−m)

(ii) −m 5 −
√
2，すなわち，

√
2 5 mのとき，最小値 g(−

√
2)

よって 最小値


0 5 m 5

√
2 のとき −

1

2
m2 −

1

2
√
2 5 m のとき

1

2
− m

√
2

�


