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令和８年度　東北大学２次試験前期日程 (数学問題)150分
経済 (理系)，理，医 (医・保健 (放射線・検査))，歯，薬，工，農
問題 1 2 3 4 5 6

1 座標平面上の放物線 y = x2をCとする．以下の問いに答えよ．

(1) 正の実数 uに対し，放物線 C の接線で点 (u, u − 1)を通るものがちょう
ど 2本あることを示せ．

(2) 正の実数 uに対し，放物線Cの相異なる 2本の接線で点 (u, u− 1)を通る
ものを ℓ1，ℓ2とする．放物線Cと直線 ℓ1の接点を P1とし，放物線Cと
直線 ℓ2の接点を P2とする．このとき，線分 P1P2の垂直二等分線mは y

軸と交わることを示せ．また，uが正の実数全体を動くとき，直線mと y

軸の交点の y座標 q(u)の最小値と，それを与える uの値を求めよ．

2 以下の問いに答えよ．

(1) a2 + 2b2 = c2を満たす正の整数の組 (a, b, c)を 1つ求めよ．なお，解答
は答えのみでよい．

(2) a2+2b2 = c2を満たす正の整数の組 (a, b, c)は無数に存在することを示せ．
(3) 正の整数の組 (a, b, c)は a2 + 2b2 = c2を満たすとする．このとき，a+ c

および bは偶数であることを示せ．さらに，もし aと cが偶数ならば bは
4の倍数であることを示せ．

3 a, b, c, dは実数とし，実数全体を定義域とする関数

f(x) =

{
8x3 − 6x2 + 2 (|x| ≦ 1 のとき)

3x4 + ax3 + bx2 + cx+ d (|x| > 1 のとき)

はすべての xの値で微分可能であるとする．以下の問いに答えよ．

(1) a, b, c, dの値を求めよ．
(2) 関数 f(x)の最小値と，それを与える xの値を求めよ．
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4 座標平面において，x座標も y座標も整数である点全体の集合上を移動する点
Pがある．時刻 0に点 Pは原点Oにある．0以上の整数 tに対し，時刻 tに点
Pが点 (m, n)にあるとき，時刻 t+ 1での点 Pの位置は 4点

(m+ 1, n), (m− 1, n), (m, n+ 1), (m, n− 1)

のいずれかであり，また，どの位置にある確率も 1

4
である．以下の問いに答

えよ．

(1) 時刻 8に点 Pが点 (4, 0)にある確率を求めよ．
(2) 時刻 8に点 Pが双曲線 x2 − y2 = 16上にある確率を求めよ．
(3) 時刻 8に点Pが双曲線 x2 − y2 = 16上にあるとき，時刻 1, 時刻 2, . . . , 時
刻 7のいずれかに点 Pが点 (4, 2)にある条件付き確率を求めよ．

5 座標平面上の曲線Cは，媒介変数 tを用いて

x = et cos t, y = et sin t
(
0 ≦ t ≦ π

2

)
と表されている．曲線Cの y軸に平行な接線を ℓとし，曲線C，直線 ℓおよび
x軸で囲まれる図形をDとする．以下の問いに答えよ．

(1) 直線 ℓの方程式を求めよ．
(2) 正の実数 α, βに対し，次の 2つの不定積分を求めよ．

I =

∫
eαt cos βt dt, J =

∫
eαt sin βt dt

(3) Dを x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積 V の値を求めよ．

6 A, B, C, D, O, P, Qは空間内の 7点である．そのうち 6点A, B, C, D, O, Pは
相異なり，5点A, B, C, D, Pはある球面 S上にある．また，点Qは直線 CD

上にある．さらに，ある実数 a，bに対し，次が成り立つとする．
−→
OP = a

−→
OA,

−→
OQ = b

−→
OB, a|

−→
OA|2 = b|

−→
OB|2

以下の問いに答えよ．

(1) 点Qは 3点A, B, Pが定める平面 α上にあることを示せ．
(2) 点Qは点Cまたは点Dに等しいことを示せ．
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解答例

1 (1) f(x) = x2とおくと，C : y = f(x)の点 (t, t2)における接線の方程式は

y = f ′(t)(x− t) + f(t) すなわち y = 2tx− t2

この直線が点 (u, u− 1)を通るとき

u− 1 = 2tu− t2 ゆえに t2 − 2ut+ u− 1 = 0 (A1)

tの 2次方程式 (A1)の係数について

D/4 = (−u)2 − (u− 1) =

(
u− 1

2

)2

+
3

4
> 0

よって，2次方程式 (A1)は異なる 2つの実数解をもつ，すなわち，Cの接
線で点 (u, u− 1)を通るものがちょうど 2本ある．

(2) P1, P2はC上の点であるから，P1(α, α2)，P2(β, β2)とおくと，α, βは
2次方程式 (A1)の解であるから，解と係数の関係により

α + β = 2u, αβ = u− 1

直線 P1P2の傾きは α2 − β2

α− β
= α + β = 2u

線分 P1P2の中点をM(x1, y1)とすると

x1 =
α + β

2
=

2u

2
= u,

y1 =
α2 + β2

2
=

(α + β)2 − 2αβ

2
=

(2u)2 − 2(u− 1)

2
= 2u2 − u+ 1

P1P2の垂直二等分線mは，点M(u, 2u2− u+1)を通り，傾き− 1

2u
の直

線であるから
y = − 1

2u
(x− u) + 2u2 − u+ 1

ゆえに m : y = − 1

2u
x+ 2u2 − u+

3

2
したがって，mと y軸との交点の y座標 q(u)は

q(u) = 2u2 − u+
3

2
= 2

(
u− 1

4

)2

+
11

8

よって q(u)はu =
1

4
のとき，最小値 11

8
をとる．
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補足 直線 P1P2は点 (u, u− 1)を極とするC : x2 = 4·1
4
yの極線

ux = 2·1
4
(y + u− 1) すなわち y = 2ux− u+ 1

極線とCの方程式から，yを消去すると x2 − 2ux+ u− 1 = 0

この 2次方程式の解が P1, P2の x座標 α, βである．
線分 P1P2の中点Mは極線上の点であるから，Mの座標は(

α + β

2
, 2u·α + β

2
− u+ 1

)
すなわち (u, 2u2 − u+ 1)

P1P2の垂直二等分線mの傾きは，極線に垂直であるから − 1

2u
■

極線の方程式
2次曲線に対して，P(x1, y1)から 2本の接線を引けるとし，その接点
をA，Bとおく．直線ABを極 Pに対する極線という．

• 楕円 x2

a2
+

y2

b2
= 1 の極線の方程式は x1x

a2
+

y1y

b2
= 1

• 双曲線 x2

a2
− y2

b2
= 1 の極線の方程式は x1x

a2
−

y1y

b2
= 1

• 放物線 x2 = 4pyの極線の方程式は x1x = 2p(y + y1)

• 放物線 y2 = 4pxの極線の方程式は y1y = 2p(x + x1)

注意 2次曲線上の点 (x1, y1)における接線の方程式と一致して
いる．

円の極線
円 C : x2 + y2 = r2 の外部の点 P(a, b)か
らCに引いた 2本の接線の接点をM(x1, y1)，
N(x2, y2)とする．2本の接線

x1x+ y1y = r2, x2x+ y2y = r2

は点 P(a, b)を通るから

ax1 + by1 = r2, ax2 + by2 = r2

　

O

y

x

P(a, b)M

N

r−r

C

l

上の 2式から直線 l : ax + by = r2は 2点M，Nを通る．
このとき，lを Pを極とするCの極線という．
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2 (1) (a, b, c) = (1, 2, 3)

補足 2b2 = c2 − a2より，cと aの偶奇が一致することに着目 (c > a)

(2) (1)の結果から，a2 + 2b2 = c2を満たす組

(a, b, c) = (k, 2k, 3k) (kは整数)

が無数に存在する．
(3) a2 + 2b2 = c2より

2b2 = c2 − a2 = (c− a)(a+ c) (A1)

a + c = (c− a) + 2aであるから，c− aと a + cの偶奇が一致する．(A1)

の左辺が偶数であることから，c− aおよび a+ cはともに偶数である．
b2

2
=

c− a

2
× c+ a

2
(A2)

このとき，(A2)の右辺は整数であるから，bは偶数である．
さらに，aと cが偶数ならば

a = 2a′, b = 2b′, c = 2c′

を満たす正の整数 a′, b′, c′が存在する．(A2)より

2b′2 = (c′ − a′)(c′ + a′) (A3)

c′ + a′ = (c′ − a′) + 2a′より，c′ − a′と c′ + a′の偶奇が一致し，(A3)の左
辺が偶数であるから，c′ − a′と c′ + a′はともに偶数である．

b′2

2
=

c′ − a′

2
× c′ + a′

2
(A4)

このとき，(A4)の右辺は整数であるから，b′は偶数である．
したがって，b = 2b′は 4の倍数である． ■
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3 (1)

f(x) =

{
8x3 − 6x2 + 2 (|x| ≦ 1 のとき)

3x4 + ax3 + bx2 + cx+ d (|x| > 1 のとき)

g(x) = 8x3 − 6x2 + 2，h(x) = 3x4 + ax3 + bx2 + cx+ dとおくと

g′(x) = 24x2 − 12x, h′(x) = 12x3 + 3ax2 + 2bx+ c

f(x)は x = ±1で連続であるから

g(−1) = lim
x→−1−0

h(x) = h(−1), g(1) = lim
x→1+0

h(x) = h(1) (A1)

f(x)は x ̸= ±1で微分可能であるから，次を満たせばよい．

lim
x→−1+0

f(x)− f(−1)
x− (−1)

= lim
x→−1−0

f(x)− f(−1)
x− (−1)

,

lim
x→1−0

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+0

f(x)− f(1)

x− 1

(A1)より，f(−1) = g(−1) = h(−1)，f(1) = g(1) = h(1)に注意すると

lim
x→−1+0

g(x)− g(−1)
x− (−1)

= lim
x→−1−0

h(x)− h(−1)
x− (−1)

,

lim
x→1−0

g(x)− g(1)

x− 1
= lim

x→1+0

h(x)− h(1)

x− 1

すなわち
g′(−1) = h′(−1), g′(1) = h′(1) (A2)

(A1)，(A2)により

−12 = −a+ b− c+ d+ 3, 4 = a+ b+ c+ d+ 3,

36 = 3a− 2b+ c− 12, 12 = 3a+ 2b+ c+ 12

これらをそれぞれ整理すると
−a+ b− c+ d = −15
a+ b+ c+ d = 1

3a− 2b+ c = 48

3a+ 2b+ c = 0

これを解いて a = 8, b = −12, c = 0, d = 5
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(2) (1)の結果から

g(x) = 8x3 − 6x2 + 2,

g′(x) = 24x2 − 12x = 12x(2x− 1),

h(x) = 3x4 + 8x3 − 12x2 + 5,

h′(x) = 12x3 + 24x2 − 24x = 12x(x2 + 2x− 2)

f(x)の増減表は次のようになる．
x · · · −1−

√
3 · · · −1 · · · 0 · · · 1

2
· · · 1 · · ·

f ′(x) − 0 + + 0 − 0 + +

f(x) ↘ 極小 ↗ ↗ 極大 ↘ 極小 ↗ ↗

f

(
1

2

)
= g

(
1

2

)
=

3

2

h(x)を x2 + 2x− 2で割ると

h(x) = (x2 + 2x− 2)(3x2 + 2x− 10) + 24x− 15

これから

f(−1−
√
3) = h(−1−

√
3) = 24(−1−

√
3)− 15 = −39− 24

√
3

f

(
1

2

)
> f(−1−

√
3)であるから，f(x)は

x = −1 −
√
3 のとき 最小値− 39 − 24

√
3

をとる． ■
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4 時刻 tに点 Pが点 (m, n)にあるとき，時刻 t+ 1での点 Pの位置が

(m+ 1, n), (m− 1, n), (m, n+ 1), (m, n− 1)

にそれぞれ移動することを→,←, ↑, ↓で表し，それらを一列に並べる順列の確
率と考える．

(1) 時刻 8に点 Pが (4, 0)にあるとき
• →,→,→,→,→,→,←,←が一列に並ぶ
• →,→,→,→,→,←, ↑, ↓が一列に並ぶ
• →,→,→,→, ↑, ↑, ↓, ↓が一列に並ぶ
よって，求める確率は(

8!

6!2!
+

8!

5!1!1!1!
+

8!

4!2!2!

)(
1

4

)8

= (28 + 336 + 420)× 1

216
=

784

216
=

49

212
=

49

4096

(2) |x|2 − |y|2 = 16であるから (|x|+ |y|)(|x| − |y|) = 16

|x|+ |y| = |x| − |y|+ 2|y|より，|x|+ |y|と |x| − |y|の偶奇は一致する．{
|x|+ |y| = 8

|x| − |y| = 2
,

{
|x|+ |y| = 4

|x| − |y| = 4

これを解いて (|x|, |y|) = (5, 3), (4, 0)

したがって (x, y) = (±5, ±3), (±4, 0) (複号任意)

(x, y) = (±5, ±3)の 4組の確率はすべて等しいから，(x, y) = (5, 3)と
なる，すなわち，「→,→,→,→,→, ↑, ↑, ↑が一列に並ぶ」ときの確率を求
める．これと (1)の結果を利用して

8!

5!3!

(
1

4

)8

× 4 +
49

212
× 2 =

7

211
+

49

211
=

56

211
=

7

28
=

7

256

(3) 点 (4, 2)を経由して，時刻 8で双曲線上の点に到着する点は，(4, 0)また
は (5, 3)であるから「→,→,→,→, ↑, ↑」の後に「↓, ↓」または「→, ↑」で
ある確率は

6!

4!2!

(
1

4

)6
{(

1

4

)2

+
2!

1!1!

(
1

4

)2
}

=
45

216

これと (2)の結果から，求める条件付き確率は 45

216

/
7

28
=

45

1792
■
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5 (1) x = et cos t，y = et sin tより
(
0 ≦ t ≦ π

2

)
dx

dt
= et cos t− et sin t =

√
2et cos

(
t+

π

4

)
,

dy

dt
= et sin t+ et cos t =

√
2et sin

(
t+

π

4

)
dx

dt
= 0とすると

(
0 ≦ t ≦ π

2

)
t+

π

4
=

π

2
ゆえに t =

π

4

ℓの接点
(
e

π
4

√
2
,
e

π
4

√
2

)
より 接線 ℓの方程式は x =

e
π
4

√
2

(2) eαt cos βtおよび eαt sin βtを微分すると

(eαt cos βt)′ = αeαt cos βt− βeαt sin βt

= eαt(α cos βt− β sin βt) (A1)

(eαt sin βt)′ = αeαt sin βt+ βeαt cos βt

= eαt(β cos βt+ α sin βt) (A2)

(A1)× α + (A2)× βより

{eαt(α cos βt+ β sin βt)}′ = (α2 + β2)eαt cos βt (A3)

−(A1)× β + (A2)× αより

{eαt(−β cos βt+ α sin βt)}′ = (α2 + β2)eαt sin βt (A4)

(A3)，(A4)より

I =

∫
eαt cos βt dt =

eαt(α cos βt+ β sin βt)

α2 + β2
+ C1

J =

∫
eαt sin βt dt =

eαt(−β cos βt+ α sin βt)

α2 + β2
+ C2

を得る．ただし，C1, C2は積分定数．
補足 Iまたは Jの一方が求まれば，他方は簡単に求めることができる．たとえ

ば，Jのβtをβt+
π

2
に置き換えると Iが導かれる．逆に，Iのβtをβt− π

2
に置き換えると J が導かれる．
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(3) x(t) = et cos t，y(t) = et sin tとおくと，(1)の結果から
x′(t) =

√
2et cos

(
t+

π

4

)
, y′(t) =

√
2et sin

(
t+

π

4

)
t 0 · · · π

4
· · · π

2

x′(t) + 0 −
y′(t) + + +

(x′(t), y′(t)) ↗ ↑ ↖

(x, y) (1, 0) · · ·
(

e
π
4√
2
, e

π
4√
2

)
· · · (0, e

π
2 )

Dは下の図の斜線部分であるから，求める回転体の体積 V は
V

π
=

∫ x(π
4
)

x(0)

y2 dx =

∫ π
4

0

y(t)2x′(t) dt =

∫ π
4

0

{e2t − x(t)2}x′(t) dt

=

∫ π
4

0

e3t(cos t− sin t) dt− 1

3

[
x(t)3

]π
4

0

ここで，(2)の結論に α = 3，β = 1を代入すると∫
e3t cos t dt =

e3t(3 cos t+ sin t)

10
+ C1,∫

e3t sin t dt =
e3t(− cos t+ 3 sin t)

10
+ C2

この 2式を利用して
V

π
=

1

5

[
e3t(2 cos t− sin t)

]π
4

0

− 1

3
x
(π
4

)3
+

1

3
x(0)3

=
e

3π
4

5
√
2
− 2

5
− 1

3
· e

3π
4

2
√
2
+

1

3
=

e
3π
4

30
√
2
− 1

15

よって V = π

(
e

3π
4

30
√
2
−

1

15

)
　

O

y

x

ℓ

e
π
4√
2

e
π
4√
2

1

e
π
2

C
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別解 極方程式 r(t) = etより，右の図の斜線部分を x軸
の周りに 1回転させた立体の体積を V1とすると

V1 =
2π

3

∫ π
4

0

r(t)3 sin t dt

=
2π

3

∫ π
4

0

e3t sin t dt

=
2π

3
· 1
10

[
e3t(− cos t+ 3 sin t)

]π
4

0

=
π

15
(e

3π
4

√
2 + 1)

よって，求める体積 V は

　

O

y

x

ℓ

e
π
4√
2

e
π
4√
2

1

e
π
2

C

V =
1

3
π

(
e

π
4

√
2

)2
e

π
4

√
2
− V1 =

πe
3π
4

6
√
2
− π

15
(e

3π
4

√
2 + 1)

= π

(
e

3π
4

30
√
2
−

1

15

)

類題 京大理系 2009年 5 ，九大理系 2003年 1 ■

極方程式の計量

• 弧長 l l =

∫ β

α

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ

• 面積 S S =
1

2

∫ β

α

r2 dθ

• x軸の周りの回転体の体積 V

V =
2π

3

∫ β

α

r3 sin θ dθ (0 ≦ α < β ≦ π)

• y軸の周りの回転体の体積 V

V =
2π

3

∫ β

α

r3 cos θ dθ

(
−
π

2
≦ α < β ≦

π

2

)

証明 神戸大理系 2016年 5 を参照．京大理系 2009年 12 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Kdai/Kdai_ri_2009.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2003.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai_ri_2016.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Kdai/Kdai_ri_2009.pdf
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解説 f(x) = cos x+ i sin xとおくと (iは虚数単位)

f ′(x) = − sin x+ i cos x

= i(cos x+ i sin x) = if(x)

f(0) = 1，f ′(x)− if(x) = 0を解くと，f ′(x)e−ix − if(x)e−ix = 0より

f ′(x)e−ix + f(x)(e−ix)′ = 0 ゆえに {f(x)e−ix}′ = 0

上の第 2式を積分すると f(x)e−ix = C (Cは積分定数)

f(0) = 1より，C = 1であるから f(x) = eix

したがって，次を得る．
オイラーの公式

eix = cosx + i sinx

とくに，x = πを代入すると，eiπ = −1を得る．

積分 ∫
e(α+βi)x dx =

1

α + βi
e(α+βi)x + C

について (Cは積分定数)，オイラーの公式を適用すると∫
eαx(cos βx+ i sin βx) dx =

α− βi

α2 + β2
eαx(cos βx+ i sin βx) + C

=
eαx(α cos βx+ β sinαx)

α2 + β2

+
ieαx(−β cos βx+ α sin βx)

α2 + β2
+ C

複素数の相等により∫
eαx cos βx dx =

eαx(α cos βx+ β sinαx)

α2 + β2
+ C1,∫

eαx sin βx dx =
eαx(−β cos βx+ α sin βx)

α2 + β2
+ C2

が成立する (C1, C2は積分定数)．
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6 (1)
−→
OP = a

−→
OAについて，Aと Pは異なる点より，a ̸= 1であるから

−→
OA+

−→
AP = a

−→
OA ゆえに −→

OA =
1

a− 1

−→
AP

−→
OQ = b

−→
OBについて，−→OA+

−→
AQ = b(

−→
OA+

−→
AB)より，上式を利用して

−→
AQ = b

−→
AB + (b− 1)

−→
OA

= b
−→
AB +

b− 1

a− 1

−→
AP

球面S上の異なる 3点A，B，Pは同一直線上にないから，−→ABと−→APは平
行ではない．よって，点Qは 3点A，B，Pが定める平面α上の点である．

(2) a|
−→
OA|2 = b|

−→
OB|2より

a
−→
OA·
−→
OA = b

−→
OB·
−→
OB

a
−→
OA =

−→
OP，b

−→
OB =

−→
OQであるから

−→
OP·
−→
OA =

−→
OQ·
−→
OB

−→
OP//

−→
OA，−→OQ//

−→
OBであるから

|
−→
OP||
−→
OA| = |

−→
OQ||

−→
OB|

よって，方べきの定理の逆により，α上の 4点A，B，P，Qは同一円周上
にあり，この円をCαとする．(1)の結論から，Cαは S上の円である．
したがって，点Qは S上の点である．このことから，S上の 2点C，Dを
結ぶ直線上に点Qがあるとすれば，点Qは点Cまたは点Dに等しい．■


