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平成31年度　東北大学２次試験前期日程 (数学問題)150分

理系 (理，医 (医・保健 (放射線・検査))，歯，薬，工，農)

問題 1 2 3 4 5 6

1 xy平面における曲線 y = sin xの 2つの接線が直交するとき，その交点の y座
標の値をすべて求めよ．

2 aを 1ではない正の実数とし，nを正の整数とする．次の不等式を考える．

loga(x− n) >
1

2
loga(2n− x)

(1) n = 6のとき，この不等式を満たす整数 xをすべて求めよ．

(2) この不等式を満たす整数 xが存在するための nについての必要十分条件
を求めよ．

3 aを実数とし，数列 {xn}を次の漸化式によって定める．

x1 = a, xn+1 = xn + xn
2 (n = 1, 2, 3, · · · )

(1) a > 0のとき，数列 {xn}が発散することを示せ．

(2) −1 < a < 0 のとき，すべての正の整数 nに対して−1 < xn < 0が成り立
つことを示せ．

(3) −1 < a < 0のとき，数列 {xn}の極限を調べよ．

4 実数を係数にもつ整式A(x)をx2+1で割った余りとして得られる整式を [A(x)]

と表す．

(1) [2x2 + x+ 3], [x5 − 1], [[2x2 + x+ 3][x5 − 1]]をそれぞれ求めよ．

(2) 整式A(x), B(x)に対して，次の等式が成り立つことを示せ．

[A(x)B(x)] = [[A(x)][B(x)]]

(3) 実数 θに対して，次の等式が成り立つことを示せ．

[(x sin θ + cos θ)2] = x sin 2θ + cos 2θ

(4) 次の等式を満たす実数 a, bの組 (a, b)をすべて求めよ．

[(ax+ b)4] = −1
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5 (1) 次の等式が成り立つことを示せ．∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

sin2(πx) dx =
1

2

(2) 次の等式を満たす関数 f(x)を求めよ．

(1 + ex)f(x) = sin2(πx) +

∫ 1

−1

(ex − et + 1)f(t) dt

6 10個の玉が入っている袋から 1個の玉を無作為に取り出し，新たに白玉 1個を
袋に入れるという試行を繰り返す．初めに，袋には赤玉 5個と白玉 5個が入っ
ているとする．この試行をm回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で k個
である確率を p(m, k) とする．2以上の整数 nに対して，以下の問いに答えよ．

(1) p(n+ 1, 2)を p(n, 2)と p(n, 1)を用いて表せ．

(2) p(n, 1)を求めよ．

(3) p(n, 2)を求めよ．
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解答例

1 y = sin xより y′ = cos x

曲線 y = sin x上の 2点をA(α, sinα)，B(β, sin β)とすると，A，Bにおける接
線の傾きは，それぞれ cosα，cos βであるから，これらの接線が直交するとき

cosα cos β = −1

これから，一般性を失うことなく，cosα = 1，cos β = −1とおくと

α = 2kπ, β = (2l + 1)π (k, lは整数)

曲線 y = sin x上の点Aにおける接線の方程式は

y = 1(x− 2kπ) すなわち y = x− 2kπ · · · 1©

曲線 y = sin x上の点Bにおける接線の方程式は

y = −1{x− (2l + 1)π} すなわち y = −x+ (2l + 1)π · · · 2©

1©， 2©より，xを消去すると

2y = (2l − 2k + 1)π ゆえに y =

(
l − k +

1

2

)
π

n = l − kとおくと，nは整数であるから，求める交点の y座標は

y =

(
n +

1

2

)
π (nは整数)

�
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2 (1) n = 6より loga(x− 6) >
1

2
loga(12− x) · · · (∗)

真数は正であるから

x− 6 > 0, 12− x > 0 すなわち 6 < x < 12 · · · 1©

(i) a > 1のとき，(∗)より (x− 6)2 > 12− x

ゆえに (x− 3)(x− 8) > 0 すなわち x < 3, 8 < x · · · 2©

よって， 1©， 2©を同時に満たす整数 xは 9, 10, 11

(ii) 0 < a < 1のとき，(∗)より (x− 6)2 < 12− x

ゆえに (x− 3)(x− 8) < 0 すなわち 3 < x < 8 · · · 3©

よって， 1©， 3©を同時に満たす整数 xは 7

(2) loga(x− n) >
1

2
loga(2n− x) · · · (∗∗)

真数は正であるから

x− n > 0, 2n− x > 0 すなわち n < x < 2n · · · 4©

(i) a > 1のとき，(∗∗)より (x− n)2 > 2n− x

ゆえに x2 + (1− 2n)x+ n2 − 2n > 0

f(x) = x2 + (1− 2n)x+ n2 − 2nとおくと

f(x) =

(
x− n+

1

2

)2

− n− 1

4

f(n) = −n < 0, f(2n) = n2 > 0 (nは正の整数)

これから， 4©と 2次不等式 f(x) > 0を満たす整数 xが存在するとき

f(2n− 1) = n(n− 2) > 0 すなわち n > 2

(ii) 0 < a < 1のとき，(∗∗)より (x− n)2 < 2n− x

ゆえに x2 + (1− 2n)x+ n2 − 2n < 0

同様に， 4©と 2次不等式 f(x) < 0を満たす整数 xが存在するとき

f(n+ 1) = −n+ 2 < 0 すなわち n > 2

(i)，(ii)より，求める nについての必要十分条件は n > 2 �
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3 (1) (∗) xn+1 = xn + xn
2 (n = 1, 2, 3, · · · )

x1 = a > 0．xn > 0のとき，漸化式より xn+1 > 0

したがって，すべての自然数 nについて xn > 0

(∗∗) xn+1 − xn = xn
2 > 0より，{xn}は単調増加列であるから

xn+1 = (1 + xn)xn = (1 + a)xn したがって xn = a(1 + a)n−1

a > 0，1 + a > 1より lim
n→∞

a(1 + a)n = ∞ よって lim
n→∞

xn = ∞

(2) −1 < a < 0より，−1 < x1 < 0．

−1 < xn < 0と仮定すると，0 < 1 + xn < 1 および (∗)より

xn+1 = xn(1 + xn) ゆえに − 1 < xn+1 < 0

よって，すべての自然数 nに対して −1 < xn < 0

(3) (∗)および (2)の結果から
1

xn+1

− 1

xn

=
1

xn(1 + xn)
− 1

xn

= − 1

1 + xn

< −1

n > 1のとき
n−1∑
k=1

(
1

xk+1

− 1

xk

)
< −

n−1∑
k=1

1 ゆえに
1

xn

<
1

a
− n+ 1

lim
n→∞

(
1

a
− n+ 1

)
= −∞ であるから lim

n→∞

1

xn

= −∞

よって lim
n→∞

xn = 0 �

4 (1) 2x2 + x+ 3 = 2(x2 + 1) + x+ 1より [2x2 + x+ 3] = x + 1

x5 − 1 = (x2 + 1)(x3 − x) + x− 1より [x5 − 1] = x − 1

したがって [2x2 + x+ 3][x5 − 1] = (x+ 1)(x− 1) = (x2 + 1)− 2

よって [[2x2 + x+ 3][x5 − 1]] = −2

(2) A(x) = (x2 + 1)P (x) + [A(x)]，B(x) = (x2 + 1)Q(x) + [B(x)]とすると

A(x)B(x) = (x2 + 1){(x2 + 1)P (x)Q(x) + [A(x)]Q(x) + [B(x)]P (x)}
+ [A(x)][B(x)]

よって [A(x)B(x)] = [[A(x)][B(x)]]

(3) (x sin θ + cos θ)2 = x2 sin2 θ + 2x sin θ cos θ + cos2 θ

= (x2 + 1) sin2 θ + x sin 2θ + cos 2θ

よって [(x sin θ + cos θ)2] = x sin 2θ + cos 2θ
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(4) (2)の結果において，B(x) = A(x)とすると [A(x)2] = [[A(x)]2]

さらに [A(x)2A(x)2] = [[A(x)2][A(x)2]] ゆえに [A(x)4] = [[A(x)]4]

A(x) = x sin θ+cos θ (0 5 θ < 2π)，ax+ b = rA(x) (r > 0)とおくと，上
式および (3)の結果から

[(ax+ b)4] = [{rA(x)}4] = r4[[A(x)]4] = r4[([x sin θ + cos θ]2)2]

= r4[(x sin 2θ + cos 2θ)2] = r4(x sin 4θ + cos 4θ) = −1

したがって r4 = 1，4θ = (2k − 1)π

ゆえに r = 1，θ =
2k − 1

4
π (k = 1, 2, 3, 4)，a = sin θ，b = cos θ

よって (a, b) =

(
±

1
√
2
, ±

1
√
2

)
(複号任意) �

5 (1)

∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 0

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx+

∫ 1

0

sin2(πx)

1 + ex
dx · · · 1©∫ 0

−1

sin2(πx)

1 + ex
dxについて，x = −tとすると

dx

dt
= −1

x −1 −→ 0

t 1 −→ 0∫ 0

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 0

1

sin2(−πt)

1 + e−t
(−dt) =

∫ 1

0

sin2(πt)

1 + e−t
dt

=

∫ 1

0

sin2(πx)

1 + e−x
dx =

∫ 1

0

ex sin2(πx)

1 + ex
dx · · · 2©

1©， 2©より∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

ex sin2(πx)

1 + ex
dx+

∫ 1

0

sin2(πx)

1 + ex
dx

=

∫ 1

0

(ex + 1) sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

sin2(πx) dx

=
1

2

∫ 1

0

(1− cos 2πx) dx =
1

2

[
x− 1

2π
sin 2πx

]1
0

=
1

2
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(2) 与えられた条件式から

(1 + ex)f(x) = sin2(πx) + (2 + ex)

∫ 1

−1

f(t) dt−
∫ 1

−1

(1 + et)f(t) dt

A =

∫ 1

−1

f(t) dt，B =

∫ 1

−1

(1 + et)f(t) dtとおくと

(1 + ex)f(x) = sin2(πx) + (2 + ex)A−B · · · (∗)

f(x) =
sin2(πx)

1 + ex
+

2 + ex

1 + ex
A− 1

1 + ex
B · · · (∗∗)

ここで∫ 1

−1

2 + ex

1 + ex
dx =

∫ 1

−1

(
2− ex

1 + ex

)
dx =

[
2x− log(1 + ex)

]1
−1

= 3∫ 1

−1

1

1 + ex
dx =

∫ 1

−1

(
1− ex

1 + ex

)
dx =

[
x− log(1 + ex)

]1
−1

= 1

上式および (1)の結果を利用すると，(∗)，(∗∗)より

B =

∫ 1

−1

sin2(πx) dx+ A

∫ 1

−1

(2 + ex) dx−B

∫ 1

−1

dx

=
1

2

[
x− 1

2π
sin 2πx

]1
−1

+ A

[
2x+ ex

]1
−1

− 2B

= 1 + (4 + e− e−1)A− 2B,

A =

∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx+ A

∫ 1

−1

2 + ex

1 + ex
dx−B

∫ 1

−1

1

1 + ex
dx

=
1

2
+ 3A−B

整理すると (4 + e− e−1)A− 3B + 1 = 0，2A−B +
1

2
= 0

これを解いて A =
e

2(e2 − 2e− 1)
，B =

e2 − 1

2(e2 − 2e− 1)

(∗∗)より f(x) =
sin2(πx)

1 + ex
+ A+

A−B

1 + ex

=
sin2(πx)

1 + ex
+

1

2(e2 − 2e − 1)

(
e −

e2 − e − 1

1 + ex

)
�
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6 (1) 試行を n+1回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で 2個であるのは，
次の場合である．

(i) n回目までに赤玉が全部で 2個であり，n + 1回目に袋の中にある赤
玉 3個と白玉 7 個が入っている中から白玉を取り出す．

(ii) n回目までに赤玉が全部で 1個であり，n + 1回目に袋の中にある赤
玉 4個と白玉 6 個が入っている中から赤玉を取り出す．

よって p(n+ 1, 2) = p(n, 2)× 7

10
+ p(n, 1)× 4

10

=
7

10
p(n, 2) +

2

5
p(n, 1)

(2) 赤玉 1個を k回目に取り出す確率は
(
1

2

)k (
3

5

)n−k

=

(
3

5

)n (
5

6

)k

よって，求める確率は

p(n, 1) =
n∑

k=1

(
3

5

)n (
5

6

)k

=

(
3

5

)n

× 5

6
×

1−
(
5
6

)n
1− 5

6

= 5

(
3

5

)n {
1−

(
5

6

)n}
= 5

{(
3

5

)n

−
(
1

2

)n}

(3) (2)の結果を (1)の結果に代入すると

p(n+ 1, 2) =
7

10
p(n, 2) +

2

5
× 5

{(
3

5

)n

−
(
1

2

)n}
p(n+ 1, 2)− 7

10
p(n, 2) = 2

{(
3

5

)n

−
(
1

2

)n}
(
10

7

)n+1

p(n+ 1, 2)−
(
10

7

)n

p(n, 2) =
20

7

{(
6

7

)n

−
(
5

7

)n}

ここで，n = 2について，qn =

(
10

7

)n

p(n, 2)とおくと

qn+1 − qn =
20

7

{(
6

7

)n

−
(
5

7

)n}
q2 =

(
10

7

)2

p(2, 2) =
100

49
× 5

10
· 4
10

=
20

49
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n > 2のとき

n−1∑
k=2

(qk+1 − qk) =
20

7

n−1∑
k=2

{(
6

7

)k

−
(
5

7

)k
}

qn − q2 =
20

7

{(
6
7

)2 − (
6
7

)n
1− 6

7

−
(
5
7

)2 − (
5
7

)n
1− 5

7

}

上式は，n = 2のときも成立するから，n = 2について

qn −
20

49
= 20

{(
6

7

)2

−
(
6

7

)n
}

− 10

{(
5

7

)2

−
(
5

7

)n
}

qn = 10

{
1− 2

(
6

7

)n

+

(
5

7

)n}
したがって(

10

7

)n

p(n, 2) = 10

{
1− 2

(
6

7

)n

+

(
5

7

)n}
p(n, 2) = 10

{(
7

10

)n

− 2

(
3

5

)n

+

(
1

2

)n}

補足 初項 a，公比 r，末項 lの等比数列の和 Sは S =
a− rl

1− r

例えば
n−1∑
k=2

(
6

7

)k

=

(
6
7

)2 − 6
7

(
6
7

)n−1

1− 6
7

�


