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令和８年度　東北大学２次試験前期日程 (数学問題)100分
文系 (文，教育，法，経済，医 (保健 [看護]))

問題 1 2 3 4

1 座標平面上の放物線 y = x2をCとする．以下の問いに答えよ．

(1) 正の実数 uに対し，放物線 C の接線で点 (u, u − 1)を通るものがちょう
ど 2本あることを示せ．

(2) 正の実数 uに対し，放物線Cの相異なる 2本の接線で点 (u, u− 1)を通る
ものを ℓ1，ℓ2とする．放物線Cと直線 ℓ1の接点を P1とし，放物線Cと
直線 ℓ2の接点を P2とする．このとき，線分 P1P2の垂直二等分線mは y

軸と交わることを示せ．また，uが正の実数全体を動くとき，直線mと y

軸の交点の y座標 q(u)の最小値と，それを与える uの値を求めよ．

2 以下の問いに答えよ．

(1) a2 + 2b2 = c2を満たす正の整数の組 (a, b, c)を 1つ求めよ．なお，解答
は答えのみでよい．

(2) a2+2b2 = c2を満たす正の整数の組 (a, b, c)は無数に存在することを示せ．
(3) 正の整数の組 (a, b, c)は a2 + 2b2 = c2を満たすとする．このとき，a+ c

および bは偶数であることを示せ．さらに，もし aと cが偶数ならば bは
4の倍数であることを示せ．
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3 平面上の三角形OABにおいて a⃗ =
−→
OA，⃗b =

−→
OBとおき，次が成り立つとする．

|⃗a| =
√
2, |⃗b| =

√
5, a⃗·⃗b = 1

ただし，a⃗·⃗bは a⃗と b⃗の内積を表す．s，tは 0 < s < 1，0 < t < 1を満たす実数
とし，辺OAを s : (1 − s)に内分する点をD，辺OBを t : (1 − t)に内分する
点をEとする．また，線分AEと線分BDの交点を Fとし，これら 2つの線分
は点 Fにおいて直交しているとする．以下の問いに答えよ．

(1) tを sを用いて表せ．また，sのとりうる値の範囲を求めよ．
(2)

−→
OFを a⃗，b⃗および sを用いて表せ．

(3) 平面上の点 Pで
|
−→
OP|2 + 2

−→
FP·

−→
AB = 4

を満たすもの全体が半径 3の円をなすための必要十分条件を−→
OF，a⃗，⃗bを

用いて表せ．また，この必要十分条件が成り立つとき，sの値を求めよ．

4 関数 f(x) = x4 − x2を考える．座標平面において，x軸と平行な直線 ℓは曲線
y = f(x)上の相異なる 2点における接線であるとする．以下の問いに答えよ．

(1) 関数 f(x)の極値を求め，y = f(x)のグラフをかけ．
(2) 直線 ℓの方程式を求めよ．なお，解答は答えのみでよい．
(3) 直線 ℓと異なる直線mは曲線 y = f(x)とちょうど 2つの共有点をもち，
かつ x軸と平行であるとする．直線 ℓと曲線 y = f(x)で囲まれる部分の
面積を Sとし，直線mと曲線 y = f(x)で囲まれる部分の面積を T とする
とき，T

S
>

√
2が成り立つことを示せ．
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解答例

1 (1) f(x) = x2とおくと，C : y = f(x)の点 (t, t2)における接線の方程式は

y = f ′(t)(x− t) + f(t) すなわち y = 2tx− t2

この直線が点 (u, u− 1)を通るとき

u− 1 = 2tu− t2 ゆえに t2 − 2ut+ u− 1 = 0 (A1)

tの 2次方程式 (A1)の係数について

D/4 = (−u)2 − (u− 1) =

(
u− 1

2

)2

+
3

4
> 0

よって，2次方程式 (A1)は異なる 2つの実数解をもつ，すなわち，Cの接
線で点 (u, u− 1)を通るものがちょうど 2本ある．

(2) P1, P2はC上の点であるから，P1(α, α2)，P2(β, β2)とおくと，α, βは
2次方程式 (A1)の解であるから，解と係数の関係により

α + β = 2u, αβ = u− 1

直線 P1P2の傾きは α2 − β2

α− β
= α + β = 2u

線分 P1P2の中点をM(x1, y1)とすると

x1 =
α + β

2
=

2u

2
= u,

y1 =
α2 + β2

2
=

(α + β)2 − 2αβ

2
=

(2u)2 − 2(u− 1)

2
= 2u2 − u+ 1

P1P2の垂直二等分線mは，点M(u, 2u2 − u+1)を通り，傾き− 1

2u
の直

線であるから
y = − 1

2u
(x− u) + 2u2 − u+ 1

ゆえに m : y = − 1

2u
x+ 2u2 − u+

3

2
したがって，mと y軸との交点の y座標 q(u)は

q(u) = 2u2 − u+
3

2
= 2

(
u− 1

4

)2

+
11

8

よって q(u)はu =
1

4
のとき，最小値 11

8
をとる．
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補足 直線 P1P2は点 (u, u− 1)を極とするC : x2 = 4·1
4
yの極線

ux = 2·1
4
(y + u− 1) すなわち y = 2ux− u+ 1

極線とCの方程式から，yを消去すると x2 − 2ux+ u− 1 = 0

この 2次方程式の解が P1, P2の x座標 α, βである．
線分 P1P2の中点Mは極線上の点であるから，Mの座標は(

α + β

2
, 2u·α + β

2
− u+ 1

)
すなわち (u, 2u2 − u+ 1)

P1P2の垂直二等分線mの傾きは，極線に垂直であるから − 1

2u
■

極線の方程式
2次曲線に対して，P(x1, y1)から 2本の接線を引けるとし，その接点
をA，Bとおく．直線ABを極 Pに対する極線という．

• 楕円 x2

a2
+

y2

b2
= 1 の極線の方程式は x1x

a2
+

y1y

b2
= 1

• 双曲線 x2

a2
− y2

b2
= 1 の極線の方程式は x1x

a2
−

y1y

b2
= 1

• 放物線 x2 = 4pyの極線の方程式は x1x = 2p(y + y1)

• 放物線 y2 = 4pxの極線の方程式は y1y = 2p(x + x1)

注意 2次曲線上の点 (x1, y1)における接線の方程式と一致して
いる．

円の極線
円 C : x2 + y2 = r2 の外部の点 P(a, b)か
らCに引いた 2本の接線の接点をM(x1, y1)，
N(x2, y2)とする．2本の接線

x1x+ y1y = r2, x2x+ y2y = r2

は点 P(a, b)を通るから

ax1 + by1 = r2, ax2 + by2 = r2

　

O

y

x

P(a, b)M

N

r−r

C

l

上の 2式から直線 l : ax + by = r2は 2点M，Nを通る．
このとき，lを Pを極とするCの極線という．
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2 (1) (a, b, c) = (1, 2, 3)

補足 2b2 = c2 − a2より，cと aの偶奇が一致することに着目 (c > a)

(2) (1)の結果から，a2 + 2b2 = c2を満たす組

(a, b, c) = (k, 2k, 3k) (kは整数)

が無数に存在する．
(3) a2 + 2b2 = c2より

2b2 = c2 − a2 = (c− a)(a+ c) (A1)

a + c = (c− a) + 2aであるから，c− aと a + cの偶奇が一致する．(A1)

の左辺が偶数であることから，c− aおよび a+ cはともに偶数である．
b2

2
=

c− a

2
× c+ a

2
(A2)

このとき，(A2)の右辺は整数であるから，bは偶数である．
さらに，aと cが偶数ならば

a = 2a′, b = 2b′, c = 2c′

を満たす正の整数 a′, b′, c′が存在する．(A2)より

2b′2 = (c′ − a′)(c′ + a′) (A3)

c′ + a′ = (c′ − a′) + 2a′より，c′ − a′と c′ + a′の偶奇が一致し，(A3)の左
辺が偶数であるから，c′ − a′と c′ + a′はともに偶数である．

b′2

2
=

c′ − a′

2
× c′ + a′

2
(A4)

このとき，(A4)の右辺は整数であるから，b′は偶数である．
したがって，b = 2b′は 4の倍数である． ■



6

3 (1) (∗)
−→
OD = sa⃗，−→

OE = t⃗bであるから
−→
AE =

−→
OE−

−→
OA = t⃗b− a⃗,

−→
BD =

−→
OD−

−→
OB = sa⃗− b⃗

−→
AE⊥

−→
BDであるから，−→

AE·
−→
BD = 0より

−→
AE·

−→
BD = (t⃗b− a⃗)·(sa⃗− b⃗)

= −s|⃗a|2 + (st+ 1)⃗a·⃗b− t|⃗b|2

= −2s+ st+ 1− 5t = 0

整理すると (5− s)t = 1− 2s

0 < s < 1に注意して t =
1 − 2s

5 − s

　

s

t

1−t

1−sO A

B

D

E F

また 0 < s < 1, 0 <
1− 2s

5− s
< 1より 0 < s <

1

2

(2)
−→
OF = xa⃗+ y⃗bとおくと (x, yは実数)，(∗)より

a⃗ =
1

s

−→
OD, b⃗ =

1

t

−→
OE

これより −→
OF = x

−→
OA+

y

t

−→
OE =

x

s

−→
OD+ y

−→
OB

Fは線分AEと線分BD上の点であるから

x+
y

t
=

x

s
+ y = 1 ゆえに x =

s(1− t)

1− st
, y =

t(1− s)

1− st
(A1)

(A1)の 2式に (1)の結果を代入すると

x =

s

(
1− 1− 2s

5− s

)
1− s·1− 2s

5− s

=
s{(5− s)− (1− 2s)}
(5− s)− s(1− 2s)

=
s(4 + s)

2s2 − 2s+ 5
(A2)

y =

1− 2s

5− s
·(1− s)

1− s·1− 2s

5− s

=
(1− 2s)(1− s)

(5− s)− s(1− 2s)
=

(1− 2s)(1− s)

2s2 − 2s+ 5
(A3)

よって −→
OF =

s(4 + s)

2s2 − 2s + 5
a⃗ +

(1 − 2s)(1 − s)

2s2 − 2s + 5
b⃗
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別解 AF : FE = k : 1 − kとおき，△OAEと直線 BDについて，メネラウスの
定理を適用すると

OD

DA
·AF
FE

·EB
BO

= 1 ゆえに s

1− s
· k

1− k
·1− t

1
= 1

上の第 2式から s(1− t)k = (1− s)(1− k)

{s(1− t) + (1− s)}k = 1− s ゆえに k =
1− s

1− st
, 1− k =

s(1− t)

1− st

したがって
−→
OF = (1− k)

−→
OA+ k

−→
OE = (1− k)⃗a+ kt⃗b

=
s(1− t)

1− st
a⃗+

t(1− s)

1− st
b⃗

(A1)より，以下同様．

(3) |
−→
OP|2 + 2

−→
FP·

−→
AB = 4より |

−→
OP|2 + 2(

−→
OP−

−→
OF)·

−→
AB = 4

|
−→
OP|2 + 2

−→
AB·

−→
OP + |

−→
AB|2 = 4 + |

−→
AB|2 + 2

−→
OF·

−→
AB

|
−→
OP +

−→
AB|2 = 4 + |

−→
AB|2 + 2

−→
OF·

−→
AB

|
−→
AB|2 = |⃗b− a⃗|2 = |⃗a|2 + |⃗b|2 − 2a⃗·⃗b = 2 + 5− 2·1 = 5

また，−→
OQ = −

−→
ABとおくと |

−→
OP−

−→
OQ|2 = 4 + 5 + 2

−→
OF·

−→
AB

|
−→
QP|2 = 9 + 2

−→
OF·

−→
AB

点 Pが点Qを中心とする半径 3の円を描く ⇐⇒
−→
OF·

−→
AB = 0

(xa⃗+ y⃗b)·(⃗b− a⃗) = 0

−x|⃗a|2 + (x− y)⃗a·⃗b+ y|⃗b|2 = 0

−2x+ (x− y) + 5y = 0

x = 4y

(A2)，(A3)をこれに代入すると s(4 + s)

2s2 − 2s+ 5
= 4·(1− 2s)(1− s)

2s2 − 2s+ 5

s(4 + s) = 4(1− 2s)(1− s) 整理すると 7s2 − 16s+ 4 = 0

ゆえに (s− 2)(7s− 2) = 0 (1)の結果に注意して s =
2

7
■
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4 (1) f(x) = x4 − x2より

f ′(x) = 4x3 − 2x = 2x(2x2 − 1)

f ′(x) = 0とすると x = 0, ± 1√
2

x · · · − 1√
2

· · · 0 · · · 1√
2

· · ·
f ′(x) − 0 + 0 − 0 +

f(x) ↘ −1
4

↗ 0 ↘ −1
4

↗

よって 極大値 f(0) = 0，極小値 f

(
−

1
√
2

)
= f

(
1
√
2

)
= −

1

4

O

y

x

−1
4

1√
2

− 1√
2

1−1

(2) (1)で求めたグラフの概形より ℓ : y = −
1

4

(3) (1),(2)の結果から，y = f(x)と ℓの共有点の x座標は x = ± 1√
2

S =

∫ 1√
2

− 1√
2

{
x4 − x2 −

(
−1

4

)}
dx =

∫ 1√
2

− 1√
2

(
x2 − 1

2

)2

dx

=

∫ 1√
2

− 1√
2

(
x+

1√
2

)2 (
1√
2
− x

)2

dx

=
2!2!

5!

{
1√
2
−

(
− 1√

2

)}5

=
2
√
2

15



9

y = f(x)と x軸で囲まれた部分の面積を T0とすると，y = f(x)は y軸に
関して対称であるから

T0

2
= −

∫ 1

0

(x4 − x2) dx =

∫ 1

0

x2(1− x)(1 + x) dx

=

∫ 1

0

x2(1− x){(1− x) + 2x} dx

=

∫ 1

0

x2(1− x)2 dx+ 2

∫ 1

0

x3(1− x) dx

=
2!2!

5!
(1− 0)5 + 2·3!1!

5!
(1− 0)5 =

2

15

T > T0 =
4

15
であるから

T

S
>

4

15

/
2
√
2

15
=

√
2

O

y

x

ℓ

m

−1
4

T

S

1−1

補足 次の積分公式を利用している1． ■
積分公式∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf 1

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf

