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序
本書には，次の主な難関国立大学 (理系) が実施した平成 27年 (2015年)度から令
和 4年 (2022年)度までの一般前期試験問題 (数学)・解答例をすべて掲載しました．

北海道大学 東北大学 東京大学 東京工業大学 名古屋大学
京都大学 大阪大学 神戸大学 広島大学 九州大学

出　題　分　野
数学 I 2次関数 図形と計量
数学 II 式と証明 複素数と方程式 図形と方程式

三角関数 指数関数と対数関数 微分法と積分法
数学 III 式と曲線 複素数平面 極限

微分法とその応用 積分法 積分法とその応用
数学A 場合の数と確率 整数の性質 図形の性質
数学B 平面上のベクトル 空間のベクトル 数列
旧課程 行列 (数学C)

本書は，パソコン・スマートフォン・電子黒板での使用を想定した ICT教材です．

1. 解答は，図や解説を充実させ，自学自習ができるように配慮しました．

2. 電子黒板を利用される場合は，電子黒板の PDFブラウザをご使用ください．
ファイルサイズに優れ，ハイパーリンク・拡縮・スワイプ・書き込みもスムー
ズに機能します．

3. パソコン (Adobe Reader)で読み込む際には，全画面表示 ( Ctrl +L)および
描画領域に合わせる ( Ctrl +3)と見やすくなります．ページスクロールには，
( Ctrl +N， Ctrl +H)が利用でき，リンク (ジャンプ)先から戻る ( Alt + N)，
進む ( Alt + H)も利用できます．なお，全画面表示を解除するには ESC．

4. スマートフォンでの使用も想定し，問題および解答には相互リンクを施してい
ます．各問の解答の終わりにある�をクリックすると，各年度のトップページ
に戻ります．

上の 3，4の機能をサポートするPDFブラウザとして，Adobe Readerをご使用く
ださい (フリーソフト)．スマートフォンには，同アプリがインストールされていな
い場合が多いので，同アプリをインストールされてからご使用ください．

令和 4年 6月　西村　信一
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第 0 章 出題分野

J 出　題　分　野
数学 I 2次関数 図形と計量
数学 II 式と証明 複素数と方程式 図形と方程式

三角関数 指数関数と対数関数 微分法と積分法
数学 III 式と曲線 複素数平面 極限

微分法とその応用 積分法 積分法とその応用
数学A 場合の数と確率 整数の性質 図形の性質
数学B 平面上のベクトル 空間のベクトル 数列
旧課程 行列 (数学C)

0.1 数学 I

0.1.1 2次関数 (数学 I)

J 分野 I 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 1 1

東北大学
東京大学
東京工業大学
名古屋大学 1

京都大学
大阪大学
神戸大学
広島大学
九州大学 3

1



2 第 0章 出題分野

0.1.2 図形と計量 (数学 I)

J 分野 I 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学
東北大学
東京大学
東京工業大学
名古屋大学
京都大学 2

大阪大学
神戸大学
広島大学
九州大学

0.2 数学 II

0.2.1 式と証明 (数学 II)

J 分野 II 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学
東北大学
東京大学 1 6

東京工業大学 1

名古屋大学
京都大学 5 5

大阪大学 4 2 2

神戸大学 4 2

広島大学
九州大学 2 5



0.2. 数学 II 3

0.2.2 複素数と方程式 (数学 II)

J 分野 II 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学
東北大学 5 1

東京大学
東京工業大学
名古屋大学 2

京都大学 6 6

大阪大学 4 2

神戸大学 1 1

広島大学 4

九州大学 2

0.2.3 図形と方程式 (数学 II)

J 分野 II 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 4 3 5 4

東北大学 1 1 5 1 2 1

東京大学 4 1 1

東京工業大学
名古屋大学 3

京都大学 1

大阪大学 2 3

神戸大学 2 1 2 4

広島大学 5 2

九州大学 3



4 第 0章 出題分野

0.2.4 三角関数 (数学 II)

J 分野 II 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学
東北大学 4 4

東京大学 1 1 6

東京工業大学 3

名古屋大学
京都大学 2 3·4 3 1

大阪大学 2

神戸大学
広島大学 1

九州大学

0.2.5 指数関数と対数関数 (数学 II)

J 分野 II 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 3

東北大学 2

東京大学
東京工業大学 2

名古屋大学 2

京都大学 1

大阪大学
神戸大学
広島大学
九州大学



0.3. 数学 III 5

0.2.6 微分法と積分法 (数学 II)

J 分野 II 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 2 1 2

東北大学 2 1

東京大学 2 3

東京工業大学 3

名古屋大学 1 1 1

京都大学 3 3

大阪大学 3 4 4

神戸大学 1

広島大学 2 1 1 1

九州大学 1

0.3 数学 III

0.3.1 式と曲線 (数学 III)

J 分野 III 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 5

東北大学
東京大学
東京工業大学 5 2

名古屋大学 1

京都大学
大阪大学
神戸大学 4

広島大学
九州大学 3 1



6 第 0章 出題分野

0.3.2 複素数平面 (数学 III)

J 分野 III 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 1 3 2 5

東北大学 4 5 5 5 5

東京大学 4 3 5 6 2

東京工業大学 5 1 3 2 1·4
名古屋大学 4 3

京都大学 1 1 3

大阪大学 2 2 1

神戸大学 4

広島大学 3 2 4 2

九州大学 5 5 5 3·5 2·4

0.3.3 極限 (数学 III)

J 分野 III 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 4

東北大学 6 3 3·4
東京大学 4

東京工業大学 4 5 1

名古屋大学 3

京都大学 1 4 2

大阪大学 5 1 5 4 4

神戸大学 5 4 3·5 2 1·2
広島大学 2 1 5

九州大学 3·4 1 1 1·4 2



0.3. 数学 III 7

0.3.4 微分法とその応用 (数学 III)

J 分野 III 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 1 3 3

東北大学 5 1·6 1 1 2

東京大学 1 1 2 6 1 1·4 5 5

東京工業大学 3 3 2 4 1 3 3 5

名古屋大学 2 1 2 2 1

京都大学 4 3 3·4 1 2·6
大阪大学 1 2 1 1 1·5
神戸大学 5 3 1 2·3 1 1 4

広島大学 4 3 5 5

九州大学 2 1 1 1 3

0.3.5 積分法 (数学 III)

J 分野 III 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 5 3 5 5 5 2 2 5

東北大学 4 4 5 4 6 6 5 6 6

東京大学 3 6 1 1

東京工業大学 2 2 2 5

名古屋大学 2 1 3 4

京都大学 1 1 1

大阪大学 3 1 1 3

神戸大学 3 3·4 4 2 2

広島大学 3

九州大学 2 4
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0.3.6 積分法の応用 (数学 III)

J 分野 III 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 1 5 5 5

東北大学 2 6 6 4 6

東京大学 6 3 6 3 3 6 6 6 3·5 3 4·5
東京工業大学 4 4·6 4 3 5 4 4 5 5

名古屋大学 1 4 1 3 1 1·4
京都大学 5 6 1 4 5 5 3 6 4 5

大阪大学 2 3 4 4 4 3 5 3 3 5 5

神戸大学 5 5 1 3·5 5 5 2 5 3

広島大学 3 5 2 1 2 4 3 3·4 5

九州大学 1 1 1·4 1 3 1 1 2 5 3 5

0.4 数学A

0.4.1 場合の数と確率 (数学A)

J 分野 A 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 4 5 4 4* 4 3 4 3 4 3 4

東北大学 3 3* 3 3 3 3 2 2 6 4 3 1

東京大学 3 2 2 2 2 6

東京工業大学 1 1 2 4

名古屋大学 3 4 4 3 2

京都大学 1 6 6 4 5 1 2

大阪大学 5 5 5 2 2

神戸大学 4 5 4 3 3 3

広島大学 5 5* 5 4 3 2 5 3 4

九州大学 5* 5 3* 4* 4 3 4 3 3 4

∗は旧課程の内容 (期待値)を含む．
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0.4.2 整数の性質 (数学A)

J 分野 A 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 1 2 2 4

東北大学 6 2 3 3 2

東京大学 4 5 5 5 5 4 4 4 2

東京工業大学 1 1 5 4 1 2 1 2

名古屋大学 4 4 3 4 3 3 2

京都大学 4 3 5 2 2 2 4 3

大阪大学 2 3 3 4 3 4 4

神戸大学 2 4 4 1 5

広島大学 2 5 5 4 3

九州大学 2 5 4 3 4 2 3

0.4.3 図形の性質 (数学A)

J 分野 A 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学
東北大学 1

東京大学 2

東京工業大学 3

名古屋大学
京都大学 5 3 6

大阪大学
神戸大学
広島大学 3 5

九州大学 2
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0.5 数学B

0.5.1 平面上のベクトル (数学B)

J 分野 B 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 1 1

東北大学 4 4 1

東京大学 4 3

東京工業大学
名古屋大学
京都大学 1 5

大阪大学 1 1

神戸大学 2 3

広島大学 4 4 3 2

九州大学

0.5.2 空間のベクトル (数学B)

J 分野 B 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 3 2 3 5 1 1

東北大学 2 2 5 5

東京大学 3 3

東京工業大学 1 2 3 4

名古屋大学 3 2

京都大学 5·6 1 2 3 1 4

大阪大学 4 5 2

神戸大学 1 3 1 1

広島大学 3 3 1

九州大学 4 2 2 3 1 1
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0.5.3 数列 (数学B)

J 分野 B 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

北海道大学 2 4 4 2

東北大学 3

東京大学 2·5 2 4 2 4

東京工業大学 5 4·5 1·3
名古屋大学 1 4 4 3 2 4 4

京都大学 4 6 2 2 5 6 4 6

大阪大学 5 1 5 3

神戸大学 5

広島大学 5 2 2 4 4 1

九州大学 3 5 3

0.6 数学C(旧課程)

0.6.1 行列 (旧課程)

J 分野 C 11 12 13 14

北海道大学 2 1 2 3

東北大学 6 2 5 4

東京大学 5·6 1

東京工業大学 1 5 2 3

名古屋大学 2 2

京都大学 2

大阪大学 1

神戸大学 2

広島大学 1 1 1 1

九州大学 2 5





第 1 章 北海道大学

出題分野 (2011-2022) 120分

J 北海道大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数 1 1

図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式

II 図形と方程式 4 3 5 4

三角関数
指数関数と対数関数 3

微分法と積分法 2 1 2

式と曲線 5

複素数平面 1 3 2 5

関数
III 極限 4

微分法とその応用 1 3 3

積分法 5 3 5 5 5 2 2 5

積分法の応用 1 5 5 5

場合の数と確率 4 5 4 4 4 3 4 3 4 3 4

A 整数の性質 1 2 2 4

図形の性質
平面上のベクトル 1 1

B 空間のベクトル 3 2 3 5 1 1

数列 2 4 4 2

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 1 2 3 数字は問題番号

13

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/HKdai/HKdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/HKdai/HKdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/HKdai/HKdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/HKdai/HKdai_ri_2014.pdf
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1.15 2015年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 aは実数とし，2つの曲線

C1 : y = (x− 1)ex, C2 : y =
1

2e
x2 + a

がある．ただし，eは自然対数の底である．C1上の点 (t, (t− 1)et)におけるC1

の接線がC2に接するとする．

(1) aを tで表せ．

(2) tが実数全体を動くとき，aの極小値，およびそのときの tの値を求めよ．

2 p, qは正の実数とし，a1 = 0，an+1 = pan + (−q)n+1 (n = 1, 2, 3, · · · ) によっ
て定まる数列 {an}がある．

(1) bn =
an
pn
とする．数列 {bn}の一般項を p, q, nで表せ．

(2) q = 1とする．すべての自然数 nについて an+1 = anとなるような pの値
の範囲を求めよ．

3 空間の3点O(0, 0, 0)，A(1, 1, 1)，B(−1, 1, 1)の定める平面をαとし，
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとおく．α上の点 Cがあり，その x座標が正であるとする．ベクトル−→
OCが~aに垂直で，大きさが 1であるとする．

−→
OC = ~cとおく．

(1) Cの座標を求めよ．

(2) ~b = s~a+ t~cをみたす実数 s，tを求めよ．

(3) α上にない点 P(x, y, z)から αに垂線を下ろし，αとの交点をHとする．−→
OH = k~a+ l~cをみたす実数 k, lを x, y, zで表せ．
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4 初めに赤玉 2個と白玉 2個が入った袋がある．その袋に対して以下の試行を繰
り返す．

(i) まず同時に 2個の玉を取り出す．

(ii) その 2個の玉が同色であればそのまま袋に戻し，色違いであれば赤玉 2個
を袋に入れる．

(iii) 最後に白玉 1個を袋に追加してかき混ぜ，1回の試行を終える．n回目の
試行が終わった時点での袋の中の赤玉の個数をXnとする．

(1) X1 = 3となる確率を求めよ．

(2) X2 = 3となる確率を求めよ．

(3) X2 = 3であったとき，X1 = 3である条件付き確率を求めよ．

5 nは自然数，aは a >
3

2
をみたす実数とし，実数 xの関数

f(x) =

∫ x

0

(x− θ)(a sinn+1 θ − sinn−1 θ)dθ

を考える．ただし，n = 1のときは sinn−1 θ = 1とする．

(1)

∫ π
2

0

sinn+1 θ dθ =
n

n+ 1

∫ π
2

0

sinn−1 θ dθを示せ．

(2) f ′
(π
2

)
= 0をみたす nと aの値を求めよ．

(3) (2)で求めた nと aに対して，f
(π
2

)
を求めよ．
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解答例

1 (1) C1 : y = (x− 1)exより y′ = xex

C1上の点 (t, (t− 1)et)における接線を l1とすると，その方程式は

y − (t− 1)et = tet(x− t) すなわち y = tetx+ (−t2 + t− 1)et

C2 : y =
1

2e
x2 + aより y′ =

x

e

C2上の点
(
s,

1

2e
s2 + a

)
における接線を l2とすると，その方程式は

y −
(

1

2e
s2 + a

)
=
s

e
(x− s) ゆえに y =

s

e
x− s2

2e
+ a

l1と l2の方程式は一致するから

tet =
s

e
, (−t2 + t− 1)et = − s

2

2e
+ a

第 1式から，s = tet+1．これを第 2式に代入すると

(−t2 + t− 1)et = −(tet+1)2

2e
+ a

よって a =
1

2
t2e2t+1 + (−t2 + t − 1)et

(2) f(t) = aとおくと f ′(t) = (t2 + t)e2t+1 − (t2 + t)et

= t(t+ 1)et(et+1 − 1)

f(t)の増減表は，次のようになる．

t · · · −1 · · · 0 · · ·
f ′(t) − 0 − 0 +

極小
f(x) ↘ ↘ ↗−1

よって，aは，t = 0のとき，極小値−1をとる． �
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2 (1) an+1 = pan + (−q)n+1より (p 6= 0)
an+1

pn+1
=
an
pn

+

(
−q
p

)n+1

bn =
an
pn
より (a1 = 0) b1 =

a1
p

= 0, bn+1 = bn +

(
−q
p

)n+1

n = 2のとき，p, q > 0より，−q
p
6= 1に注意して

n−1∑
k=1

(bk+1 − bk) =
n−1∑
k=1

(
−q
p

)k+1

bn − b1 =
(− q

p
)2
{
1−

(
− q

p

)n−1
}

1−
(
− q

p

)
bn =

q2

p(p+ q)

{
1−

(
−q
p

)n−1
}

上式は，n = 1のときも成立するから

bn =
q2

p(p + q)

{
1 −

(
−

q

p

)n−1
}

(2) an = pnbnであるから，(1)の結果から

an = pnbn = pn· q2

p(p+ q)

{
1−

(
−q
p

)n−1
}

=
q2

p+ q

{
pn−1 − (−q)n−1

}
これに q = 1を代入して an =

1

p+ 1
{pn−1 − (−1)n−1}

an+1 − an =
1

p+ 1
{pn − (−1)n} − 1

p+ 1

{
pn−1 − (−1)n−1

}
=

1

p+ 1

{
pn−1(p− 1)− 2(−1)n

}
すべての自然数 nについて，an+1 = anが成立する条件は (p+ 1 > 0)

pn−1(p− 1)− 2(−1)n = 0 ゆえに pn−1(p− 1) = 2(−1)n · · · (∗)

n = 1のとき p− 1 = −2より，(∗)は成立する．

n = 2のとき (∗)は p(p− 1) = 2 ゆえに (p+ 1)(p− 2) = 0

p > 0に注意してこれを解くと p = 2

逆に，p = 2であるとき，n = 2について

pn−1(p− 1) = 2n−1(2− 1) = 2n−1 = 2 = 2(−1)n

よって，求める pの値の範囲は p = 2 �
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3 (1) ~a = (1, 1, 1)，~b = (−1, 1, 1)より ~a·~b = 1，|~a|2 = 3

(~a·~b)~a− |~a|2~b は αに平行なベクトルで~aに垂直である．

(~a·~b)~a− |~a|2~b = (1, 1, 1)− 3(−1, 1, 1) = 2(2,−1,−1)

~d = (2,−1,−1)とすると，~cは~dと平行な単位ベクトルであるから，x成
分の符号に注意して

~c =
~d

|~d|
=

(
2√
6
,− 1√

6
,− 1√

6

)
よって C

(
2
√
6
,−

1
√
6
,−

1
√
6

)

(2) ~a, ~b, ~cは αに平行で，~a⊥~cであるから，~b =
~b·~a
|~a|2

~a+
~b·~c
|~c|2

~cより 1

s =
~b·~a
|~a|2

=
1

3
, t =

~b·~c
|~c|2

= − 4√
6
= −

2
√
6

3

(3)
−→
OP =

−→
OH+

−→
HPについて，

−→
HP⊥~a，

−→
HP⊥~cであるから

−→
OP·~a =

−→
OH·~a,

−→
OP·~c =

−→
OH·~c

(2)と同様に，
−→
OH =

−→
OH·~a
|~a|2

~a+

−→
OH·~c
|~c|2

~c，
−→
OP = (x, y, z)より

k =

−→
OH·~a
|~a|2

=

−→
OP·~a
|~a|2

=
x + y + z

3

l =

−→
OH·~c
|~c|2

=

−→
OP·~c
|~c|2

=
2x − y − z

√
6

�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/HKdai/HKdai ri 2016.pdf 5 の補足を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/HKdai/HKdai_ri_2016.pdf
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4 (1) X1 = 3となる事象をAとすると，Aは赤玉 2個，白玉 2個の 4個から赤
玉 1個と白玉 1個を取り出す事象であるから，求める確率は

P (A) =
2C1·2C1

4C2

=
2·2
6

=
2

3

(2) X2 = 3となる事象をBとする．

(i) 事象Aが起きたとき，袋の中は赤玉 3個と白玉 2個となる．X2 = 3と
なるのは，2回目の試行で色違いの玉を取り出さない場合であるから

P (A ∩B) = P (A)P (B)

=
2

3
×
(
1− 3C1·2C1

5C2

)
=

2

3
×
(
1− 3·2

10

)
=

4

15

(ii) 事象Aが起きたとき，袋の中は赤玉 2個と白玉 3個となる．X2 = 3

となるのは，2回目の試行で色違いの玉を取り出す場合であるから

P (A ∩B) = P (A)P (B) = (1− P (A))P (B)

=

(
1− 2

3

)
× 2C1·3C1

5C2

=
1

3
× 2·3

10
=

1

5

(i)，(ii)より，求める確率は

P (B) = P (A ∩B) + P (A ∩B) =
4

15
+

1

5
=

7

15

(3) 求める条件付き確率は，(2)の結果から

PB(A) =
P (A ∩B)

P (B)
=

4

15
÷ 7

15
=

4

7

�
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5 (1) In =

∫ π
2

0

sinn θ dθとおくと 2

In+1 =

∫ π
2

0

sinn+1 θ dθ = −
∫ π

2

0

sinn θ(cos θ)′ dθ

= −
[

sinn θ cos θ

]π
2

0

+

∫ π
2

0

n sinn−1 θ cos θ· cos θ dθ

= n

∫ π
2

0

sinn−1 θ(1− sin2 θ) dθ

= n(In−1 − In+1)

ゆえに In+1 =
n

n+ 1
In−1

よって
∫ π

2

0

sinn+1 θ dθ =
n

n+ 1

∫ π
2

0

sinn−1 θ dθ

(2) f(x) =

∫ x

0

(x− θ)(a sinn+1 θ − sinn−1 θ)dθより

f(x) = x

∫ x

0

(a sinn+1 θ − sinn−1 θ)dθ −
∫ x

0

θ(a sinn+1 θ − sinn−1 θ)dθ

これを微分して x =
π

2
を代入すると，(1)の結果より

f ′(x) =

∫ x

0

(a sinn+1 θ − sinn−1 θ)dθ + x(a sinn+1 x− sinn−1 x)

− x(a sinn+1 x− sinn−1 x)

=

∫ x

0

(a sinn+1 θ − sinn−1 θ)dθ,

f ′
(π
2

)
= aIn+1 − In−1 = a· n

n+ 1
In−1 − In−1 =

(a− 1)n− 1

n+ 1
In−1

f ′
(π
2

)
= 0より (a− 1)n− 1 = 0 ゆえに a = 1 +

1

n
· · · 1©

a >
3

2
であるから 1 +

1

n
>

3

2
ゆえに

1

n
>

1

2

nは自然数であるから n = 1 これを 1©に代入して a = 2

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2018 kouki.pdf 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2018_kouki.pdf
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(3) (2)の結果により

f
(π
2

)
=

∫ π
2

0

(π
2
− θ
)
(2 sin2 θ − 1)dθ

= −
∫ π

2

0

(π
2
− θ
)
cos 2θ dθ

=

[
−π
4
sin 2θ +

θ

2
sin 2θ +

1

4
cos 2θ

]π
2

0

= −
1

2

別解 ϕ =
π

2
− θとおくと dθ

dϕ
= −1 θ 0 −→ π

2

ϕ π
2
−→ 0

f
(π
2

)
= −

∫ π
2

0

(π
2
− θ
)
cos 2θ dθ

= −
∫ 0

π
2

ϕ cos(π − 2ϕ)·(−dϕ)

=

∫ π
2

0

ϕ cos 2ϕdϕ

=

[
ϕ

2
sin 2ϕ+

1

4
cos 2ϕ

]π
2

0

= −
1

2

�
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1.16 2016年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 複素数平面上の点 0を中心とする半径 2の円C上に点 zがある．aを実数の定
数とし，

w = z2 − 2az + 1

とおく．

(1) |w|2を zの実部 xと aを用いて表せ．

(2) 点 zがC上を一周するとき，|w|の最小値を aを用いて表せ．

2 a > 0に対し，関数 f(x)が

f(x) =

∫ a

−a

{
e−x

2a
+ f(t) sin t

}
dt

をみたすとする．

(1) f(x)を求めよ．

(2) 0 < a 5 2πにおいて，

g(a) =

∫ a

−a

f(t) sin t dt

の最小値とそのときの aの値を求めよ．

3 机のひきだしAに 3枚のメダル，ひきだしBに 2枚のメダルが入っている．ひ
きだしAの各メダルの色は金，銀，銅のどれかであり，ひきだしBの各メダル
の色は金，銀のどちらかである．

(1) ひきだしAのメダルの色が 2種類である確率を求めよ．

(2) ひきだしA，Bをあわせたメダルの色が 2種類である確率を求めよ．

(3) ひきだしA，Bをあわせてちょうど 3枚の金メダルが入っていることがわ
かっているとき，ひきだしAのメダルの色が 2種類である確率を求めよ．
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4 (1) 次の方程式が異なる 3つの 0でない実数解をもつことを示せ．

x3 + x2 − 2x− 1 = 0 · · · 1©

(2) 方程式 1©の 3つの実数解を s, t, uとし，数列 {an}を

an =
sn−1

(s− t)(s− u)
+

tn−1

(t− u)(t− s)
+

un−1

(u− s)(u− t)
(n = 1, 2, 3, · · · )

によって定める．このとき，

an+3 + an+2 − 2an+1 − an = 0 (n = 1, 2, 3, · · · )

が成り立つことを示せ．

(3) (2)の anがすべて整数であることを示せ．

5 空間の 2 点 A(0, 0, 2)，B(0, 1, 3) を通る直線を ` とし，2 点 C(1, 0, 0)，
D(1, 0, 1)を通る直線をmとする．aを定数として，`上にもm上にもない点
P(s, t, a)を考える．

(1) Pから `に下ろした垂線と `の交点をQとし，Pからmに下ろした垂線と
mの交点をRとする．Q，Rの座標をそれぞれ s, t, aを用いて表せ．

(2) Pを中心とし，`とmがともに接するような球面が存在するための条件を
s, t, aの関係式で表せ．

(3) s, tと定数 aが (2)の条件をみたすとき，平面上の点 (s, t)の軌跡が放物
線であることを示し，その焦点と準線を aを用いて表せ．
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解答例

1 (1) w = z2 − 2az + 1 (aは実数, |z| = 2)より

|w|2 = ww = (z2 − 2az + 1)(z2 − 2az + 1)

= {(z2 − 2az) + 1}{(z2 − 2az) + 1}
= (z2 − 2az)(z2 − 2az) + (z2 − 2az) + (z2 − 2az) + 1

= zz(z − 2a)(z − 2a) + z2 + z2 − 2a(z + z) + 1

= zz{zz − 2a(z + z) + 4a2}+ (z + z)2 − 2zz − 2a(z + z) + 1

zz = |z|2 = 4，z + z = 2xであるから

|w|2 = 4{4− 2a·2x+ 4a2}+ (2x)2 − 2·4− 2a·2x+ 1

= 4x2 − 20ax + 16a2 + 9

(2) (1)の結果から，f(x) = 4x2 − 20ax+ 16a2 + 9とおくと

f(x) = 4

(
x− 5a

2

)2

+ 9− 9a2

−2 5 x 5 2における f(x)の最小値をmとする．

(i)
5a

2
5 −2，すなわち，a 5 −4

5
のとき

m = f(−2) = 16a2 + 40a+ 25 = (4a+ 5)2

(ii) −2 5 5a

2
5 2，すなわち，−4

5
5 a 5 4

5
のとき

m = f

(
5a

2

)
= 9− 9a2

(iii) 2 5 5a

2
，すなわち，

4

5
5 aのとき

m = f(2) = 16a2 − 40a+ 25 = (4a− 5)2

(i)～(iii)より，|w|の最小値は

a 5 −
4

5
のとき |4a + 5|

−
4

5
5 a 5

4

5
のとき 3

√
1 − a2

4

5
5 a のとき |4a − 5|

�
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2 (1) 与えられた関数 f(x)から (a > 0)

f(x) =

∫ a

−a

{
e−x

2a
+ f(t) sin t

}
dt

=
e−x

2a

∫ a

−a

dt+

∫ a

−a

f(t) sin t dt = e−x +

∫ a

−a

f(t) sin t dt

k =

∫ a

−a

f(t) sin t dtとおくと，f(x) = e−x + kより

k =

∫ a

−a

(e−t + k) sin t dt =

∫ a

−a

e−t sin t dt+ k

∫ a

−a

sin t dt

= −1

2

[
e−t(sin t+ cos t)

]a
−a

+ k

[
− cos t

]a
−a

= −1

2
(ea + e−a) sin a+

1

2
(ea − e−a) cos a

よって f(x) = e−x −
1

2
(ea + e−a) sin a +

1

2
(ea − e−a) cos a

(2) k = g(a)であるから

g(a) = −1

2
(ea + e−a) sin a+

1

2
(ea − e−a) cos a

g′(a) = −(ea − e−a) sin a

したがって，0 5 a 5 2πにおける g(a)の増減は，次のようになる．

a 0 · · · π · · · 2π

g′(a) − 0 +

g(a) ↘ 極小 ↗

よって，求める最小値は g(π) =
e−π − eπ

2
�
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3 (1) ひきだしAのメダルの色が 1種類または 3種類である確率は

3

33
+

3!

33
=

1

3

求める確率は，この余事象の確率であるから 1− 1

3
=

2

3

(2) 2種類のメダルの色が金，銀である確率は
25 − 2

33·22
=

30

108

2種類のメダルの色が金，銅である確率は
(23 − 1)× 1

33·22
=

7

108

2種類のメダルの色が銀，銅である確率は
(23 − 1)× 1

33·22
=

7

108

よって，求める確率は
30

108
+

7

108
+

7

108
=

11

27

(3) (i) Aに 3枚の金メダルが入る場合は 1× 1 = 1 (通り)

(ii) Aに 2枚の金メダルが入る場合は 3C2·2× 2C1·1 = 12 (通り)

(iii) Aに 1枚の金メダルが入る場合は 3C1·22 × 2C2 = 12 (通り)

ひきだしAのメダルの色が 2種類であるのは，(ii)の場合と，(iii)におい
て 1枚の金メダル以外の残りの 2枚のメダルが同色である場合であるか
ら，その総数は

12 + 3C1·2× 2C2 = 18 (通り)

よって，求める条件付き確率は
18

1 + 12 + 12
=

18

25
�
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4 (1) f(x) = x3 + x2 − 2x− 1とおくと f ′(x) = 3x2 + 2x− 2

2次方程式 f ′(x) = 0の係数について

D/4 = 12 − 3·(−2) = 7 > 0

したがって，f ′(x) = 0は異なる 2つの実数解をもち，それらを α, βとす
ると (α < β)，f(x)は極大値 f(α)，極小値 f(β)をもつ．

x · · · α · · · β · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

f(x) = x3
(
1 +

1

x
− 2

x2
− 1

x3

)
より lim

x→−∞
f(x) = −∞, lim

x→∞
f(x) =∞

また，f ′(x) = 0の解と係数の関係により

α + β = −2

3
, αβ = −2

3

f(x) = f ′(x)

(
x

3
+

1

9

)
− 7

9
(2x+ 1)であるから

f(α)f(β) =
49

81
(2α + 1)(2β + 1) =

49

81
{4αβ + 2(α + β) + 1}

=
49

81

{
4

(
−2

3

)
+ 2

(
−2

3

)
+ 1

}
= −49

27
< 0

上の結果と増減表により f(α) > 0，f(β) < 0

f(0) = −1 6= 0より，f(x) = 0，すなわち，x3 + x2 − 2x − 1 = 0は，異
なる 3つの 0でない実数解をもつ．

別解 f(−2) = −1 < 0，f(−1) = 1 > 0，f(0) = −1 < 0，

f(1) = −1 < 0，f(2) = 7 > 0

f(x)の増減表から，3区間−2 < x < −1，−1 < x < 0，1 < x < 2におい
て，それぞれ 1つずつ f(x) = 0の実数解が存在する．
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(2) s, t, uは f(x) = 0の解であるから f(s) = f(t) = f(u) = 0

sn−1f(s)

(s− t)(s− u)
+

tn−1f(t)

(t− u)(t− s)
+

un−1f(u)

(u− s)(u− t)
= 0

sn−1(s3 + s2 − 2s− 1)

(s− t)(s− u)

+
tn−1(t3 + t2 − 2t− 1)

(t− u)(t− s)

+
un−1(u3 + u2 − 2u− 1)

(u− s)(u− t)
= 0

sn+2

(s− t)(s− u)
+

tn+2

(t− u)(t− s)
+

un+2

(u− s)(u− t)

+
sn+1

(s− t)(s− u)
+

tn+1

(t− u)(t− s)
+

un+1

(u− s)(u− t)

−2
{

sn

(s− t)(s− u)
+

tn

(t− u)(t− s)
+

un

(u− s)(u− t)

}
−
{

sn−1

(s− t)(s− u)
+

tn−1

(t− u)(t− s)
+

un−1

(u− s)(u− t)

}
= 0

よって an+3 + an+2 − 2an+1 − an = 0

(3) anの定義式から

a1 =
1

(s− t)(s− u)
+

1

(t− u)(t− s)
+

1

(u− s)(u− t)

=
−(t− u)− (u− s)− (s− t)

(s− t)(t− u)(u− s)
= 0,

a2 =
s

(s− t)(s− u)
+

t

(t− u)(t− s)
+

u

(u− s)(u− t)

=
−s(t− u)− t(u− s)− u(s− t)

(s− t)(t− u)(u− s)
= 0,

a3 =
s2

(s− t)(s− u)
+

t2

(t− u)(t− s)
+

u2

(u− s)(u− t)

=
−s2(t− u)− t2(u− s)− u2(s− t)

(s− t)(t− u)(u− s)

=
(s− t)(t− u)(u− s)
(s− t)(t− u)(u− s)

= 1

上式および (2)の結果より an+3 = −an+2 + 2an+1 + anであるから，すべ
ての自然数 nについて，anは整数である．
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補足 n次式 Fn(s, t, u) = −(t− u)sn−1 − (u− s)tn−1 − (s− t)un−1は，s, t, uに関
する対称式である．s = tとおくと F (s, t, u) = 0となるから，Fn(s, t, u)は
s− tを因数にもつ．また，対称性により，t− u，u− sも因数にもつ．すなわ
ち，Fn(s, t, u)は (s− t)(t− u)(u− s)を因数にもつから

Fn(s, t, u) = (s− t)(t− u)(u− s)Gn−3(s, t, u) · · · (∗)

とおける．このとき，Gn−3(s, t, u)は基本対称式 s+ t+ u，st+ tu+ us，stu
からなる n− 3次式である．次数 nについて次が成立する．

(i) n = 1, 2のとき，(∗)の両辺の次数に着目すると

Gn−3(s, t, u) = 0 (n = 1, 2)

(ii) n = 3のとき，G0(s, t, u)は定数となるので，s2の係数を比較して

G0(s, t, u) = 1

(iii) n = 4のとき，G1(s, t, u)は 1次式であるから

G1(s, t, u) = k(s+ t+ u) (kは定数)

とおいて，s3の係数を比較すると，k = 1より

G1(s, t, u) = s+ t+ u

(iv) n = 5のとき，G2(s, t, u)は 2次式であるから，定数 a, bを用いて

G2(s, t, u) = a(s+ t+ u)2 + b(st+ tu+ us)

とおいて，s4の係数を比較すると，a = 1であるから

−(t− u)s4 − (u− s)t4 − (s− t)u4

= (s− t)(t− u)(u− s){(s+ t+ u)2 + b(st+ tu+ us)}

s = 1，t = 0，u = −1を上式に代入すると，b = −1より

G2(s, t, u) = (s+ t+ u)2 − (st+ tu+ us)

an =
Fn(s, t, u)

(s− t)(t− u)(u− s)
= Gn−3(s, t, u)であるから

a1 = 0, a2 = 0, a3 = 1,

a4 = s+ t+ u, a5 = (s+ t+ u)2 − (st+ tu+ us)

f(x) = 0の解と係数の関係により s+ t+ u = −1, st+ tu+ us = −2

ゆえに，a4 = −1，a5 = 3．これらは漸化式から得られる結果と一致する． �
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5 (1) A(0, 0, 2)，B(0, 1, 3)，C(1, 0, 0)，D(1, 0, 1)，P(s, t, a)

−→
AB = (0, 1, 1)，

−→
AP = (s, t, a− 2)より

−→
AQ =

−→
AB·
−→
AP

|
−→
AB|2

−→
AB =

t+ a− 2

2
(0, 1, 1),

−→
OQ =

−→
OA+

−→
AQ = (0, 0, 2) +

t+ a− 2

2
(0, 1, 1)

=

(
0,

t+ a− 2

2
,
t+ a+ 2

2

)
−→
CD = (0, 0, 1)，

−→
CP = (s− 1, t, a)より

−→
CR =

−→
CD·
−→
CP

|
−→
CD|2

−→
CD = a(0, 0, 1),

−→
OR =

−→
OC+

−→
CR = (1, 0, 0) + a(0, 0, 1) = (1, 0, a)

よって Q

(
0,

t + a − 2

2
,
t + a + 2

2

)
，R(1, 0, a)

補足
−→
ABと同じ方向の単位ベクトルを~eとし，

−→
APと

~eのなす角を θとすると

−→
AP·~e = |

−→
AP||~e| cos θ = |

−→
AP| cos θ

　 P

A
Q

θ

~e B
l

−→
AQ = (|

−→
AP| cos θ)~eであるから

−→
AQ = (

−→
AP·~e)~e

これに~e =

−→
AB

|
−→
AB|

を代入すると
−→
AQ =

−→
AB·
−→
AP

|
−→
AB|2

−→
AB

(2) (1)の結果から

−→
PQ =

1

2
(−2s,−t+ a− 2, t− a+ 2),

−→
PR = (1− s,−t, 0)

条件を満たすとき，|
−→
PQ|2 = |

−→
PR|2であるから

1

4
{(−2s)2 + (−t+ a− 2)2 + (t− a+ 2)2} = (1− s)2 + (−t)2

2s2 + (t− a+ 2)2 = 2{(1− s)2 + t2}

整理すると 4s = t2 + 2(a − 2)t − a2 + 4a − 2
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(3) (2)の結果から

4

(
s+

a2 − 4a+ 3

2

)
= (t+ a− 2)2 · · · (∗)

st平面上の放物線 4s = t2は，焦点 (1, 0)，準線 s = −1である．

O

t

s1−1

4s = t2

放物線 (∗)は放物線 4s = t2を s軸方向に−a
2 − 4a+ 3

2
，t軸方向に−a+2

だけ平行移動したものである．(∗)の焦点は(
1− a2 − 4a+ 3

2
,−a+ 2

)
すなわち

(−a2 + 4a − 1

2
,−a + 2

)
また，(∗)の準線の方程式は

s = −1− a2 − 4a+ 3

2
すなわち s =

−a2 + 4a − 5

2

�
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1.17 2017年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 自然数の 2乗となる数を平方数という．

(1) 自然数 a，n，kに対して，n(n+ 1) + a = (n+ k)2 が成り立つとき，

a = k2 + 2k − 1

が成り立つことを示せ．

(2) n(n+ 1) + 14が平方数となるような自然数 nをすべて求めよ．

2 関数 f(x) = 1 + sin x− x cos xについて，以下の問いに答えよ．

(1) f(x)の 0 5 x 5 2πにおける増減を調べ，最大値と最小値を求めよ．

(2) f(x)の不定積分を求めよ．

(3) 次の定積分の値を求めよ． ∫ 2π

0

|f(x)| dx

3 複素数平面上に 3点O，A，Bを頂点とする4OABがある．ただし，Oは原点
とする．4OABの外心をPとする．3点A，B，Pが表す複素数を，それぞれ
α，β，zとするとき，

αβ = z

が成り立つとする．

(1) 複素数 αの満たすべき条件を求め，点A(α)が描く図形を複素数平面上に
図示せよ．

(2) 点 P(z)の存在範囲を求め，複素数平面上に図示せよ．

4 さいころを続けて投げて，数直線上の点Pを移動させるゲームを行う．初め点
Pは原点 0にいる．さいころを投げるたびに，出た目の数だけ，点Pを現在の
位置から正の向きに移動させる．この試行を続けて行い，点 Pが 10に達する
か越えた時点でゲームを終了する．n回目の試行でゲームが終了する確率を pn
とする．

(1) p10 =

(
1

6

)9

となることを示せ．

(2) p9の値を求めよ．

(3) p3の値を求めよ．
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5 座標平面上の 3点A(1, 0)，B(3, 1)，C(2, 2)を頂点とする4ABC の内部およ
び境界を T とおく．実数 aに対して，条件

AP2 + BP2 + CP2 5 a

を満たす座標平面上の点 Pの全体をDとする．ただし，APは点Aと点 Pの
距離を表す．

(1) Dが少なくとも 1つの点 Pを含むような aの値の範囲を求めよ．

(2) Dが T を含むような aの値の範囲を求めよ．

(3) (1)のもとで，Dが T に含まれるような aの値の範囲を求めよ．
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解答例

1 (1) n(n+ 1) + a = (n+ k)2 · · · (∗)より

a = (n+ k)2 − n(n+ 1)

= k2 + n(2k − 1) · · · 1©

n，kは自然数であるから，n = 1，2k − 1 > 0より

a = k2 + 1(2k − 1) ゆえに a = k2 + 2k − 1 · · · (∗∗)

(2) (∗)において，a = 14であるから，このとき，(∗∗)により

14 = k2 + 2k − 1 ゆえに (k + 5)(k − 3) 5 0

これを満たす自然数 kは 1, 2, 3

1©より，n =
14− k2

2k − 1
であるから

k 1 2 3

n 13 10
3

1

よって，求める自然数 nは 1, 13 �



1.17. 2017年 (120分) 35

2 (1) f(x) = 1 + sin x− x cos xを微分すると f ′(x) = x sin x

したがって，0 5 x 5 2πにおける f(x)の増減は次にようになる．

x 0 · · · π · · · 2π

f ′(x) + 0 −
f(x) 1 ↗ 1 + π ↘ 1− 2π

よって，最大値 f(π) = 1 + π，最小値 f(2π) = 1 − 2π

(2)

∫
f(x) dx = x − 2 cosx − x sinx + C (Cは積分定数)

(3) f

(
3π

2

)
= 0であるから，(1)の増減表により

0 5 x 5 3π

2
で f(x) = 0,

3π

2
5 x 5 2πで f(x) 5 0

(2)の結果から F (x) = x− 2 cos x− x sinxとおくと，

F (0) = −2, F

(
3π

2

)
= 3π, F (2π) = 2π − 2

したがって∫ 2π

0

|f(x)| dx =

∫ 3π
2

0

f(x) dx−
∫ 2π

3π
2

f(x) dx

=

[
F (x)

] 3π
2

0

−
[
F (x)

]2π
3π
2

= 2F

(
3π

2

)
− F (0)− F (2π)

= 2·3π − (−2)− (2π − 2) = 4π + 4

�
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3 (1) O(0)，A(α)，B(β)，P(αβ)について，Pは4OABの外心であるから

|OP| = |AP| = |BP| ゆえに |αβ| = |αβ − α| = |αβ − β|

したがって |α||β| = |α||β − 1| = |β||α− 1|

すなわち |α| = |α− 1|，|β| = |β − 1|

よって，A(α)が描く描く図形は，右の図のよ
うに 2点 0, 1を結ぶ垂直二等分線である．

　

O

Im

Re11
2

A(α)

(2) (1)で示したように，B(β)も 2点 0, 1を結ぶ垂直二等分線上にあるから

α =
1

2
+ si, β =

1

2
+ ti, z = x+ yi

とおくと (s, t, x, yは実数)，z = αβより

x+ yi =

(
1

2
+ si

)(
1

2
+ ti

)
=

1

4
− st+ 1

2
(s+ t)i

したがって x =
1

4
− st, y =

1

2
(s+ t) ゆえに s+ t = 2y, st =

1

4
− x

このとき，s，tを解とする 2次方程式は

λ2 − (s+ t)λ+ st = 0 すなわち λ2 − 2yλ+
1

4
− x = 0 · · · (∗)

2次方程式 (∗)は，異なる 2つの実数解をもつから，係数について

D/4 = (−y)2 − 1

(
1

4
− x
)
> 0 ゆえに x > −y2 + 1

4

よって，P(z)の描く図形は，下の図の斜線部分で境界線を含まない．

O

y

x1
4

1
2

−1
2

�
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4 (1) 9回目までに少なくとも 1回 2以上の目が出ると，9回目でPの座標は 10

以上となり，9回目以内でゲームが終了する．1回目から 9回目まで 1の
目が出る確率であるから (10回目は任意の目)

p10 =

(
1

6

)9

(2) 9回目で Pの座標が 10以上になるのは，次の場合である．

(i) 8回目まですべての 1の目が出て，9回目で 2以上出る確率は(
1

6

)8

× 5

6
=

5

69

(ii) 1回目から 8回目までに 1回だけ 2の目が出てそれ以外は 1の目が出
る確率は (9回目は任意の目)

8C1

(
1

6

)8

=
8

68

(i)，(ii)より，求める確率は
5

69
+

8

68
=

53

69

(3) 1, 2, 3回目に出た目を順に i, j, kとすると，4 5 i + j 5 9であるから，
このときの (i, j)の組の数および kの場合の数は，次のようになる

i+ j 4 5 6 7 8 9

(i, j)の個数 3 4 5 6 5 4

kの個数 1 2 3 4 5 6

よって，求める確率は

p3 =
3·1 + 4·2 + 5·3 + 6·4 + 5·5 + 4·6

63
=

99

216
=

11

24

�
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5 (1) A(1, 0)，B(3, 1)，C(2, 2)

P(x, y)とおくと，AP2 + BP2 + CP2 5 aより

(x− 1)2 + y2 + (x− 3)2 + (y − 1)2 + (x− 2)2 + (y − 2)2 5 a

したがって，Dの表す領域は (x− 2)2 + (y − 1)2 5 a− 4

3
· · · (∗)

よって，Dが少なくとも 1点 Pを含む aの値の範囲は

a− 4

3
= 0 よって a = 4

(2) (∗)より，Dは点 (2, 1)を中心とする半径√
a− 4

3

の円の内部であるから，G(2, 1)とすると√
a− 4

3
= GA

　

O

y

x1 2 3

1

2

A

B

C
T

G

を満たせばよい．GA =
√

(1− 2)2 + (0− 1)2 =
√
2であるから√

a− 4

3
=
√
2 これを解いて a = 10

(3) 点G(2, 1)から 3直線

AB : x− 2y − 1 = 0, AC : 2x− y − 2 = 0, BC : x+ y − 4 = 0

までの距離は，それぞれ
1√
5
，

1√
5
，

1√
2
であるから，(∗)により

0 5
√
a− 4

3
5 1√

5
よって 4 5 a 5

23

5

�
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1.18 2018年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標空間の4点A

(
−
√
3

2
,
1

2
, 0

)
，B(0, 0, 1)，C

(
−1

2
,−
√
3

2
,−1

)
，D

(
1

2
,

√
3

2
,−1

)
に対し，

~p = (1− t)
−→
OA+ t

−→
OB, ~q = (1− s)

−→
OC+ s

−→
OD

とおく．ただし，Oは原点，sと tは実数とする．

(1) |~p|，|~q|と内積~p·~qを s，tで表せ．

(2) t =
1

2
のとき，ベクトル~pと~qのなす角が

3

4
πとなるような sの値を求めよ．

(3) sと tが実数を動くとき，|~p−~q|の最小値を求めよ．

2 z +
4

z
が実数となるような 0と異なる複素数 zの全体をDとする．

(1) Dを複素数平面上に図示せよ．

(2) kを実数とする．Dに属する zで方程式

k

(
z +

4

z
+ 8

)
= i

(
z − 4

z

)
を満たすものが存在するような kの値の範囲を求めよ．ただし，iは虚数
単位を表す．

3 数字の 2が書かれたカードが 2枚，同様に，数字の 0，1，8が書かれたカード
がそれぞれ 2枚，あわせて 8枚のカードがある．これらから 4枚を取り出し，
横一列に並べてできる自然数を nとする．ただし，0のカードが左から 1枚ま
たは 2枚現れる場合は，nは 3桁または 2桁の自然数とそれぞれ考える．例え
ば，左から順に 0，0，1，1の数字のカードが並ぶ場合の nは 11である．

(1) a，b，c，dは整数とする．1000a+ 100b+ 10c+ dが 9の倍数になること
と a+ b+ c+ dが 9の倍数になることは同値であることを示せ．

(2) nが 9の倍数である確率を求めよ．

(3) nが偶数であったとき，nが 9の倍数である確率を求めよ．
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4 座標平面上に 3点O(0, 0)，A

(
15

2
, 0

)
，B(11, 11)がある．条件

BQ = OQ = 2AQ

を満たす点Q(x, y)全体をDとする．

(1) Dを座標平面上に図示せよ．また，BQ = OQ = 2AQとなるすべての点
Qの座標を求めよ．

(2) 0 < p 5 11とし，Pを点 (p, 11)とする．条件OQ = PQ を満たすDの点
Qが存在するような pの値の範囲を求めよ．

5 2つの関数

f(x) = cos x, g(x) =

√
π2

2
− x2 − π

2

がある．

(1) 0 5 x 5 π

2
のとき，不等式

2

π
x 5 sin x が成り立つことを示せ．

(2) 0 5 x 5 π

2
のとき，不等式 g(x) 5 f(x) が成り立つことを示せ．

(3) 0 5 x 5 π

2
の範囲において，2つの曲線 y = f(x)，y = g(x) および y軸が

囲む部分の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) 4点A

(
−
√
3

2
,
1

2
, 0

)
，B(0, 0, 1)，C

(
−1

2
,−
√
3

2
,−1

)
，D

(
1

2
,

√
3

2
,−1

)
に対し，~a =

−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC，~d =

−→
ODとおくと

|~a| = |~b| = 1, |~c| = |~d| =
√
2,

~a·~b = 0, ~a·~c = 0, ~a·~d = 0,

~b·~c = −1, ~b·~d = −1, ~c·~d = 0

~p = (1− t)~a+ t~b，~q = (1− s)~c+ s~dより，上の結果に注意して

|~p|2 = |(1− t)~a+ t~b|2 = (1− t)2|~a|2 + 2(1− t)t~a·~b+ t2|~b|2

= (1− t)2 + t2 = 2t2 − 2t+ 1,

|~q|2 = |(1− s)~c+ s~d|2 = (1− s)2|~c|2 + 2(1− s)s~c·~d+ s2|~d|2

= 2(1− s)2 + 2s2 = 2(2s2 − 2s+ 1)

したがって |~p| =
√
2t2 − 2t + 1，|~q| =

√
2(2s2 − 2s + 1)

また ~p·~q = {(1− t)~a+ t~b}·{(1− s)~c+ s~d}
= (1− s)(1− t)~a·~c+ s(1− t)~a·~d+ (1− s)t~b·~c+ st~b·~d
= (1− s)t·(−1) + st·(−1) = −t

(2) (1)の結果から，t =
1

2
のとき |~p| = 1√

2
，~p·~q = −1

2

このとき，~pと~qのなす角が
3

4
πであるから

cos
3

4
π =

~p·~q
|~p||~q|

ゆえに − 1√
2
=
−1

2

1√
2
|~q|

すなわち |~q| = 1

これを (1)の結果に代入すると
√
2(2s2 − 2s+ 1) = 1

したがって (2s− 1)2 = 0 これを解いて s =
1

2

(3) (1)の結果から

|~p−~q|2 = |~p|2 − 2~p·~q + |~q|2

= (2t2 − 2t+ 1)− 2(−t) + 2(2s2 − 2s+ 1)

= (2s− 1)2 + 2t2 + 2 = 2

よって，|~p−~q|の最小値は
√
2 �
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2 (1) z +
4

z
が，実数であるから z +

4

z
= z +

4

z

したがって z +
4

z
= z +

4

z

ゆえに (z − z)
(
1− 4

|z|2

)
= 0

すなわち z = z または |z| = 2

よって，Dの表す図形は，実軸上 (原点を除く)

または 原点を中心とする半径 2の円

　

O

Im

Re

2

2

(2) 与えれた方程式から

k

(
z +

4

z
+ 8

)
+ i

(
4

z
− z
)

= 0 · · · (∗)

(i) zが実軸上にあるとき，k
(
z +

4

z
+ 8

)
，

4

z
− zは実数であるから

k

(
z +

4

z
+ 8

)
= 0,

4

z
− z = 0

上の第 2式から，z = ±2．これを第 1式に代入することにより

k = 0

(ii) zが |z| = 2を満たす円周上で−2を除く点であるとき

z = 2(cos θ + i sin θ) (−π < θ < π)

とおいて，(∗)に代入すると

k(4 cos θ + 8) + i(−4i sin θ) = 0 ゆえに k(cos θ + 2) + sin θ = 0

t = tan
θ

2
(−∞ < t <∞)，sin θ =

2t

1 + t2
，cos θ =

1− t2

1 + t2
とすると

k

(
1− t2

1 + t2
+ 2

)
+

2t

1 + t2
= 0 ゆえに kt2 + 2t+ 3k = 0 · · · (∗∗)

k 6= 0のとき，上の tに関する 2次方程式 (∗∗)は実数解をもつから

D/4 = 1− 3k2 = 0 ゆえに − 1√
3
5 k 5 1√

3

特に，k = 0のときも方程式 (∗∗)は実数解をもつ．

(i)，(ii)より，求める kの値の範囲は −
1
√
3
5 k 5

1
√
3

�
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3 (1) 1000a+ 100b+ 10c+ d = 9(111a+ 11b+ c) + a+ b+ c+ d

上式より，1000a + 100b + 10c + dが 9の倍数であることと a + b + c + d

が 9の倍数であることは同値である．

別解 10 ≡ 1 (mod 9)より，102 ≡ 1, 103 ≡ 1 (mod 9)であるから

1000a+ 100b+ 10c+ d = 103a+ 102b+ 10c+ d

≡ a+ b+ c+ d (mod 9)

(2) 8枚のカードをすべて区別する．異なる 8枚のカードから 4枚を取り出し，
一列に並べる方法は

8P4 (通り)

このとき，取り出した 4枚の数字の和が 9の倍数となる組合せは

(a) {0, 0, 1, 8} (b) {0, 2, 8, 8} (c) {1, 1, 8, 8}

(a)の 1, 8の選び方は 22通り，(b)の 0, 2の選び方は 22通り．(a)～(c)の
並べ方は，それぞれ 4!通りあるから，nが 9の倍数となる事象を Aとす
ると，その総数は

22·4! + 22·4! + 4! = 9·4! (通り)

よって，求める確率は P (A) =
9·4!
8P4

=
9× 4·3·2·1
8·7·6·5

=
9

70

(3) nが奇数であるのは，一位の数が 1であるから，その場合の数は

2× 7P3 (通り)

nが偶数となる事象をBとすると，その確率は

P (B) = 1− 2× 7P3

8P4

=
8·7·6·5− 2× 7·6·5

8P4

=
6·7·6·5
8P4

nが 9の倍数で奇数A∩Bとなるのは，一位の数が 1であるから，その場
合の数は (a)のときの 22·3!通りと (c)のときの 2·3!通り．nが 9の倍数で
偶数となる，すなわち，A ∩Bとなる確率は

P (A ∩B) = P (A)− P (A ∩B)

=
9·4!
8P4

− 22·3! + 2·3!
8P4

=
30·3!
8P4

よって，求める条件付き確率は

PB(A) =
P (A ∩B)

P (B)
=

30·3!
8P4

· 8P4

6·7·6·5
=

1

7

�
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4 (1) O(0, 0)，A

(
15

2
, 0

)
．B(11, 11)，Q(x, y)

BQ = OQ = 2AQより，BQ2 = OQ2 = 4AQ2であるから

(x− 11)2 + (y − 11)2 = x2 + y2 = (2x− 15)2 + 4y2

整理すると x+ y 5 11, (x− 10)2 + y2 5 25

よって，求める領域Dは下の図の斜線部分で，境界線を含む．

BQ = OQ = 2AQが成立するとき

(∗)

{
x+ y = 11

(x− 10)2 + y2 = 25

第 1式から x− 10 = 1− y
これを第 2式に代入して

(1− y)2 + y2 = 25

ゆえに (y − 4)(y + 3) = 0

　

O

y

x
11 15

5

11

(14,−3)

(7, 4)

10

これを解いて y = 4,−3 (∗)の第 1式により (7, 4), (14,−3)

(2) 0 < p 5 11，P(p, 11)，OQ = PQより，OQ2 = PQ2であるから

x2 + y2 = (x− p)2 + (y − 11)2 ゆえに y = − p

11
x+

p2

22
+

11

2
· · · (∗∗)

領域 (∗∗)は傾き− p

11

(
−1 5 − p

11
< 0
)
の直線の上側である．(∗∗)でD

を満たす点が存在するとき，点 (7, 4)が (∗∗) を満たせばよいから

4 = − p

11
·7 + p2

22
+

11

2
整理すると (p− 3)(p− 11) 5 0

よって，pの値の範囲に注意して 3 5 p 5 11 �
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5 (1) h(x) = sinx− 2

π
xとすると h′(x) = cos x− 2

π

h′(x)は，0 5 x 5 π

2
において，単調減少．

h′(0) = 1− 2

π
> 0, h′

(π
2

)
= − 2

π
< 0

ゆえに，h′(c) = 0を満たす c
(
0 < c <

π

2

)
が唯一存在する．

したがって，0 5 x 5 π

2
における h(x)の増減表は

x 0 · · · c · · · π
2

h′(x) + 0 −
h(x) 0 ↗ 極大 ↘ 0

よって，0 5 x 5 π

2
において h(x) = 0 すなわち

2

π
x 5 sinx

解説 α < x < βにおいて，f ′′(x) < 0とする．

h(x) = f(x)− f(β)− f(α)
β − α

(x− α)− f(α)

とおくと h′(x) = f ′(x)− f(β)− f(α)
β − α

h′(x)は単調減少，h(α) = 0，h(β) = 0であるから，ロルの定理により，
h′(c) = 0を満たす c (α < x < β)が唯一存在する．

x α · · · c · · · β

h′(x) + 0 −
h(x) 0 ↗ 極大 ↘ 0

したがって α 5 x 5 βにおいて h(x) = 0

よって f(x) = f(β)− f(α)
β − α

(x− α) + f(α) (α 5 x 5 β)

直線y =
f(β)− f(α)

β − α
(x−α)+f(α)は，曲線y = f(x)上の2点A(α, f(α))，

B(β, f(β))を通る直線．曲線 y = f(x)は，α < x < βにおいて上に凸で
あるから，曲線 y = f(x)は直線ABの上側にある．

また，α < x < βにおいて，f ′′(x) > 0のとき

f(x) 5 f(β)− f(α)
β − α

(x− α) + f(α) (α 5 x 5 β)
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(2) λ(x) = f(x)− g(x) = cos x−
√
π2

2
− x2 + π

2
とおくと

λ′(x) = − sinx+
x√

π2

2
− x2

0 5 x 5 π

2
において

x√
π2

2
− x2

5 x√
π2

2
−
(π
2

)2 =
2

π
x

上の 2式から，(1)の結果に注意して

λ′(x) 5 − sin x+
2

π
x = −

(
sinx− 2

π
x

)
5 0

0 5 x 5 π

2
において，λ(x)は単調減少で，λ

(π
2

)
= 0であるから

0 5 x 5 π

2
において λ(x) = 0 すなわち g(x) 5 f(x)

(3) (2)の結果から，求める面積を Sとすると

S =

∫ π
2

0

λ(x) dx =

∫ π
2

0

(
cosx+

π

2

)
dx−

∫ π
2

0

√
π2

2
− x2 dx · · · (∗)

ここで
∫ π

2

0

(
cos x+

π

2

)
dx =

[
sinx+

π

2
x

]π
2

0

= 1 +
π2

4
· · · 1©

次式において，x =
π√
2
sin θとおくと

dx

dθ
=

π√
2
cos θ

x 0 −→ π
2

θ 0 −→ π
4∫ π

2

0

√
π2

2
− x2 dx =

π2

2

∫ π
4

0

cos2 θ dθ =
π2

4

∫ π
4

0

(1 + cos 2θ) dθ

=
π2

4

[
θ +

1

2
sin 2θ

]π
4

0

=
π2

4

(
π

4
+

1

2

)
· · · 2©

1©， 2©を (∗)に代入すると

S = 1 +
π2

4
− π2

4

(
π

4
+

1

2

)
= 1 +

π2

8
−

π3

16

�
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1.19 2019年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 p を負の実数とする．座標空間に原点 O と 3 点 A(−1, 2, 0)，B(2,−2, 1)，
P(p,−1, 2)があり，3点 O，A，Bが定める平面を αとする．また，点 Pか
ら平面 αに垂線を下ろし，αとの交点をQとする．

(1) 点Qの座標を pを用いて表せ．

(2) 点Qが4OABの周または内部にあるような pの範囲を求めよ．

2 nを自然数とし，an = n(n+ 1)とする．さらに，anと an+3の最大公約数を dn
とする．

(1) dnは偶数であることを示せ．

(2) dnは 8で割り切れないことを示せ．

(3) pを 5以上の素数とするとき，dnは pで割り切れないことを示せ．

(4) dn 5 12を示せ．また，dn = 12となるような nを 1つ求めよ．

3 tを 0 < t < 1を満たす実数とする．0，
1

t
以外のすべての実数 x で定義された

関数

f(x) =
x+ t

x(1− tx)
を考える．

(1) f(x)は極大値と極小値を 1つずつもつことを示せ．

(2) f(x)の極大値を与える xの値を α，極小値を与える xの値を β とし，座
標平面上に 2点P(α, f(α))，Q(β, f(β))をとる．tが 0 < t < 1を満たし
ながら変化するとき，線分 PQの中点Mの軌跡を求めよ．

4 nを 3以上の自然数とする．2つの箱XとYがあり，どちらの箱にも 1から n

までの n枚の番号札が入っている．

AとBの 2人のうち，Aは箱Xから札を 1枚取り出し，取り出した札の番号
を得点とする．Bは箱Yから札を 1枚取り出し，もし取り出した札の番号が 3

から nまでのいずれかであればその番号を得点とし，もし取り出した札の番号
が 1または 2のいずれかであれば，その札を箱Yに戻し，再び箱Yから札を 1

枚取り出し，取り出した札の番号をBの得点とする．

(1) mを n以下の自然数とする．Bの得点がmになる確率を求めよ．

(2) Aの得点よりBの得点が大きくなる確率 pnを求めよ．
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5 f(x)を区間 [0, π]で連続な関数とする．関数 f1(x), f2(x), · · · を関係式

f1(x) = f(x),

fn+1(x) = 2 cosx+
2

π

∫ π

0

fn(t) sin(x− t) dt (n = 1, 2, 3, · · · )

により定める．さらに，自然数 nに対して

an =
2

π

∫ π

0

fn(t) sin t dt, bn =
2

π

∫ π

0

fn(t) cos t dt

とおく．

(1) an+1，bn+1を an，bnを用いて表せ．

(2) cn = an − 1とおく．このとき，cn+2 = −cnが成立することを示し，一般
項 cnを a1と b1を用いて表せ．

(3) an，bnが nによらない定数となるような f(x)を 1つ求めよ．
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解答例

1 (1)
−→
OA = (−1, 2, 0)および

−→
OB = (2,−2, 1)に垂直なベクトルの 1つを

~n = (2, 1,−2)

とおく．
−→
OP = α

−→
OA+ β

−→
OB+ γ~nとすると (α, β, γは実数) p

−1
2

 = α

 −12
0

+ β

 2

−2
1

+ γ

 2

1

−2



したがって


−α + 2β + 2γ = p

2α− 2β + γ = −1
β − 2γ = 2

これを解いて α =
p+ 2

3
, β =

4(p+ 2)

9
, γ =

2p− 5

9
· · · (∗)

−→
OQ = α

−→
OA+ β

−→
OBであるから

−→
OQ =

p+ 2

3

 −12
0

+
4(p+ 2)

9

 2

−2
1

 =
p+ 2

9

 5

−2
4


よって Q

(
5

9
(p + 2),−

2

9
(p + 2),

4

9
(p + 2)

)

(2) (∗)より α + β =
7(p+ 2)

9

条件を満たすとき，α = 0, β = 0, α + β 5 1であるから

p+ 2

3
= 0,

4(p+ 2)

9
= 0,

7(p+ 2)

9
5 1

これを解いて −2 5 p 5 −
5

7

補足 2つのベクトル~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)が平行でないとき，

ベクトル
(a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

は，~aおよび~bに直交する．このベクトルを，~aと~bのベクトル積と言い，
~a ×~bで表す 3 ． �

3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf (p.10を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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2 (1) an = n(n+1)，an+3 = (n+3)(n+4)はともに連続する 2数の積であるか
ら，ともに 2で割り切れる．よって，dnは偶数である．

(2) 2つの整数 aと bの最大公約数を gcd(a, b)と表すことにする．

anと an+3の最大公約数 dnは，ユークリッドの互除法により

dn = gcd(an, an+3) = gcd(n2 + n, n2 + 7n+ 12)

= gcd(n(n+ 1), 2·3(n+ 2)) · · · (∗)

dnが 8で割り切れると仮定すると，n+ 2は 4で割り切れるから

n+ 2 ≡ 0 ゆえに n ≡ −2, n+ 1 ≡ −1 (mod 4)

n(n+ 1) ≡ 2 (mod 4)であるから，(∗)より，dnは 8で割り切れない．

(3) dnが 5以上の素数 pで割り切れると仮定すると，同様にして

n+ 2 ≡ 0 ゆえに n ≡ −2, n+ 1 ≡ −1 (mod p)

n(n+ 1) ≡ 2 (mod p)であるから，(∗)より，dnは pで割り切れない．

(4) dnが 9で割り切れると仮定すると，n+ 2は 3で割り切れるから

n+ 2 ≡ 0 ゆえに n ≡ −2, n+ 1 ≡ −1 (mod 3)

n(n+ 1) ≡ 2 (mod 3)であるから，(∗)より，dnは 9で割り切れない．

これと (2)，(3)の結果から dn 5 3·4 よって n 5 12

dn = 12となるとき，(∗)より，n+ 2が偶数，すなわち，nは偶数である
から，n = 12のとき，n(n+ 1)は 12で割り切れる．

よって，dn = 12を満たす nの一つは n = 12

補足 nは偶数であるから，n+ 1は奇数である．n(n+ 1)が 12で割り切れると
き，nは 4の倍数であるから，n = 4kとおくと (kは自然数)

n(n+ 1) = 4k(4k + 1)

このとき 4k ≡ 0 または 4k + 1 ≡ 0 (mod 3)

すなわち k ≡ 0 または k + 1 ≡ 0 (mod 3)

一般に n = 4k (k ≡ 0, 2 mod 3) �
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3 (1) f(x) =
x+ t

x(1− tx)
より

f ′(x) =
1·x(1− tx)− (x+ t)(1− 2tx)

x2(1− tx)2
=
t(x2 + 2tx− 1)

x2(1− tx)2

g(x) = x2 + 2tx− 1とおくと

g(0) = −1 < 0, g

(
1

t

)
=

1

t2
+ 1 > 0

2次方程式 g(x) = 0は，0,
1

t
でない異なる 2つの実数解をもつ．

これらの解を x1, x2とすると (x1 < x2)

f ′(x) =
t(x− x1)(x− x2)

x2(1− tx)2

(
x1 < 0 < x2 <

1

t

)
したがって，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · x1 · · · (0) · · · x2 · · · (1
t
) · · ·

f ′(x) + 0 − − 0 + +

f(x) ↗ 極大 ↘ ↘ 極小 ↗ ↗

よって，f(x)は極大値と極小値を 1つずつもつ．

(2) (1)の結果から，α = x1，β = x2である．

g(α) = α2 + 2tα− 1 = 0であるから，1− tα = α(α + t)より

f(α) =
α+ t

α(1− tα)
=

α + t

α·α(α + t)
=

1

α2
同様に f(β) =

1

β2

2次方程式 g(x) = 0の解が α, βであるから，解と係数の関係により

α+ β = −2t, αβ = −1 · · · (∗)

P(α, f(α))，Q(β, f(β))の中点Mの座標を (x, y) とすると，(∗)により

x =
α + β

2
=
−2t
2

= −t,

y =
f(α) + f(β)

2
=

1

2

(
1

α2
+

1

β2

)
=

(α + β)2 − 2αβ

2(αβ)2
= 2t2 + 1

0 < t < 1に注意して，上の 2式から tを消去すると

放物線 y = 2x2 + 1 (−1 < x < 0)

�
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4 (1) 求めるBの得点がmである確率を qmとする．

(i) m 5 2のとき，Bは 1回目に 1または 2の番号札，2回目にmの番号
札を取り出すから，その確率は

qm =
2

n
× 1

n
=

2

n2

(ii) m > 2のとき，Bは 1回目にmの番号札を取り出すか，1回目に 1ま
たは 2の番号札，2回目にmの番号札を取り出す確率であるから

qm =
1

n
+

2

n
× 1

n
=
n+ 2

n2

(i),(ii)より，求める確率は qm =


2

n2
(m = 1, 2)

n + 2

n2
(m = 3, 4, · · · , n)

(2) Aの得点がmより小さい確率は
m− 1

n
したがって，求める確率 pnは

pn =
n∑

m=2

m− 1

n
qm =

2− 1

n
q2 +

n∑
m=3

m− 1

n
qm

=
1

n
× 2

n2
+

n∑
m=3

m− 1

n
× n+ 2

n2

=
2

n3
+
n+ 2

n3

n∑
m=3

(m− 1)

=
2

n3
+
n+ 2

n3
× 1

2
(n− 2){2 + (n− 1)}

=
n2 + n − 4

2n2

�
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5 (1) fn+1(x) = 2 cosx+
2

π

∫ π

0

fn(t) sin(x− t) dt および

an =
2

π

∫ π

0

fn(t) sin t dt, bn =
2

π

∫ π

0

fn(t) cos t dt

により

fn+1(x) = 2 cosx+
2

π

∫ π

0

fn(t) sin(x− t) dt

= 2 cos x+
2 sin x

π

∫ π

0

fn(t) cos t dt−
2 cos x

π

∫ π

0

fn(t) sin t dt

= bn sin x+ (2− an) cos x · · · (∗)

ここで，次の 3式を計算する．∫ π

0

sin2 t dt =

∫ π

0

(
1

2
− 1

2
cos 2t

)
dt =

[
t

2
− 1

4
sin 2t

]π
0

=
π

2∫ π

0

cos2 t dt =

∫ π

0

(
1

2
+

1

2
cos 2t

)
dt =

[
t

2
+

1

4
sin 2t

]π
0

=
π

2∫ π

0

sin t cos t dt =

∫ π

0

sin t(sin t)′ dt =

[
1

2
sin2 t

]π
0

= 0

したがって

an+1 =
2

π

∫ π

0

fn+1(t) sin t dt

=
2

π

∫ π

0

{bn sin t+ (2− an) cos t} sin t dt

=
2bn
π

∫ π

0

sin2 t dt+
2(2− an)

π

∫ π

0

sin t cos t dt

=
2bn
π
·π
2
+

2(2− an)
π

·0 = bn,

bn+1 =
2

π

∫ π

0

fn+1(t) cos t dt

=
2

π

∫ π

0

{bn sin t+ (2− an) cos t} cos t dt

=
2bn
π

∫ π

0

sin t cos t dt+
2(2− an)

π

∫ π

0

cos2 t dt

=
2bn
π
·0 + 2(2− an)

π
·π
2
= 2 − an
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(2) (1)の結果から an+2 = bn+1, bn+1 = 2− an
上の 2式から an+2 = 2− an ゆえに an+2 − 1 = −(an − 1)

cn = an − 1より cn+2 = −cn

c1 = a1 − 1, c2 = a2 − 1 = b1 − 1 であるから

nが奇数のとき cn = c1·(−1)
n−1
2 = (a1 − 1)·(−1)n−1

2

nが偶数のとき cn = c2·(−1)
n−2
2 = (b1 − 1)·(−1)n−2

2

よって cn =

{
(a1 − 1)·(−1)

n−1
2 (nが奇数)

(b1 − 1)·(−1)
n−2
2 (nが偶数)

(3) an，bnが nによらない定数となるとき，(2)の結果から

a1 = b1 = 1 すなわち an = bn = 1

このとき，(∗)より，fn+1(x) = sinx+ cos xは nに因らないから

f(x) = sinx + cosx

別解 f(x) = px+ qとし，
∫ π

0

f(t) sin t dt =

∫ π

0

f(t) cos t dt =
π

2
を満たす p，q

を求める． ∫ π

0

(pt+ q) sin t dt =

[
−(pt+ q) cos t+ p sin t

]π
0

= pπ + 2q =
π

2
,∫ π

0

(pt+ q) cos t dt =

[
(pt+ q) sin+p cos t

]π
0

= −2p = π

2

上の 2式から p = −π
4
, q =

π

4
+
π2

8
よって f(x) = −π

4
x+

π

4
+
π2

8

�
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1.20 2020年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 三角形ABCについて

|
−→
AB| = 1, |

−→
AC| = 2, |

−→
BC| =

√
6

が成立しているとする．三角形ABCの外接円の中心をOとし，直線AOと外
接円とのA以外の交点を Pとする．

(1)
−→
ABと

−→
ACの内積を求めよ．

(2)
−→
AP = s

−→
AB+ t

−→
ACが成り立つような実数 s，tを求めよ．

(3) 直線APと直線BCの交点をDとするとき，線分ADの長さを求めよ．

2 座標平面上 2点
(

1

16
, 0

)
，
(
0,

1

9

)
を通る直線 `を考える．

(1) `上にある格子点の座標をすべて求めよ．ただし，格子点とはその点の x

座標と y座標がともに整数であるような点のことである．

(2) `上の格子点のうち，原点との距離が最小となる点をAとする．また，`
上のA以外の格子点のうち，原点との距離が最小となる点をBとする．さ
らに，Aの x座標とBの y座標をそれぞれ x座標と y座標とする点をCと
する．三角形ABCの内部および周上にある格子点の個数を求めよ．

3 nを 2以上の自然数とする．1個のさいころを続けてn回投げる試行を行い，出
た目を順にX1, X2, · · · , Xnとする．

(1) X1, X2, · · · , Xnの最大公約数が 3となる確率を nの式で表せ．

(2) X1, X2, · · · , Xnの最大公約数が 1となる確率を nの式で表せ．

(3) X1, X2, · · · , Xnの最小公倍数が 20となる確率を nの式で表せ．
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4 αを 0 < α < 1を満たす実数とし，f(x) = sin
πx

2
とする．数列 {an}が

a1 = α, an+1 = f(an) (n = 1, 2, · · · )

で定義されるとき，次の問に答えよ．

(1) すべての自然数 nに対して，0 < an < 1かつ an+1 > anが成り立つことを
示せ．

(2) bn =
1− an+1

1− an
とおくとき，すべての自然数 nに対して，bn+1 < bnが成り

立つことを示せ．

(3) lim
n→∞

anおよび (2)で定めた {bn}に対して lim
n→∞

bnを求めよ．

5 aを正の整数とする．微分可能な関数 f(x)はすべての実数 xに対して次の条件
を満たしているとする．

0 < f(x) < 1,

∫ x

0

f ′(t)

{1− f(t)}f(t)
dt = ax

さらに，f(0) =
1

3
であるとする．

(1) f(x)を求めよ．

(2) 曲線 y = f(x)と x軸および 2直線 x = 0，x = 1で囲まれる図形の面積
S(a)を求めよ．さらに， lim

a→+0
S(a)を求めよ．
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解答例

1 (1) |
−→
AC−

−→
AB| = |

−→
BC|の両辺を平方すると

|
−→
AC|2 − 2

−→
AB·
−→
AC+ |

−→
AB|2 = |

−→
BC|2

|
−→
AB| = 1，|

−→
AC| = 2，|

−→
BC| =

√
6より

4− 2
−→
AB·
−→
AC+ 1 = 6 これを解いて

−→
AB·

−→
AC = −

1

2

(2)
−→
AP = s

−→
AB+ t

−→
ACより

−→
BP = (s− 1)

−→
AB + t

−→
AC

−→
CP = s

−→
AB + (t− 1)

−→
AC

APは4ABCの外接円の直径であるから

−→
AB⊥

−→
BP,

−→
AC⊥

−→
CP

　

O

A

B C

P

D

−→
AB·
−→
BP = 0，

−→
AC·
−→
CP = 0より

−→
AB·
−→
BP =

−→
AB·{(s− 1)

−→
AB+ t

−→
AC} = (s− 1)|

−→
AB|2 + t

−→
AB·
−→
AC

= (s− 1)·1 + t

(
−1

2

)
= s− 1

2
t− 1 = 0 · · · 1©

−→
AC·
−→
CP =

−→
AC·{s

−→
AB+ (t− 1)

−→
AC} = s

−→
AB·
−→
AC+ (t− 1)|

−→
AC|2

= s

(
−1

2

)
+ (t− 1)·4 = −1

2
s+ 4t− 4 = 0 · · · 2©

1©， 2©を解いて s =
8

5
, t =

6

5

別解 ~b =
−→
AB，~c =

−→
ACとおく．|~b|2~c− (~b·~c)~bは，~bと垂直である．

|~b|2~c− (~b·~c)~b = ~c−
(
−1

2

)
~b =

1

2
(~b+ 2~c)

−→
BP = k(~b+ 2~c)とおけるから (kは実数)

−→
AP =

−→
AB+

−→
BP = (k + 1)~b+ 2k~c

−→
CP =

−→
AP−

−→
AC = (k + 1)~b+ (2k − 1)~cは，~cと垂直であるから

(k + 1)~b·~c+ (2k − 1)|~c|2 = −1

2
(k + 1) + 4(2k − 1) = 0

これを解いて k =
3

5
よって

−→
AP =

8

5

−→
AB+

6

5

−→
AC
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(3) (2)の結果から

−→
AP =

8

5

−→
AB +

6

5

−→
AC =

14

5
·4
−→
AB + 3

−→
AC

7

Dは直線BC上の点であるから
−→
AD =

4
−→
AB + 3

−→
AC

7

|4
−→
AB+ 3

−→
AC|2 = 16|

−→
AB|2 + 24

−→
AB·
−→
AC+ 9|

−→
AC|2

= 16·1 + 24·
(
−1

2

)
+ 9·4 = 40

ゆえに |4
−→
AB+3

−→
AC| = 2

√
10 よって |

−→
AD| = |4

−→
AB+ 3

−→
AC|

7
=

2
√
10

7
�

2 (1) 直線 `の方程式は 16x+ 9y = 1 ゆえに 16(x− 4) = −9(y + 7)

16と 9は互いに素であるから，整数 kを用いて{
x− 4 = 9k

y + 7 = −16k
よって

{
x = 9k + 4

y = −16k − 7
(kは整数)

別解 16 ≡ 7, 9 ≡ 0 (mod 9)であるから，16x+ 9y = 1について

7x ≡ 1 ゆえに 4·7x ≡ 4·1 すなわち x ≡ 4 (mod 9)

x = 9k + 4とおけるから (kは整数)

16(9k + 4) + 9y = 1 よって y = −16k − 7

(2) (1)の結果から，`上の格子点を P(9k + 4,−16k − 7)とおくと

OP2 = x2 + y2

= (9k + 4)2 + (−16k − 7)2

= 337k2 + 296k + 65

= 337

(
k +

148

337

)2

− 1482

337
+ 65
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−1

2
< −148

337
< 0であるから，原点Oとの距

離より，k = 0，k = −1にそれぞれ対応する
点がA，Bである．

A(4,−7), B(−5, 9)

これから C(4, 9)

ここで，点 C′(−5,−7) をとると，四角形
ACBC′の内部と周上にある格子点の個数は

{4− (−5) + 1}{9− (−7) + 1} = 170 (個)

　

A(4,−7)

C(4, 9)

C′(−5,−7)

B(−5, 9)

4ABCの内部と周上ある格子点の個数をnとすると，4ABC′の内部と周
上ある格子点の個数も nである．2点A，Bはこれら 2つの領域で共有す
る点であるから

2(n− 2) + 2 = 170 これを解いて n = 86 (個)

定理 mと nは互いに素である正の整数とするとき，次式が成り立つ 4．

n−1∑
k=1

[
km

n

]
=

1

2
(m− 1)(n− 1)

ただし，[x ]は xを超えない最大の整数とする．

別解 求める個数は，4ABC′の内部と周上ある格子点の個数と等しいから，

−5 5 x 5 4，` : y =
−16x+ 1

9
および直線 y = −7により

4∑
x=−5

([
−16x+ 1

9

]
− (−7) + 1

)
=

4∑
x=−5

[
16(4− x)

9

]
+ 10

=
9∑

k=0

[
16k

9

]
+ 10 =

8∑
k=1

[
16k

9

]
+ 26

=
1

2
(16− 1)(9− 1) + 26 = 86

�

4http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai ri 2015.pdf (pp.16-17)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2015.pdf
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3 (1) 出る目が {3, 6}である確率は
(
2

6

)n

=
2n

6n

出る目が {6}である確率は
(
1

6

)n

=
1

6n

3または 6である確率からすべて 6である確率を引けばよいから

2n

6n
− 1

6n
=

2n − 1

6n

(2) 最大公約数が偶数である確率は
(
3

6

)n

=
3n

6n

最大公約数が 3である確率は
2n − 1

6n

最大公約数が 5である確率は
(
1

6

)n

=
1

6n

求める確率は，これらの余事象の確率であるから

1−
(
3n

6n
+

2n − 1

6n
+

1

6n

)
=

6n − 3n − 2n

6n

(3) 出る目が {1, 2, 4, 5}である事象をW，出る目が {1, 2, 4, 5}で少なくとも 1

回 4の目が出る事象をA，出る目が {1, 2, 4, 5}で少なくとも 1回 5の目が
出る事象をBとすると，求める確率は

P (A ∩B) = P (W )− P (A ∩B) = P (W )− P (A ∪B)

= P (W )− {P (A) + P (B)− P (A ∩B)}
= P (W )− P (A)− P (B) + P (A ∩B)

A，B，A ∩Bは，それぞれ，出る目が {1, 2, 4, 5}のうち，4が出ない，5

が出ない，4と 5が出ない事象であるから

P (W ) =

(
4

6

)n

, P (A) = P (B) =

(
3

6

)n

, P (A ∩B) =

(
2

6

)n

よって P (A∩B) =

(
4

6

)n

−
(
3

6

)n

−
(
3

6

)n

+

(
2

6

)n

=
4n − 2·3n + 2n

6n

�
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4 (1) 上に凸である曲線 y = f(x)上に 2点 A(1, 1)，
Pn(an, an+1)をとると (0 < an < 1)，直線PnA

の傾きは正で直線 OAの傾き 1よりも小さい
から

0 <
1− an+1

1− an
< 1

したがって an < an+1 < 1

　

O

y

xan

an+1

1

1

A
Pn

{an}は単調増加列で，a1 = α > 0であるから，すべての自然数 n ついて

0 < an < an+1 < 1

(2) (1)の結果より直線Pn+1Aの傾きは直
線 PnAの傾きより小さいから

1− an+2

1− an+1

<
1− an+1

1− an

よって bn+1 < bn

　

O

y

xan 1

Pn

A1

an+2

an+1

an+1

Pn+1

(3) (2)の結果から bn < bn−1 < · · · < b2 < b1 < 1 (n > 2)

n−1∏
k=1

bk <
n−1∏
k=1

b1 ゆえに
n−1∏
k=1

1− ak+1

1− ak
<

n−1∏
k=1

b1 すなわち
1− an
1− a1

< b1
n−1

0 <
1− an
1− a1

< b1
n−1において，0 < b1 < 1であるから

lim
n→∞

b1
n−1 = 0

はさみうちの原理により lim
n→∞

(1− an) = 0 よって lim
n→∞

an = 1

f(x) = sin
πx

2
より，f ′(x) =

π

2
cos

πx

2
ゆえに f ′(1) = 0

bn =
1− an+1

1− an
=
f(an)− f(1)

an − 1
および上の諸式から

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

f(an)− f(1)
an − 1

= lim
x→1

f(x)− f(1)
x− 1

= f ′(1) = 0
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解説 上に凸である曲線 y = f(x)および直線
y = xにより，数列 {an}は単調増加列
であることが分かる．また，その極限は

lim
n→∞

an = 1

　

O

y

xa1 a2 a3 a4

1

1

�

5 (1) 0 < f(x) < 1，f(0) =
1

3
，
∫ x

0

f ′(t)

{1− f(t)}f(t)
dt = axより

∫ x

0

f ′(t)

{1− f(t)}f(t)
dt =

∫ x

0

(
f ′(t)

f(t)
− f ′(t)

f(t)− 1

)
dt =

[
log

f(t)

1− f(t)

]x
0

= log
f(x)

1− f(x)
− log

f(0)

1− f(0)
= log

2f(x)

1− f(x)

したがって log
2(x)

1− f(x)
= ax ゆえに

2f(x)

1− f(x)
= eax

よって f(x) =
eax

eax + 2

(2) (1)の結果から

S(a) =

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

eax

eax + 2

=

[
1

a
log(eax + 2)

]1
0

=
1

a
log

ea + 2

3

g(a) = log
ea + 2

3
とおくと，g′(a) =

ea

ea + 2
，g(0) = 0，g′(0) =

1

3
により

lim
a→0

S(a) = lim
a→0

g(a)− g(0)
a

= g′(0) =
1

3

�
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1.21 2021年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 三角形OABにおいて，辺ABを 2 : 1に内分する点をDとし，直線OAに関し

て点Dと対称な点を Eとする．
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~bとし，|~a| = 4，~a·~b = 6を満

たすとする．

(1) 点Bから直線OAに下ろした垂線と直線OAとの交点をFとする．
−→
OFを

~aを用いて表せ．

(2)
−→
OEを~a，~bを用いて表せ．

(3) 三角形BDEの面積が
5

9
になるとき，|~b|の値を求めよ．

2 aを a 6= −3を満たす定数とする．放物線 y =
1

2
x2上の点A

(
−1, 1

2

)
における

接線を `1，点B

(
a+ 2,

(a+ 2)2

2

)
における接線を `2とする．`1と `2の交点を

Cとおく．

(1) Cの座標を aを用いて表せ．

(2) aが a > 0を満たしながら動くとき，
|AB|
|BC|

が最小となるときの aの値を

求めよ．ただし，|AB|および |BC|はそれぞれ線分ABと線分BCの長さ
を表す．

3 正の実数 x, yが，方程式

94x + 9y
2+1

6
= 34x+y2 · · · (★)

を満たすとする．

(1) y2を xを用いて表せ．

(2) 正の実数 x, yが (★)および 1− x

y
> 0を満たしながら動くとき，

1

log1+x
y
4
+

1

log1−x
y
4

の最大値を求めよ．
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4 a1 = 2，b1 = 1および

an+1 = 2an + 3bn, bn+1 = an + 2bn (n = 1, 2, 3, · · · )

で定められた数列 {an}，{bn}がある．cn = anbnとおく．

(1) c2を求めよ．

(2) cnは偶数であることを示せ．

(3) nが偶数のとき，cnは 28で割り切れることを示せ．

5 座標平面上で，媒介変数 θを用いて

x = (1 + cos θ) cos θ, y = sin θ (0 5 θ 5 π)

と表される曲線Cがある．C上の点で x座標の値が最小になる点をAとし，A

の x座標の値を aとおく．Bを点 (a, 0)，Oを原点 (0, 0)とする．

(1) aを求めよ．

(2) 線分ABと線分OBとCで囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例

1 (1)
−→
OF =

~a·~b
|~a|2

~a =
6

42
~a =

3

8
~a

(2) 点Dは線分ABを 2 : 1に内分する点で
あるから

−→
OD =

1

3
(~a+ 2~b)

点Dから直線OAに垂線DHを引くと

　

A BD2 1

OE

H

F

−→
OH =

−→
OD·~a
|~a|2

~a =
(~a+ 2~b)·~a

3|~a|2
~a =

1

3

(
1 +

2~a·~b
|~a|2

)
~a

=
1

3

(
1 +

2·6
42

)
~a =

7

12
~a

Hは線分DEの中点であるから，
−→
OH =

−→
OD+

−→
OE

2
より

−→
OE = 2

−→
OH−

−→
OD = 2· 7

12
~a− 1

3
(~a+ 2~b) =

5~a − 4~b

6

(3) 4BDE = 4DEF =
1

2
|
−→
DE||
−→
FH| = 5

9
· · · 1©であるから

−→
DE =

−→
OE−

−→
OD =

5~a− 4~b

6
−
~a+ 2~b

3
=

1

2
~a− 4

3
~b

−→
FH =

−→
OH−

−→
OF =

7

12
~a− 3

8
~a =

5

24
~a

|
−→
DE|2 =

∣∣∣∣12~a− 4

3
~b

∣∣∣∣2 = 1

4
|~a|2 − 4

3
~a·~b+ 16

9
|~b|2

=
1

4
·42 − 4

3
·6 + 16

9
|~b|2 = 16

9
|~b|2 − 4 · · · 2©

|
−→
FH| = 5

24
|~a| = 5

24
·4 =

5

6
· · · 3©

1©, 3©より 1

2
|
−→
DE|·5

6
=

5

9
ゆえに |

−→
DE| = 4

3

これを 2©に代入すると
(
4

3

)2

=
16

9
|~b|2 − 4

したがって |~b|2 = 13

4
よって |~b| =

√
13

2
�
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2 (1) f(x) =
1

2
x2とおくと f ′(x) = x

放物線 y = f(x)上の 2点A(−1, f(−1))，B(a + 2, f(a + 2))における接
線が，それぞれ `1, `2であるから

`1 : y −
1

2
= −(x+ 1)

`2 : y −
1

2
(a+ 2)2 = (a+ 2)(x− a− 2)

すなわち `1 : y = −x− 1

2
`2 : y = (a+ 2)x− 1

2
(a+ 2)2

l1，`2の方程式から yを消去すると (a+ 3)x =
1

2
(a+ 1)(a+ 3)

a+ 3 6= 0であるから x =
1

2
(a+ 1)

これを `1の方程式に代入すると C

(
a + 1

2
,−

a + 2

2

)
(2) 直線ABの傾きは

f(a+ 2)− f(−1)
(a+ 2)− (−1)

=
a+ 1

2

直線BCの傾きは

f ′(a+ 2) = a+ 2

Cの x座標はAとBの x座標の中央で
あるから，2d = (a+2)−(−1)とおくと

　

O

y

x

A

B

C

M

`1

`2

−1 a+2
a+1
2

|AB| = 2d

√
1 +

(
a+ 1

2

)2

= d
√
4 + (a+ 1)2, |BC| = d

√
1 + (a+ 2)2

したがって
|AB|
|BC|

=

√
4 + (a+ 1)2

1 + (a+ 2)2
=

√
1− 2a

a2 + 4a+ 5

a > 0より
2a

a2 + 4a+ 5
=

2

4 + a+ 5
a

5 2

4 + 2
√
a· 5

a

=
√
5− 2

|AB|
|BC|

=
√

1− (
√
5− 2) =

√
3−
√
5

上式で等号が成立するとき a =
5

a
すなわち a =

√
5
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補足 2次関数 f(x) = ax2 + bx+ cについて，pを極として展開すると 5

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) + a(x− p)2

f ′(p) = 0を満たす pをとると

f(x) = a(x− p)2 + f(p)

このとき，点 (p, f(p))は放物線 y = f(x)の頂点である．

また，異なる 2つの実数 α, βを極として f(x)を展開すると

f(x) = f(α) + f ′(α)(x− α) + a(x− α)2

f(x) = f(β) + f ′(β)(x− β) + a(x− β)2

ここで，2つの 1次関数

g(x) = f(α) + f ′(α)(x− α), h(x) = f(β) + f ′(β)(x− β)

を考えると

f(x) = g(x) + a(x− α)2, f(x) = h(x) + a(x− β)2 (∗)

2式の辺々の差をとることにより

g(x)− h(x) + a(β − α)(2x− α− β) = 0

このとき，y = g(x)，y = h(x)は，それぞれ y = f(x)上の 2点 A(α, f(α))，
B(β, f(β))における接線で，これらの交点の x座標は (α 6= β)

a(β − α)(2x− α− β) = 0 すなわち x =
α + β

2

m =
α+ β

2
とおくと，f ′(x) = 2ax+ bより

f ′(m) = a(α + β) + b

また，直線ABの傾きは

f(β)− f(α)
β − α

=
a(β2 − α2) + b(β − α)

β − α
= a(α + β) + b

直線ABの傾きは，放物線 y = f(x)上の点M(m, f(m))における接線の傾き
と等しい．

5http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai 2020.pdf (p.15を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai_2020.pdf
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a > 0のとき，放物線 y = f(x)とその 2接線 y = g(x)，y = h(x)で囲まれた部
分の面積を S1とすると，(∗)より

S1 =

∫ α+β
2

α

{f(x)− g(x)} dx+
∫ β

α+β
2

{f(x)− h(x)} dx

=

∫ α+β
2

α

a(x− α)2 dx+
∫ β

α+β
2

a(x− β)2 dx

=

[
a

3
(x− α)3

]α+β
2

α

+

[
a

3
(x− β)3

]β
α+β
2

=
a

12
(β − α)3

また直線ABと放物線 y = f(x)で囲まれた部分の面積を S2とすると，これら
の共有点の x座標が α, βであるから

S2 = −
∫ β

α

a(x− α)(x− β) dx =
a

6
(β − α)3

よって S2 = 2S1

O

y

x

O

y

x

S2

S1

S2

S1

�
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3 (1) (★)より (34x)2 − 2·34x·3y2+1 + (3y
2+1)2 = 0

(34x − 3y
2+1)2 = 0 ゆえに 34x = 3y

2+1

したがって 4x = y2 + 1 よって y2 = 4x − 1

(2)
1

log1+x
y
4
+

1

log1−x
y
4
= log4

(
1 +

x

y

)
+ log4

(
1− x

y

)
= log4

(
1− x2

y2

)

(1)の結果から，x =
y2 + 1

4
· · · 1©であるから

1− x2

y2
= 1− 1

16y2
(y2 + 1)2 =

1

16

(
14− y2 − 1

y2

)
=

1

16

{
12−

(
y − 1

y

)2
}

5 3

4

上式で等号が成立するとき，y > 0および 1©から y = 1, x =
1

2

このとき 1− x

y
> 0を満たすから，求める最大値は log4

3

4
�
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4 (1) a1 = 2，b1 = 1および

(∗) an+1 = 2an + 3bn, bn+1 = an + 2bn (n = 1, 2, 3, · · · )

で定められた数列 {an}，{bn}について，cn = anbnであるから

a2 = 2a1 + 3b1 = 2·2 + 3·1 = 7, b2 = a1 + 2b1 = 2 + 2·1 = 4

したがって c2 = a2b2 = 7·4 = 28

(2) a1，b1は整数，漸化式 (∗)より，an, bnは整数であるから

an+1 = 2an + 3bn ≡ bn, bn+1 = an + 2bn ≡ an (mod 2)

したがって cn+1 = an+1bn+1 ≡ bnan = cn (mod 2)

c1 = a1b1 = 2·1 = 2であるから，上式より cn ≡ 0 (mod 2)

(3) (∗)より

an+2 = 2an+1 + 3bn+1

= 2(2an + 3bn) + 3(an + 2bn)

= 7an + 12bn,

bn+2 = an+1 + 2bn+1

= 2an + 3bn + 2(an + 2bn)

= 4an + 7bn

法 4について an+2 ≡ −an, bn+2 ≡ −bn (mod 4)

したがって cn+2 = an+2bn+2 ≡ anbn = cn (mod 4)

法 7について an+2 ≡ 5bn, bn+2 ≡ 4an (mod 7)

したがって cn+2 = an+2bn+2 ≡ 20anbn ≡ −anbn = −cn (mod 7)

c2 = 28より c2 ≡ 0 (mod 4)，c2 ≡ 0 (mod 7)

よって，nが偶数のとき，cnは 28で割り切れる． �
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5 (1) x = (1 + cos θ) cos θより x =

(
cos θ +

1

2

)2

− 1

4

したがって，xの最小値は−1

4
よって a = −

1

4

(2) (1)の結果から θ =
2π

3
ゆえに A

(
−1

4
,

√
3

2

)
x = (1 + cos θ) cos θ, y = sin θより (0 5 θ 5 π)

dx

dθ
= − sin θ cos θ + (1 + cos θ)(− sin θ),

dy

dθ
= cos θ

= − sin θ (2 cos θ + 1)

θ 0 · · · π
2

· · · 2π
3

· · · π
dx
dθ

− − − 0 +
dy
dθ

+ 0 − − −
(dx
dθ
, dy
dθ
) ↖ ← ↙ ↓ ↘

(x, y) (2, 0) · · · (0, 1) · · · (−1
4
,
√
3
2
) · · · (0, 0)

求める面積は，下の図の斜線部分である．

O

y

x2

1

−1
4

√
3
2 C

A

B (θ=π)

(θ= 2π
3
)

求める面積を Sとすると

S =

∫ 0

− 1
4

y dx =

∫ π

2π
3

y
dx

dθ
dθ

=

∫ π

2π
3

sin θ(− sin θ) (2 cos θ + 1) dθ

=

∫ π

2π
3

(
−2 sin2 θ cos θ +

1

2
cos 2θ − 1

2

)
dθ

=

[
−2

3
sin3 θ +

1

4
sin 2θ − θ

2

]π
2π
3

=
3
√
3

8
−

π

6

�
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1.22 2022年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 0 5 a 5 b 5 1をみたす a, bに対し，関数

f(x) = |x(x− 1)|+ |(x− a)(x− b)|

を考える．xが実数の範囲を動くとき，f(x)は最小値mをもつとする．

(1) x < 0および x > 1では f(x) > mとなることを示せ．

(2) m = f(0)またはm = f(1)であることを示せ．

(3) a, bが 0 5 a 5 b 5 1をみたして動くとき，mの最大値を求めよ．

2 aは a 6= 1をみたす正の実数とする．xy平面上の点 P1,P2, · · · ,Pn, · · · および
Q1,Q2, · · · ,Qn, · · · が，すべての自然数 nについて

−−−−→
PnPn+1 = (1− a)

−−−→
PnQn,

−−−−−→
QnQn+1 =

(
0,

a−n

1− a

)
をみたしているとする．また，Pnの座標を (xn, yn)とする．

(1) xn+2を a, xn, xn+1で表せ．

(2) x1 = 0, x2 = 1のとき，数列 {xn}の一般項を求めよ．

(3) y1 =
a

(1− a)2
, y2 − y1 = 1のとき，数列 {yn}の一般項を求めよ．

3 以下の問いに答えよ．

(1) 連立不等式 x = 2, 2x 5 xy 5 x2の表す領域を xy平面上に図示せよ．た
だし，自然対数の底 eが 2 < e < 3をみたすことを用いてよい．

(2) a > 0に対して，連立不等式 2 5 x 5 6, (xy − 2x)(xa − xy) = 0の表す xy

平面上の領域の面積を S(a)とする．S(a)を最小にする aの値を求めよ．
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4 アルファベットのAと書かれた玉が 1個，Dと書かれた玉が 1個，Hと書かれ
た玉が 1個，Iと書かれた玉が 1個，Kと書かれた玉が 2個，Oと書かれた玉
が 2個ある．これら 8個の玉を円形に並べる．

(1) 時計回りにHOKKAIDOと並ぶ確率を求めよ．

(2) 隣り合う子音が存在する確率を求めよ．ここで子音とは，D，H，Kの 3

文字 (玉は 4個)のことである．

(3) 隣り合う子音が存在するとき，それが KKだけである条件つき確率を求
めよ．

5 複素数 zに関する次の 2つの方程式を考える．ただし，zを zと共役な複素数
とし，iを虚数単位とする．

zz = 4 · · · 1© |z| = |z −
√
3 + i| · · · 2©

(1) 1©， 2©のそれぞれの方程式について，その解 z全体が表す図形を複素数
平面上に図示せよ．

(2) 1©， 2©の共通解となる複素数をすべて求めよ．

(3) (2)で求めたすべての複素数の積を wとおく．このとき，wnが負の実数
となるための整数 nの必要十分条件を求めよ．
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解答例

1 (1) x < 0, 1 < xのとき

f(x) = x(x− 1) + (x− a)(x− b) = 2x2 − (a+ b+ 1)x+ ab

= 2

(
x− a+ b+ 1

4

)2

+ f

(
a+ b+ 1

4

)

0 5 a 5 b 5 1より
1

4
5 a+ b+ 1

4
5 3

4
であるから

x < 0 では f(x) > f(0) = m,

1 < x では f(x) > f(1) = m

(2)

f(x) =


2x2 − (a+ b+ 1)x+ ab (x 5 0, 1 5 x)

(1− a− b)x+ ab (0 5 x 5 a, b 5 x 5 1)

−2x2 + (a+ b+ 1)x− ab (a 5 x 5 b)

(1)の結果から，最小値は 0 5 x 5 1の区間でとる．関数の増減から

m = min{f(0), f(a), f(b), f(1)}

である．これらの値は

f(0) = ab, f(a) = a(1− a),
f(b) = b(1− b), f(1) = (1− a)(1− b)

これから

f(a)− f(0) = a(1− a− b), f(b)− f(0) = b(1− a− b),
f(a)− f(1) = (1− a)(a+ b− 1), f(b)− f(1) = (1− b)(a+ b− 1)

(i) a+ b− 1 = 0のとき

f(0) = f(a) = f(1), f(0) = f(b) = f(1) ゆえに m = f(1)

(ii) a+ b− 1 5 0のとき

f(1) = f(a) = f(0), f(1) = f(b) = f(0) ゆえに m = f(0)

(i)，(ii)より m = f(0) または m = f(1)
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(3) (2)の結果から

(i) a+ b− 1 = 0のとき (1− b 5 a)

m = f(1) = (1− a)(1− b) 5 (1− a)a = −
(
a− 1

2

)2

+
1

4

したがって，m 5 1

4
が成立し，等号が成立するとき

1− b = a, a =
1

2
すなわち a = b =

1

2

(ii) a+ b− 1 5 0のとき (a 5 1− b)

m = f(0) = ab 5 (1− b)b = −
(
b− 1

2

)2

+
1

4

したがって，m 5 1

4
が成立し，等号が成立するとき

a = 1− b, b = 1

2
すなわち a = b =

1

2

(i)，(ii)より a = b =
1

2
のとき，mは最大値

1

4
をとる． �

2 (1) ~pn =
−−→
OPn，~qn =

−−→
OQnとおくと，与えられた漸化式から

~pn+1 −~pn = (1− a)(~qn −~pn), ~qn+1 −~qn =

(
0,

a−n

1− a

)
(∗)

(∗)の第 1式から

~pn+1 − a~pn = (1− a)~qn, ~pn+2 − a~pn+1 = (1− a)~qn+1

上の第 2式から第 1式の辺々の差をとると

~pn+2 − (a+ 1)~pn+1 + a~pn = (1− a)(~qn+1 −~qn) = (0, a−n)

~pn = (xn, yn)であるから

(xn+2, yn+2)− (a+ 1)(xn+1, yn+1) + a(xn, yn) = (0, a−n) (∗∗)

(∗∗)の x成分から

xn+2 − (a+ 1)xn+1 + axn = 0 よって xn+2 = (a + 1)xn+1 − axn
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(2) (1)の結果から

xn+2 − xn+1 = a(xn+1 − xn), xn+2 − axn+1 = xn+1 − axn

それぞれの式から (x1 = 0, x2 = 1)

xn+1 − xn = (x2 − x1)an−1 = an−1,

xn+1 − axn = x2 − ax1 = 1

a 6= 1であるから，上の 2式から xn =
an−1 − 1

a − 1

(3) (∗∗)の y成分から

yn+2 − (a+ 1)yn+1 + ayn = a−n

n = 2のとき

n−1∑
k=1

{(yk+2 − ayk+1)− (yk+1 − ayk)} =
n−1∑
k=1

a−k =
a−1(1− a−n+1)

1− a−1

yn+1 − ayn − y2 + ay1 =
1

a− 1
+
a−n+1

1− a

このとき −y2 + ay1= −(y2 − y1) + (a− 1)y1

= −1 + (a− 1)· a

(1− a)2
=

1

a− 1
· · · 1©

したがって yn+1 − ayn =
a1−n

1− a
· · · (A)

1©より，n = 1のときも (A)は成立する．これから
yn+1

an+1
− yn
an

=
a−2n

1− a
n = 2のとき

n−1∑
k=1

(yk+1

ak+1
− yk
ak

)
=

1

1− a

n−1∑
k=1

a−2k

yn
an
− 1

(1− a)2
=

1

1− a
·a

−2(1− a−2n+2)

1− a−2

yn
an

=
a+ a−2n+2

(1− a)2(1 + a)

上式は，n = 1のときも成立するから yn =
an+1 + a−n+2

(1 − a)2(1 + a)
�
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3 (1) x = 2, 2x 5 xy 5 x2より

x log 2 5 y log x 5 2 log x ゆえに
x log 2

log x
5 y 5 2 (x = 2)

f(x) =
x log 2

log x
とおくと f ′(x) =

(log x− 1) log 2

(log x)2

x = 2, y 5 2，f(2) = f(4) = 2であるから．(x)の増減表は

x 2 · · · e · · · 4

f ′(x) − 0 +

f(x) 2 ↘ e log 2 ↗ 2

よって，求める領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．

O

y

x2 4

2

e

e log 2

y = f(x)

(2) 連立不等式 2 5 x 5 6，(xy − 2x)(xa − xy) = 0より
2 5 x 5 6

y = f(x)

y 5 a

または


2 5 x 5 6

y 5 f(x)

y = a

右の図の斜線部分の面積が a = 2

のときの面積 S(2)である．
　

O

y

x2 4 6

2

e

e log 2

f(6)
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下の図から分かるように

a > f(6)のとき S(a) > S(f(6)),

0 < a < f(e)のとき S(a) > S(f(e))

したがって，S(a)の最小値は，f(e) 5 a 5 f(6)の値の範囲でとる．

f(e) 5 a < 2のとき，a 5 y 5 2の部分の面積の大小関係により

S(2) < S(a)

2 5 a < f(6)のとき，2 5 y 5 aの部分の面積の大小関係により

S(2) < S(a)

よって，S(a)を最小にする aの値は a = 2

O

y

x2 4 6

2

O

y

x2 4 6

2

O

y

x2 4 6

2

O

y

x2 4 6

2

a

a

f(6)

e

f(e)

a

a

e

f(e)

e

f(e)

a > f(6) 0 < a < f(e)

f(e) 5 a < 2

f(6)

2 < a 5 f(6)

�
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4 (1) Hを基準に他の 7個を円形に並べる場合の総数は

7!

2!2!
= 1260 (通り)

よって，求める確率は
1

1260

(2) 隣り合う子音が存在しない確率を求める．母音と子音がそれぞれ 4個あり，

交互に配置する場合の総数は，Hを基準に子音 3個の並び方
3!

2!
= 3通り，

母音 4個の並び方
4!

2!
= 12通りあるから，その確率は

3·12
1260

=
1

35

求める確率は，この余事象の確率であるから

1− 1

35
=

34

35

(3) KKを基準に母音 4個の並び方は
4!

2!
= 12 通り

残りの子音 2個の並び方は，下の図の〇の 3カ所の 2カ所に並べる

3P2 = 6 通り

したがって，隣り合う子音がKKだけである確率は

12·6
1260

=
2

35

よって，求める条件つき確率は

2

35

/
34

35
=

1

17

KK

母音

母音

母音

母音

�



80 第 1章 北海道大学

5 (1) 1©は原点Oを中心とする半径 2の円を表す． 2©は原点Oと点
√
3 − iを

結ぶ線分の垂直二等分線を表す． 1©， 2©の図形をそれぞれ C，Lとする
と次のようになる．

O

Im

Re O

Im

Re2−2

2

−2

C

√
3− i

L

−2

(2) (1)の結果から，CとLの 1つの交点は

−2i

点
√
3− iの偏角は−π

6
であるから，

もう 1つの交点は

2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
=
√
3 + i

よって −2i,
√
3 + i

　

O

Im

Re
√
3− i

L

−2i

√
3 + i

C

π
6

π
3

2

(3) (2)の結果から

w = 2
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
·2
{
cos
(
−π
2

)
+ i sin

(
−π
2

)}
= 4

{
cos
(
−π
3

)
+ i sin

(
−π
3

)}
ゆえに argwn = n argw = n

(
−π
3

)
= −nπ

3
wnが負の実数となるとき

−nπ
3

= (2k − 1)π (kは整数)

をみたせばよい．ゆえに n = 3− 6k よって n ≡ 3 (mod 6) �
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出題分野 (2011-2022) 150分

J 東北大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式 5 1

II 図形と方程式 1 1 5 1 2 1

三角関数 4 4

指数関数と対数関数 2

微分法と積分法 2 1

式と曲線
複素数平面 4 5 5 5 5

関数
III 極限 6 3 3·4

微分法とその応用 5 1·6 1 1 5 2

積分法 4 4 5 4 6 6 5 6 6

積分法の応用 2 6 6 4 6

場合の数と確率 3 3 3 3 3 3 2 2 6 4 3 1

A 整数の性質 6 2 3 3 2

図形の性質 1

平面上のベクトル 4 4 1

B 空間のベクトル 2 2 5 5

数列 3

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 6 2 5 4 数字は問題番号

81

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2014.pdf
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2.15 2015年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 xy平面において，次の式が表す曲線をCとする．

x2 + 4y2 = 1, x > 0, y > 0

PをC上の点とする．PでCに接する直線を lとし，Pを通り lと垂直な直線
をmとして，x軸と y軸とmで囲まれてできる三角形の面積をSとする．Pが
C上の点全体を動くとき，Sの最大値とそのときの Pの座標を求めよ．

2 xy平面において，3次関数 y = x3 − xのグラフをCとし，不等式

x3 − x > y > −x

の表す領域をDとする．また，PをDの点とする．

(1) Pを通りCに接する直線が 3本存在することを示せ．

(2) Pを通りCに接する 3本の直線の傾きの和と積がともに 0となるようなP

の座標を求めよ．

3 サイコロを 3回投げて出た目の数を順に p1, p2, p3とし，xの 2次方程式

2p1x
2 + p2x+ 2p3 = 0 · · · (∗)

を考える．

(1) 方程式 (∗)が実数解をもつ確率を求めよ．

(2) 方程式 (∗)が実数でない 2つの複素数解 α, βをもち，かつ αβ = 1が成り
立つ確率を求めよ．

(3) 方程式 (∗)が実数でない 2つの複素数解 α, βをもち，かつ αβ < 1が成り
立つ確率を求めよ．



2.15. 2015年 (150分) 83

4 a > 0を実数とする．n = 1, 2, 3, . . .に対し，座標平面の 3点

(2nπ, 0) ,

((
2n+

1

2

)
π,

1{(
2n+ 1

2

)
π
}a
)
, ((2n+ 1)π, 0)

を頂点とする三角形の面積をAnとし，

Bn =

∫ (2n+1)π

2nπ

sinx

xa
dx, Cn =

∫ (2n+1)π

2nπ

sin2 x

xa
dx

とおく．

(1) n = 1, 2, 3, . . .に対し，次の不等式が成り立つことを示せ．

2

{(2n+ 1)π}a
5 Bn 5 2

(2nπ)a

(2) 極限値 lim
n→∞

An

Bn

を求めよ．

(3) 極限値 lim
n→∞

An

Cn

を求めよ．

5 t > 0を実数とする．座標平面において，3点A(−2, 0)，B(2, 0)，P(t,
√
3 t)

を頂点とする三角形ABPを考える．

(1) 三角形ABPが鋭角三角形となるような tの範囲を求めよ．

(2) 三角形ABPの垂心の座標を求めよ．

(3) 辺AB，BP，PAの中点をそれぞれM，Q，Rとおく．tが (1)で求めた範
囲を動くとき，三角形ABPを線分MQ，QR，RMで折り曲げてできる四
面体の体積の最大値と，そのときの tの値を求めよ．
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6 k = 2と nを自然数とする．nが k個の連続する自然数の和であるとき，
すなわち，

n = m+ (m+ 1) + · · ·+ (m+ k − 1)

が成り立つような自然数mが存在するとき，nを k-連続和と呼ぶことにする．
ただし，自然数とは 1以上の整数のことである．

(1) nが k-連続和であることは，次の条件 (A)，(B)の両方が成り立つことと
同値であることを示せ．

(A)
n

k
− k

2
+

1

2
は整数である．

(B) 2n > k2が成り立つ．

(2) fを自然数とする．n = 2fのとき，nがk-連続和となるような自然数k = 2

は存在しないことを示せ．

(3) f を自然数とし，pを 2でない素数とする．n = pf のとき，nが k-連続和
となるような自然数 k = 2の個数を求めよ．
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解答例

1 曲線C : x2 +4y2 = 1 (x > 0, y > 0)を xについて
微分すると

2x+ 8yy′ = 0 ゆえに y′ = − x

4y′

C の点 P

(
cos θ,

1

2
sin θ

) (
0 < θ <

π

2

)
における

法線mの傾きは

− 1

y′
=

4y′

x
=

2 sin θ

cos θ
= 2 tan θ

　

O

y

x

P
C

l m

Q

R

したがって，mの方程式は

y − 1

2
sin θ = 2 tan θ·(x− cos θ) すなわち y = 2x tan θ − 3

2
sin θ

mの x軸，y軸との交点をそれぞれQ，Rとすると

Q

(
3

4
cos θ, 0

)
, R

(
0,−3

2
sin θ

)

S =
1

2
OQ·ORであるから，0 < θ <

π

2
に注意して

S =
1

2
·3
4
cos θ·3

2
sin θ =

9

16
sin θ cos θ =

9

32
sin 2θ

したがって，2θ =
π

2
，すなわち，θ =

π

4
のとき，Sは最大値

9

32
をとる．

このとき，点 Pは
(
cos

π

4
,
1

2
sin

π

4

)
すなわち

(√
2

2
,

√
2

4

)
�
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2 (1) C : y = x3 − xを微分すると y′ = 3x2 − 1 · · · 1©
C上の点 (t, t3 − t)における接線の方程式は

y − (t3 − t) = (3t2 − 1)(x− t)

これを tについて整理すると 2t3 − 3xt2 + x+ y = 0 · · · (∗)

点 P(x, y)に対して，上の tに関する 3次方程式 (∗)が異なる 3つの実数
解をもつ Pの領域を求める．f(t) = 2t3 − 3xt2 + x+ yとおくと

f ′(t) = 6t2 − 6xt = 6t(t− x) f ′(t) = 0とすると t = 0, x

(∗)が異なる 3つの実数解をもつとき，x 6= 0，f(0)f(x) < 0であるから

x 6= 0, (x+ y)(−x3 + x+ y) < 0,

すなわち

{
x+ y > 0

−x3 + x+ y < 0
または

{
x+ y < 0

−x3 + x+ y > 0

上の 1番目の関係式により，x3 − x > y > −xの表す領域Dの点 Pから
Cに接する直線は 3本存在する．

(2) PからCに引いた 3本の接線の接点の x座標を α, β, γとすると，3次方
程式 (∗)の解と係数の関係により

(∗∗) α + β + γ =
3

2
x, αβ + βγ + γα = 0, αβγ = −x+ y

2

1©より，3本の接線の傾き 3α2− 1, 3β2− 1, 3γ2− 1 について，条件から

(3α2 − 1) + (3β2 − 1) + (3γ2 − 1) = 0

(3α2 − 1)(3β2 − 1)(3γ2 − 1) = 0

上の第 1式から α2 + β2 + γ2 = 1 · · · 2©
上の第 2式から，一般性を失うことなく

3γ2 − 1 = 0 ゆえに γ = ± 1√
3

(∗∗)の第 1，第 2式および 2©を

(α + β + γ)2 = α2 + β2 + γ2 + 2(αβ + βγ + γα)

に代入すると(
3

2
x

)2

= 1 + 2·0 x > 0 に注意して x =
2

3
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f(t) = 2t3 − 2t2 +
2

3
+ yとなり，γは f(t) = 0の解であるから

f

(
± 1√

3

)
= ±2

√
3

9
+ y = 0 ゆえに y = ∓2

√
3

9
(複号同順)

このとき，Dに含まる点 Pは

(
2

3
,−

2
√
3

9

)
解説 3次関数のグラフをCとし，Cの変曲点Aにおける接線を lとすると，座

標平面上の点から曲線Cに引ける接線の本数は，Cと lを境界とする領域
によって左下の図のようになる．なお，境界線 Cと l上の点からは 2本，
ただし変曲点からは 1本である．本題のC : y = x3− xの変曲点 (0, 0)に
おける接線が y = −xである．また，右下の図でわかるように，y = x3−x

の極小値−2
√
3

9
を求めて，これを Pの y座標とすればよい．

3本

3本
1本

1本

Cl

A
O

y

x

C

2
3

1√
3

P−2
√
3

9

1−1

�
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3 (1) 2次方程式 2p1x
2 + p2x+ 2p3 = 0 · · · (∗)が実数解をもつとき，

p2
2 − 4·2p1·2p3 = p2

2 − 16p1p3 = 0

p1, p2, p3はそれぞれ 6以下の自然数であるから，上式を満たすとき

p2 = 4, 5のとき (p1, p3) = (1, 1)

p2 = 6のとき (p1, p2) = (1, 1), (1, 2), (2, 1)

よって，求める確率は
2× 1 + 3

63
=

5

216

(2) 2次方程式 (∗)の解 α, βと係数の関係により

αβ =
2p3
2p1

=
p3
p1

= 1 ゆえに p3 = p1

このとき，2次方程式 2p1x
2 + p2x+ 2p1 = 0が複素数解をもつとき

p2
2 − 4·2p1·2p1 < 0 ゆえに p2 < 4p1

上式を満たすとき

p1 = p3 = 1のとき p2 = 1, 2, 3

p1 = p3 = 2, 3, 4, 5, 6のとき p2 = 1, 2, 3, 4, 5, 6

よって，求める確率は
3 + 5·6

63
=

11

72

(3) 2次方程式 (∗)の解 α, βと係数の関係により

αβ =
2p3
2p1

=
p3
p1
< 1 ゆえに p3 < p1

2次方程式 (∗)が複素数解をもつ確率は，(1)の結果から

1− 5

216
=

211

216
· · · 1©

2次方程式が複素数の解をもち，かつ，p3 < p1である確率と 2次方程式
が複素数の解をもち，かつ，p3 > p1である確率は等しい．

よって，(2)の結果および 1©から，求める確率は

1

2

(
211

216
− 11

72

)
=

89

216

�
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4 (1) 2nπ 5 x 5 (2n+ 1)πにおいて (nは自然数)

sin x = 0,
1

{(2n+ 1)π}a
5 1

xa
5 1

(2nπ)a

したがって∫ (2n+1)π

2nπ

sin x

{(2n+ 1)π}a
dx 5

∫ (2n+1)π

2nπ

sin x

xa
dx 5

∫ (2n+1)π

2nπ

sinx

(2nπ)a
dx

よって
2

{(2n+ 1)π}a
5 Bn 5 2

(2nπ)a

(2) (1)の結果から
(2nπ)a

2
5 1

Bn

5 {(2n+ 1)π}a

2

An =
π

2{(2n+ 1
2
)}a
· · · 1©であるから π

4

(
2n

2n+ 1
2

)a

5 An

Bn

5 π

4

(
2n+ 1

2n+ 1
2

)a

ここで， lim
n→∞

2n

2n+ 1
2

= lim
n→∞

2

2 + 1
4n

= 1， lim
n→∞

2n+ 1

2n+ 1
2

= lim
n→∞

2 + 1
2n

2 + 1
4n

= 1

よって，はさみうちの原理により lim
n→∞

An

Bn

=
π

4

(3) (1)と同様に，2nπ 5 x 5 (2n+ 1)πにおいて (nは自然数)

sin2 x = 0,
1

{(2n+ 1)π}a
5 1

xa
5 1

(2nπ)a

したがって∫ (2n+1)π

2nπ

sin2 x

{(2n+ 1)π}a
dx 5

∫ (2n+1)π

2nπ

sin2 x

xa
dx 5

∫ (2n+1)π

2nπ

sin2 x

(2nπ)a
dx

このとき，
∫ (2n+1)π

2nπ

sin2 x dx =
1

2
より

π

2{(2n+ 1)π}a
5 Cn 5 π

2(2nπ)a

上式より，
2(2nπ)a

π
5 1

Cn

5 2{(2n+ 1)π}a

π
であるから， 1©より

(
2n

2n+ 1
2

)a

5 An

Cn

5
(
2n+ 1

2n+ 1
2

)a

(2)の計算と同様に，はさみうちの原理により lim
n→∞

An

Cn

= 1 �
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5 (1) t > 0より，P(t,
√
3t)は直線 y =

√
3xの第 1象限

の点である．右の図のように∠PABは鋭角．∠APB
が鋭角となるときPは原点を中心とする半径 2の
円の外部にあるから

OP > 2 ゆえに
√
t2 + (

√
3 t)2 > 2

これを解いて (t > 0) t > 1 · · · 1©

　

O

y

x1

√
3

2

2

2
√
3

A B

P

−2 t

∠PBAが鋭角となるのは，Pの x座標に注目して t < 2 · · · 2©
1©, 2©より，4ABPが鋭角三角形となる tの範囲は 1 < t < 2

(2)
−→
AP = (t+ 2,

√
3 t)に垂直で点B(2, 0)を通る直線の方程式は

(t+ 2)(x− 2) +
√
3 ty = 0

−→
BP = (t− 2,

√
3 t)に垂直で点A(−2, 0)を通る直線の方程式は

(t− 2)(x+ 2) +
√
3 ty = 0

4ABPの垂心は上の 2本の直線の交点であるから
(
t,

4 − t2
√
3 t

)
(3) (2)で求めた4PABの垂心をH，直線BHと直線QMの交点を J，直線PH

と直線QRの交点をKとおく．M，Q，Rはそれぞれ辺AB，BP，PAの
中点であるから，中点連結定理により

MQ//PA, QR//AB ゆえに HJ⊥MQ, HK⊥QR

A，B，Pが重なる四面体の頂点をTとすると，平面THJは直線MQと垂
直，平面THKは直線QRと垂直である．これら 2平面の交線THは，直
線MQおよび直線QRに垂直であるから，THは平面MQRと垂直である．

P

A BM

QR

H

K

J
R Q

M

T(A,B,P)

H J

K
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A(−2, 0)，P(t,
√
3 t)の中点Rの座標は

(
−2 + t

2
,

√
3 t

2

)
Kの x座標は Pの x座標と等しく，y座標はRの y座標と等しいから

K

(
t,

√
3 t

2

)
ゆえに TK = PK =

√
3 t

2

1 < t < 2に注意して

HK =

∣∣∣∣∣
√
3 t

2
− 4− t2√

3 t

∣∣∣∣∣ = |5t2 − 8|
2
√
3 t

,

TH =
√
TK2 − HK2

=

√
3t2

4
− (5t2 − 8)2

12t2
=

2√
3 t

√
(t2 − 1)(4− t2)

4PAB =
1

2
·4·
√
3 t = 2

√
3 t ゆえに 4MQR =

1

4
4PAB =

√
3 t

2

四面体TMQRの体積を V とすると

V =
1

3
4MQR·TH =

1

3
·
√
3 t

2
· 2√

3 t

√
(t2 − 1)(4− t2)

=
1

3

√
(t2 − 1)(4− t2)

=
1

3

√
−
(
t2 − 5

2

)2

+
9

4

よって，t2 =
5

2
，すなわち，t =

√
10

2
のとき，V は最大値

1

2
をとる．
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発展 四面体OABCにおいて，~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとし，行列MをM = (~a~b~c)

とすると，四面体OABCの体積 V は

V =
1

6
| detM |

a = |~a|，b = |~b|，c = |~c|とし，α = ∠BOC，β = ∠COA，γ = ∠AOB とすると

tMM =

 ~a·~a ~a·~b ~a·~c
~b·~a ~b·~b ~b·~c
~c·~a ~c·~b ~c·~c

 =

 a2 ab cos γ ac cos β

ba cos γ b2 bc cosα

ca cos β cb cosα c2


= a2b2c2

 1 cos γ cos β

cos γ 1 cosα

cos β cosα 1


detM = det tM より，det(tMM) = det tM detM = (detM)2に注意して

(detM)2 = a2b2c2 det

 1 cos γ cos β

cos γ 1 cosα

cos β cosα 1


= a2b2c2(1 + 2 cosα cos β cos γ − cos2 α− cos2 β − cos2 γ)

よって V =
1

6
abc
√
1 + 2 cosα cos β cos γ − (cos2 α + cos2 β + cos2 γ) · · · (A)

とくに，等面四面体のとき，α + β + γ = π，cos(α + β) = − cos γより

1 + 2 cosα cos β cos γ − (cos2 α + cos2 β + cos2 γ)

= 2 cosα cos β cos γ − 1

2
(2 cos2 α− 1 + 2 cos2 β − 1)− cos2 γ

= 2 cosα cos β cos γ − 1

2
(cos 2α + cos 2β)− cos2 γ

= 2 cosα cos β cos γ − cos(α + β) cos(α− β)− cos2 γ

= 2 cosα cos β cos γ + cos γ cos(α− β) + cos(α + β) cos γ

= {2 cosα cos β + cos(α− β) + cos(α+ β)} cos γ
= 4 cosα cos β cos γ

よって V =
1

3
abc
√
cosα cos β cos γ · · · (B1)
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等面四面体において，BC = a，CA = b，AB = cであるから，余弦定理により

cosα =
b2 + c2 − a2

2bc
, cos β =

c2 + a2 − b2

2ca
, cos γ =

a2 + b2 − c2

2ab

これらを (B1)に代入すると

V =

√
2

12

√
(b2 + c2 − a2)(c2 + a2 − b2)(a2 + b2 − c2) · · · (B2)

また，等面四面体は直方体に埋め込ま
れるから，(B2)の結果を次のように求
めることもできる．
右の図において

y2 + z2 = a2

z2 + x2 = b2

x2 + y2 = c2

したがって

　

O

A

B

C

a b

c

b

c

a

y

x

z

x2 =
b2 + c2 − a2

2
, y2 =

c2 + a2 − b2

2
, z2 =

a2 + b2 − c2

2

V は直方体の体積から 4つの直角四面体を引いたものであるから

V = xyz − 4·1
6
xyz =

1

3
xyz

=
1

3

√
b2 + c2 − a2

2
·c

2 + a2 − b2
2

·a
2 + b2 − c2

2

=

√
2

12

√
(b2 + c2 − a2)(c2 + a2 − b2)(a2 + b2 − c2)

本題において，TM = 2，TQ =
1

2

√
(t− 2)2 + 3t2，TR =

1

2

√
(t+ 2)2 + 3t2

a = TM，b = TQ，c = TRとおくと

a2 = 4, b2 = t2 − t+ 1, c2 = t2 + t+ 1

これらを (B2)に代入すると

V =

√
2

12

√
(2t2 − 2)(4 + 2t)(4− 2t) =

1

3

√
(t2 − 1)(4− t2)
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東北大理系 2013年� �
四面体 OABCにおいて，OA = OB = OC = 1とする．∠AOB = 60◦，
∠BOC = 45◦，∠COA = 45◦とし，~a =

−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおく．点

Cから面OABに垂線を引き，その交点をHとする．

(1) ベクトル
−→
OHを~a，~bを用いて表せ．

(2) CHの長さを求めよ．

(3) 四面体OABCの体積を求めよ．� �
解答 (1) |~a|= |~b|= |~c|=1，~a·~b = 1·1 cos 60◦ = 1

2
，~b·~c = ~c·~a = 1·1 cos 45◦ = 1√

2

(~a·~b)~a− |~a|2~b = 1

2
(~a− 2~b)は平面OAB上のベクトルで~aに垂直．

これと平行な単位ベクトルを~eとすると

~e =
~a− 2~b

|~a− 2~b|
=

~a− 2~b√
|~a|2 − 4~a·~b+ 4|~b|2

=
~a− 2~b√

3
,

~c·~e =
~c(~a− 2~b)√

3
=
~c·~a− 2~b·~c√

3
= − 1√

6

−→
OH = (~c·~a)~a+ (~c·~e)~e であるから

−→
OH =

1√
2
~a− 1√

6
~e =

1√
2
~a− 1√

6
·
~a− 2~b√

3
=

√
2

3
(~a +~b)

(2) (1)の結果から
−→
CH =

−→
OH−

−→
OC =

√
2

3
(~a+~b)−~c

|
−→
CH|2 =

∣∣∣∣∣
√
2

3
(~a+~b)−~c

∣∣∣∣∣
2

=
2

9
(|~a|2 + |~b|2 + 2~a·~b)− 2

√
2

3
(~c·~a+~b·~c) + |~c|2

=
2

9
·3− 2

√
2

3
·
√
2 + 1 =

1

3
よって CH = |

−→
CH| =

√
1

3
=

√
3

3

(3) 4OAB =
1

2
OA·OBsin 60◦ =

1

2
·1·1·
√
3

2
=

√
3

4

四面体OABCの体積は
1

3
4OAB·CH =

1

3
·
√
3

4
·
√
3

4
=

1

12

別解 (A)により V =
1

6

√
1 + 2· 1√

2
· 1√

2
·1
2
−
(
1

2
+

1

2
+

1

4

)
=

1

12
�
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6 (1) n = m+ (m+ 1) + · · ·+ (m+ k − 1)

=
1

2
k{m+ (m+ k − 1)} = k

2
(2m+ k − 1) · · · (∗)

(十分性) nが k-連続和，すなわち，自然数 nが (∗)を満たす自然数m, k

をもつとき (k = 2)

n

k
= m+

k

2
− 1

2
すなわち m =

n

k
− k

2
+

1

2

mは自然数であるから，(A)は成立する．さらにmは自然数であるから

n

k
− k

2
+

1

2
= 1 ゆえに

n

k
= k + 1

2
>
k

2

kは自然数であるから (k = 2) 2n > k2 よって，(B)は成立する．

(必要性) 条件 (A)，(B)をみたすとき

n

k
− k

2
+

1

2
=

2n− k2

2k
+

1

2
> 0

は自然数であるから，これをm′とおくと

m′ =
n

k
− k

2
+

1

2
ゆえに n =

1

2
k(2m′ + k − 1)

したがって n = m′ + (m′ + 1) + · · ·+ (m′ + k − 1)

よって，nは k-連続和である．

(2) 2f が k-連続和と仮定すると，(A)より次式を満たす整数mが存在する．

m =
2f

k
− k

2
+

1

2
ゆえに k(2m+ k − 1) = 2f+1

kと 2m+ k − 1は偶奇が異なるから (k 6= 1)

k = 2f+1, 2n+ k − 1 = 1

また，(B)より 2·2f > k2 ゆえに 2f+1 > k2

このとき k > k2 ゆえに k(k − 1) < 0

これは，k = 2に反するから，不適．

よって，n = 2f のとき (f は自然数)，nが k-連続和となるような自然数
k = 2は存在しない
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(3) pf が k-連続和であるとき (pは奇素数)，(A)より次式を満たす整数mが
存在する．

m =
pf

k
− k

2
+

1

2
ゆえに k(2m+ k − 1) = 2pf · · · (∗∗)

また，(B)より 2pf > k2 ゆえに k <
√
2 p

f
2 · · · 1©

(∗∗)より，kと 2m+ k − 1は偶奇が異なる．

(i) kが奇数のとき k = pi (i = 1, 2, · · · ,
[
f
2

]
)

(ii) kが偶数のとき k = 2pj (j = 0, 1, · · · ,
[
f−1
2

]
)

ここで，[x]は，xを超えない最大の整数とする．

したがって (i)の場合が [f
2
]個

(ii)の場合が [f−1
2
] + 1 = [f+1

2
]個．

よって，求める個数は [f
2
] + [f+1

2
] = f (個)

注意 上の f を偶奇に分けて処理してもよい．

補足 nを自然数，aを整数とすると
n−1∑
k=0

[
a+ k

n

]
= a

証明 a ≡ 0 (mod n)のとき

n−1∑
k=0

[
a+ k

n

]
=

n−1∑
k=0

a

n
= a

整数 j (1 5 j 5 n− 1)について a+ j ≡ 0 (mod n)のとき

n−1∑
k=0

[
a+ k

n

]
=

j−1∑
k=0

(
a+ j

n
− 1

)
+

n−1∑
k=j

a+ j

n

= j

(
a+ j

n
− 1

)
+ (n− j)a+ j

n

= a
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発展� �
mと nは互いに素である正の整数とするとき，次式が成り立つ．

n−1∑
k=1

[
km

n

]
=

1

2
(m− 1)(n− 1)

ただし，[ x ]は xを超えない最大の整数とする．� �
証明 mを nで割った商を q，余りを rとすると

m = nq + r (2.1)

が成り立つ (1 ≤ r < n)．kを正の整数とすると

km

n
= kq +

kr

n
すなわち

[
km

n

]
= kq +

[
kr

n

]
n−1∑
k=1

kq =
1

2
qn(n− 1)であるから

n−1∑
k=1

[
km

n

]
=

1

2
qn(n− 1) +

n−1∑
k=1

[
kr

n

]
(2.2)

(2.1)においてmと nは互いに素であるから，ユークリッドの互除法により，n
と rは互いに素である．

1 ≤ k, k′ ≤ n− 1のとき，krと k′rを nで割った余りが等しいとき

kr − k′r = (k − k′)r

は nの倍数で，rと nが互いに素であることから k = k′

すなわち，r, 2r, 3r, · · · , (n − 1)r を nで割った余りは，順序を無視して
1, 2, 3, · · · , n− 1である．
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krを nで割った余りを dkとすると (1 ≤ dk < n)

kr

n
=

[
kr

n

]
+
dk
n
,

n−1∑
k=1

dk =
1

2
n(n− 1)

n−1∑
k=1

kr

n
=

n−1∑
k=1

[
kr

n

]
+

1

n

n−1∑
k=1

dk

1

2
r(n− 1) =

n−1∑
k=1

[
kr

n

]
+

1

2
(n− 1)

したがって
n−1∑
k=1

[
kr

n

]
=

1

2
(r − 1)(n− 1) (2.3)

(2.3)を (2.2)に代入すると，(2.1)により

n−1∑
k=1

[
km

n

]
=

1

2
qn(n− 1) +

1

2
(r − 1)(n− 1)

=
1

2
(nq + r − 1)(n− 1)

=
1

2
(m− 1)(n− 1)

証終
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ユークリッドの互除法

nがmで割り切れること (mが nの約数)をm |nと表記し，整数 x，yの最大公約
数を (x, y)と表記すると

(x, y) | x, (x, y) | y

が成り立つ．

ユークリッドの互除法� �
2整数 a，bについて (a > b > 0)，aを bで割ったときの商を q，余りを cとすると

c 6= 0のとき (a, b) = (b, c)

c = 0のとき (a, b) = b� �
証明 c 6= 0のとき，a = bq + cより (b, c) | a また，(b, c) | bであるから，(b, c)は

aと bの公約数，したがって

(b, c) | (a, b) · · · 1©

同様に，c = a − bqより (a, b) | c また，(a, b) | bであるから，(a, b)は bと c

の公約数，したがって
(a, b) | (b, c) · · · 2©

1©， 2©より (a, b) = (b, c)

c = 0のとき，自明． 証終

補足 さらに，bを cで割った余りが dであるとき (b, c) = (c, d)

すなわち (a, b) = (b, c) = (c, d)

2つの整数 a1, a2について (a1 > a2 > 0)，a1を a2で割った余りを a3，さらに，
a2を a3で割った余りを a4，順次，akを ak+1で割った余りを ak+2とすると

(a1, a2) = (a2, a3) = (a3, a4) = · · · = (ak, ak+1) = (ak+1, ak+2) = · · ·

数列 {an}は下に有界な単調減少列であるから，互除法を繰り返すことにより，
a1と a2の最小公倍数を求めることができる． �
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2.16 2016年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 鋭角三角形4ABCにおいて，頂点A，B，Cから各対辺に垂線AD，BE，CF

を下ろす．これらの垂線は垂心Hで交わる．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 四角形BCEFとAFHEが円に内接することを示せ．

(2) ∠ADE = ∠ADFであることを示せ．

2 以下の問いに答えよ．

(1) 6以上の整数 nに対して不等式

2n > n2 + 7

が成り立つことを数学的帰納法により示せ．

(2) 等式
pq = qp + 7

を満たす素数の組 (p, q)をすべて求めよ．

3 サイコロを 3回振って出た目の数をそれぞれ順に a, b, cとする．以下の問い
に答えよ．

(1) a, b, cがある直角三角形の 3辺の長さとなる確率を求めよ．

(2) a, b, cがある鈍角三角形の 3辺の長さとなる確率を求めよ．
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4 多項式 P (x)を

P (x) =
(x+ i)7 − (x− i)7

2i

により定める．ただし，iは虚数単位とする．以下の問いに答えよ．

(1) P (x) = a0x
7 + a1x

6 + a2x
5 + a3x

4 + a4x
3 + a5x

2 + a6x + a7とするとき，
係数 a0, . . . , a7をすべて求めよ．

(2) 0 < θ < πに対して，

P

(
cos θ

sin θ

)
=

sin 7θ

sin7 θ

が成り立つことを示せ．

(3) (1)で求めた a1, a3, a5, a7を用いて，多項式Q(x) = a1x
3+a3x

2+a5x+a7
を考える．θ =

π

7
として，k = 1, 2, 3について

xk =
cos2 kθ

sin2 kθ

とおく．このとき，Q(xk) = 0が成り立つことを示し，x1 + x2 + x3の値
を求めよ．

5 空間内に，直線 lで交わる 2平面 α, βと交線 l上の 1点Oがある．さらに，平
面 α上の直線mと平面 β上の直線 nを，どちらも点Oを通り lに垂直にとる．
m, n上にそれぞれ点 P，Qがあり，

OP =
√
3, OQ = 2, PQ = 1

であるとする．線分 PQ上の動点Tについて，PT = tとおく．点Tを中心と
した半径

√
2の球 Sを考える．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) Sの平面 αによる切り口の面積を tを用いて表せ．

(2) Sの平面 αによる切り口の面積と Sの平面 βによる切り口の面積の和を
f(t)とおく．Tが線分 PQ上を動くとき，f(t)の最大値と，そのときの t

の値を求めよ．

6 関数

f(x) =

∫ π

0

| sin(t− x)− sin 2t| dt

の区間 0 5 x 5 πにおける最大値と最小値を求めよ．
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解答例

1 (1) ∠BEC = ∠BFCより，四角形BCEFはBCを直径とする円に内接する．

∠AEH = 90◦，∠AFH 90◦であるから，∠AEH+∠AFH = 180より，四角
形AFHEはAHを直径とする円に内接する．

(2) 4HCEと4HBFにおいて

∠CHE = ∠BHF (対頂角),

∠HEC = ∠HFB (Hは4ABCの垂心)

したがって 4HCE 4HBF ゆえに ∠HCE = ∠HBF · · · 1©

四角形ECDHの対角の和が 180◦であるから四角形ECDHは円に内接し，
円周角の定理により ∠HCE = ∠HDE · · · 2©

四角形 FBDHの対角の和が 180◦であるから四角形 FBDHは円に内接し，
円周角の定理により ∠HBF = ∠HDF · · · 3©

1©， 2©， 3©より ∠HDE = ∠HDF よって ∠ADE = ∠ADF
A

B CD

E

F

H

�
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2 (1) 2n > n2 + 7 · · · (A)
［1］n = 6のとき，左辺 = 26 = 64，右辺 = 62 + 7 = 43

このとき，(A)は成立する．

［2］n = kのとき，(A)が成立すると仮定すると，2k > k2 + 7であるから

2k+1 > 2(k2 + 7) = (k + 1)2 + 7 + (k − 1)2 + 5

> (k + 1)2 + 7

したがって，n = k + 1のとき，(A)は成立する．

［1］,［2］より，6以上の整数 nに対して，不等式 (A)は成立する．

(2) pq = qp + 7より pq − qp = 7 · · · (∗)

(∗)を満たす素数 p，qの偶奇は異なるから (p, qの一方は 2)

f(n) = 2n − n2

とおいて，f(n) = ±7を満たす素数 nを求めればよい．

(1)の結果から，6以上の整数 nに対して，f(n) > 7であるから

n = 3, 5

の場合を調べればよい．

f(3) = 23 − 32 = −1, f(5) = 25 − 52 = 7

上の結果から，求める素数の組は (p, q) = (2, 5) �

3 (1) 直角三角形となる 3辺の長さは，3, 4, 5であるから，求める確率は

3!

63
=

1

36

(2) aを最大辺とする鈍角三角形の条件は b+ c > a, b2 + c2 < a2

上式を満たすのは，次の 13組．

a = 3のとき (b, c) = (2, 2)

a = 4のとき (b, c) = (2, 3), (3, 2)

a = 5のとき (b, c) = (2, 4), (4, 2), (3, 3)

a = 6のとき (b, c) = (2, 5), (5, 2), (3, 4), (4, 3),

(3, 5), (5, 3), (4, 4)

b, cが最大辺であるときも，それぞれ 13組．

よって，求める確率は
13× 3

63
=

13

72
�
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4 (1) (x+ i)7 − (x− i)7 =
7∑

k=0

7Ckx
7−kik −

7∑
k=0

7Ckx
7−k(−i)k

=
7∑

k=0

{ik − (−i)k}7Ckx
7−k

ここで ik =
(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)k
= cos

kπ

2
+ i sin

kπ

2

(−i)k =
(
cos

π

2
− i sin π

2

)k
= cos

kπ

2
− i sin kπ

2

上の 2式より，ik − (−i)k = 2i sin
kπ

2
であるから

(x+ i)7 − (x− i)7 = 2i
7∑

k=0

7Ckx
7−k sin

kπ

2

P (x) =
(x+ i)7 − (x− i)7

2i
=

7∑
k=0

7Ckx
7−k sin

kπ

2

P (x) =
7∑

k=0

akx
7−kであるから ak = 7Ck sin

kπ

2
(k = 0, 1, 2, . . . , 7)

よって a0 = 0, a1 = 7, a2 = 0, a3 = −35,

a4 = 0, a5 = 21, a6 = 0, a7 = −1

(2) P (x) =
(x+ i)7 − (x− i)7

2i
より

P

(
cos θ

sin θ

)
=

1

2i

{(
cos θ

sin θ
+ i

)7

−
(
cos θ

sin θ
− i
)7
}

=
1

2i sin7 θ

{
(cos θ + i sin θ)7 − (cos θ − i sin θ)7

}
=

1

2i sin7 θ
{(cos 7θ + i sin 7θ)− (cos 7θ − i sin 7θ)} = sin 7θ

sin7 θ

(3) θ =
π

7
のとき，(2)の結果から P

(
cos kθ

sin kθ

)
= 0 (k = 1, 2, 3)

P (x) = Q(x2)であるから Q

(
cos2 kθ

sin2 kθ

)
= 0 (k = 1, 2, 3)

xk =
cos2 kθ

sin2 kθ
(k = 1, 2, 3)は 3次方程式 a1x

3 + a3x
2 + a5x+ a7 = 0の解で

あるから，解と係数の関係により

x1 + x2 + x3 = −
a3
a1

= −−35
7

= 5 �



2.16. 2016年 (150分) 105

5 (1) OP =
√
3，OQ = 2，PQ = 1より，

4OPQについて

∠O = 30◦, ∠P = 90◦, ∠Q = 60◦

右の図から，直線 PTは平面 αと垂
直であるから，PT = tより，Tから
αまでの距離は t

したがって，Sとαの切り口は，半径√
(
√
2)2 − t2 =

√
2− t2

　

O P

Q

α

β
l

m

n

T

の円である．したがって，その面積は π(
√
2− t2)2 = π(2 − t2)

(2) QT = PQ− PT = 1− tより，Tから平面 βまでの距離を dとすると

d = QTsin 60◦ =

√
3

2
(1− t)

したがって，Sと βの切り口は，半径√
(
√
2)2 − d2 =

√
2− 3

4
(1− t)2

の円であり，その面積は π

{
2− 3

4
(1− t)2

}
これと (1)の結果から

f(t) = π(2− t2) + π

{
2− 3

4
(1− t)2

}
(0 5 t 5 1)

= π

(
−7

4
t2 +

3

2
t+

13

4

)
= π

{
−7

4

(
t− 3

7

)2

+
25

7

}

よって，f(t)は t =
3

7
のとき，最大値

25

7
πをとる． �
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6 g(t) = sin 2t− sin(t− x)とおくと g(t) = 2 sin
t+ x

2
cos

3t− x
2

0 5 t 5 π，0 5 x 5 πより，0 5 t+ x

2
5 π，−π

2
5 3t− x

2
5 3π

2
であるから

3t− x
2

5 π

2
，すなわち，0 5 t 5 π + x

3
のとき g(t) = 0

3t− x
2

= π

2
，すなわち，

π + x

3
5 t 5 πのとき g(t) 5 0

ゆえに | sin(t− x)− sin 2t| = |g(t)| =


g(t)

(
0 5 t 5 π + x

3

)
−g(t)

(
π + x

3
5 t 5 π

)
g(t)の原始関数の 1つを

G(x) = −1

2
cos 2t+ cos(t− x) · · · (∗)

とおくと

f(x) =

∫ π

0

| sin(t− x)− sin 2t| dt =
∫ π

0

|g(t)| dt

=

∫ π+x
3

0

g(t) dt−
∫ π

π+x
3

g(t) dt

=

[
G(t)

]π+x
3

0

−
[
G(t)

]π
π+x
3

= 2G

(
π + x

3

)
−G(0)−G(π)

(∗)より

G

(
π + x

3

)
= −1

2
cos

2(π + x)

3
+ cos

π − 2x

3
=

3

2
cos

2x− π
3

,

G(0) = −1

2
+ cos x, G(π) = −1

2
+ cos(π − x) = −1

2
− cosx

したがって

f(x) = 2× 3

2
cos

2x− π
3
−
(
−1

2
+ cos x

)
−
(
−1

2
− cos x

)
= 3 cos

2x− π
3

+ 1

よって x =
π

2
のとき最大値 4，x = 0, πのとき最小値

5

2
�
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2.17 2017年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 a，bを実数とする．y = |x2 − 4|で表される曲線をCとし，y = ax+ bで表さ
れる直線を lとする．

(1) lが点 (−2, 0)を通り，lと C がちょうど 3つの共有点をもつような a，b
の条件を求めよ．

(2) lと C がちょうど 3つの共有点をもつような点 (a, b)の軌跡を ab平面上
に図示せよ．

2 A君とB君はそれぞれ，0から 5までの数字が 1つずつ書かれた 6枚のカード
が入った箱を 1つもっている．2人は，自分の箱の中から無作為に 3枚のカー
ドを取り出して得点を競うゲームをする．取り出された 3枚のカードに 0が含
まれていない場合の得点は 3枚のカードに書かれた数の平均値とし，0が含ま
れている場合は残りの 2枚のカードに書かれた数の合計とする．このとき，次
の問いに答えよ．

(1) A君，B君の少なくとも一方が 0を取り出して，しかも双方とも得点が 3

点となる確率を求めよ．

(2) A君の得点が B君の得点より大きいときの，A君の得点が整数でない確
率を求めよ．

3 a，b，cを 1以上 7以下の互いに異なる整数とする．

(1) 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0が有理数解をもつような組 (a, b, c)の総数を
求めよ．

(2) 2次方程式 ax2 + bx + c = 0が少なくとも一つの整数解をもつような組
(a, b, c) の総数を求めよ．

4 sを正の実数とする．鋭角三角形ABCにおいて，辺ABを s : 1に内分する点
をDとし，辺BCを s : 3に内分する点をEとする．線分CDと線分AEの交点
を Fとする．以下の問いに答えよ．

(1)
−→
AF = α

−→
AB + β

−→
ACとするとき，αと βを求めよ．

(2) Fから辺ACに下ろした垂線を FGとする．FGの長さが最大となるとき
の sを求めよ．
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5 α，β，γを複素数とし，

zz + αz + βz + γ = 0 · · · (∗)

を満たす複素数 zを考える．以下の問いに答えよ．

(1) zは
(α− β)z − (α− β)z + γ − γ = 0

を満たすことを示せ．

(2) |α| = |β| 6= 0と仮定し，また γは負の実数であると仮定する．このとき，
(∗)を満たす zがちょうど 2個あるための必要条件を α，β を用いて表せ．

6 a，b，cを実数とし，

I(a, b) =

∫ π
2

0

eax cos bx dx, J(a, b, c) =

∫ π
2

0

eax sin bx sin cx dx

とおく．ただし，a 6= 0とする．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) I(a, b)を求めよ．

(2) J(a, b, c)を I(a, b+ c)と I(a, b− c)を用いて表せ．

(3) 次の極限を求めよ．

lim
t→∞

8

∫ π
2

0

ex sin tx sin 2tx cos 3tx cos 4tx dx
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解答例

1 (1) y = |x2 − 4| =

{
x2 − 4 (x 5 −2, 2 5 x)

−x2 + 4 (−2 5 x 5 2)

l : y = ax+ bは点 (−2, 0)を通るから

0 = −2a+ b ゆえに b = 2a

f(x) = −x2 + 4とすると f ′(x) = −2x

f ′(−2) = 4 であるから，lの傾きについて

0 < a < 4

　

O

y

x2−2

4

C

l

よって，求める条件は b = 2a (0 < a < 4)

(2) 条件を満たすのは，次の (i)～(iii)の場合である．

(i) 点 (−2, 0)を通り，lとCがちょうど 3つの共有点をもつとき，
(1)で得られた結果から b = 2a (0 < a < 4)

(ii) 点 (2, 0)を通り，lとCがちょうど 3つの共有点をもつとき，
y = |x2 − 4|の y軸に関する対称性から b = −2a (−4 < a < 0)

(iii) lが y = f(x) (−2 < x < 2)と接するとき，
y = f(x) (−2 < x < 2)上の点の接線で傾きが aとなる x座標は

f ′(x) = −2x = a ゆえに x = −a
2

このとき −2 < −a
2
< 2 すなわち −4 < a < 4

f
(
−a
2

)
= −a

2

4
+ 4であるから，この接線の方程式は

y −
(
−a

2

4
+ 4

)
= a

(
x+

a

2

)
すなわち y = ax+

a2

4
+ 4

これが直線 lの方程式であるから b =
a2

4
+ 4 (−4 < a < 4)

(i)～(iii)から，点 (a, b)が描く軌跡は，次のようになる． �

O

b

a4−4

4

8
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2 (1) 得点が 3点となるのは，{0, 1, 2}, {1, 3, 5}, {2, 3, 4}の 3通り．

このうち，0を取り出さないのが 2通り．

よって，A，Bの少なくとも一方が 0を取り出す確率は(
3

6C3

)2

−
(

2

6C3

)2

=

(
3

20

)2

−
(

2

20

)2

=
9− 4

400
=

1

80

(2) 0から 5の 6枚のカードから 3枚のカードを取り出すとき，次の 20通り．

得点 組合せ 場合の数
2 {1, 2, 3} 1
7
3

{1, 2, 4} 1
8
3

{1, 2, 5}, {1, 3, 4} 2

3 {0, 1, 2}, {1, 3, 5}, {2, 3, 4} 3
10
3

{1, 4, 5}, {2, 3, 5} 2
11
3

{2, 4, 5} 1

4 {0, 1, 3}, {3, 4, 5} 2

5 {0, 1, 4}, {0, 2, 3} 2

6 {0, 1, 5}, {0, 2, 4} 2

7 {0, 2, 5}, {0, 3, 4} 2

8 {0, 3, 5} 1

9 {0, 4, 5} 1

上の表から，A君，B君の得点が等しくなる確率は(
1

20

)2

× 5 +

(
2

20

)2

× 6 +

(
3

20

)2

=
5 + 24 + 9

400
=

19

200

A君，B君それぞれの勝つ確率は等しく
1

2

(
1− 19

200

)
=

181

400

A君が
7

3
点で勝つ確率は

1

20
× 1

20
=

1

400

A君が
8

3
点で勝つ確率は

2

20
× 1 + 1

20
=

4

400

A君が
10

3
点で勝つ確率は

2

20
× 1 + 1 + 2 + 3

20
=

14

400

A君が
11

3
点で勝つ確率は

1

20
× 1 + 1 + 2 + 3 + 2

20
=

9

400

よって，求める条件付き確率は

1

400
+

4

400
+

14

400
+

9

400
181

400

=
28

181
�
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3 (1) a, b , cが 1以上 7以下の互いに異なる整数に対し，2次方程式

ax2 + bx+ c = 0 · · · (∗)

の判別式をD = b2− 4acとすると，2次方程式 (∗)が有理数解をもつとき，
Dは平方数であることに注意して，次の場合分けを行う．

(i) b = 3のとき，D = 9− 4acより ac = 2 ゆえに次の 2組

(a, c) = (1, 2), (2, 1)

(ii) b = 4のとき，D = 16− 4acより ac = 3 ゆえに次の 2組

(a, c) = (1, 3), (3, 1)

(iii) b = 5のとき，D = 25− 4acより ac = 4, 6 ゆえに次の 6組

(a, c) = (1, 4), (4, 1), (1, 6), (2, 3), (3, 2), (6, 1)

(iv) b = 6のとき，D = 36− 4acより ac = 5, 8, ゆえに次の 4組

(a, c) = (1, 5), (5, 1), (2, 4), (4, 2)

(v) b = 7のとき，D = 49− 4acより ac = 6, 10, 12 ゆえに次の 10組

(a, c) =(1, 6), (2, 3), (3, 2), (6, 1), (2, 5), (5, 2),

(2, 6), (3, 4), (4, 3), (6, 2)

(i)～(v)より，求める総数は 2 + 2 + 6 + 4 + 10 = 24 (組)

(2) (1)で示した場合分けにより，(b,
√
D, ac)の組合せは次とおりである．

b 3 4 5 5 6 6 7 7 7√
D 1 2 3 1 4 2 5 3 1

ac 2 3 4 6 5 8 6 10 12

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○

2次方程式 (∗)の解の 1つ x = −b+
√
D

2a
に注目すると，b +

√
Dが 2aで

割り切れるもの (上に示した○)は，整数解をもつから，残りの場合につ
いて整数解を持たない組合せを求める．

• b = 5,
√
D = 1, ac = 6のとき，x =

−5± 1

2a
より，a = 6, c = 1

• b = 7,
√
D = 1, ac = 12のとき，x =

−5± 1

2a
より，a = 6, c = 2

これと (1)の結果により，求める (a, b, c)の総数は 24− 2 = 22 (組) �
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4 (1) 4ABEと直線CDについて，メネラウスの定理
を適用すると

AD

DB
·BC
CE
·EF
FA

= 1 ゆえに
s

1
·s+ 3

3
·EF
FA

= 1

したがって AF : FE = s(s+ 3) : 3

点Eは線分BCを s : 3に内分する点であるから

　 A

B C

D

E

s

1

s 3

F G

−→
AF =

s(s+ 3)

s(s+ 3) + 3

−→
AE =

s(s+ 3)

s(s+ 3) + 3
·3
−→
AB + s

−→
AC

s+ 3

=
s

s2 + 3s+ 3
(3
−→
AB + s

−→
AC)

=
3s

s2 + 3s+ 3

−→
AB+

s2

s2 + 3s+ 3

−→
AC

よって α =
3s

s2 + 3s + 3
, β =

s2

s2 + 3s + 3

(2) 4AFC : 4AEC = AF : AE，4AEC : 4ABC = EC : BCであるから

4AFC =
AF

AE
4AEC =

s(s+ 3)

s(s+ 3) + 3
4AEC,

4AEC =
EC

BC
4ABC =

3

s+ 3
4ABC

上の 2式から 4AFC =
s(s+ 3)

s(s+ 3) + 3
· 3

s+ 3
4ABC =

3s

s2 + 3s+ 3
4ABC

4AFC =
1

2
AC·FGであるから

FG =
24AFC

AC
=

6s

s2 + 3s+ 3
·4ABC

AC

s > 0であるから，相加平均・相乗平均の大小関係を用いて

s2 + 3s+ 3

s
= s+

3

s
+ 3 = 2

√
s·3
s
+ 3 = 2

√
3 + 3

したがって FG =
6s

s2 + 3s+ 3
·4ABC

AC
5 6

2
√
3 + 3

·4ABC

AC

FGが最大となる，すなわち，上式において等号が成立するとき

s =
3

s
よって s =

√
3

�
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5 (1) zz + αz + βz + γ = 0 · · · (∗)

(∗)の両辺の共役な複素数は zz + α z + βz + γ = 0 · · · (∗)

(∗)− (∗)より (α− β)z − (α− β)z + γ − γ = 0

(2) γは実数であるから，γ = γを (1)の結果に代入すると

(α− β)z − (α− β)z = 0 ゆえに (α− β)z = (α− β)z

したがって，(α− β)zは実数である．これを tとおくと

(∗∗) (α− β)z = t (tは実数)

(i) α− β = 0，すなわち，α = βのとき，(∗)から

zz + βz + βz + γ = 0 ゆえに |z + β|2 = |β|2 − γ

γ < 0であるから，zは点−βを中心と半径
√
|β|2 − γ の円周上の無

数の点である．したがって，これは条件に反する．

(ii) α− β 6= 0，すなわち，α 6= βのとき，(∗∗)より z =
t

α− β
· · · 1©

これを (∗)に代入すると

t2

|α− β|2
+

αt

α− β
+

βt

α− β
+ γ = 0

t2 + α(α− β)t+ β(α− β)t+ |α− β|2γ = 0

t2 + (|α|2 − |β|2)t+ |α− β|2γ = 0

|α| = |β| 6= 0および γ < 0であるから，上式を満たす実数 tは

t = ±|α− β|
√
−γ

の 2個ある．これを 1©に代入して

z = ±|α− β|
√
−γ

α− β
= ±

√
−γ

|α− β|
(α− β)

このとき，(∗)を満たす zはちょうど 2個ある．

(i)，(ii)より，求める必要十分条件は α 6= β
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解説 z = x+ yi，α = a+ bi，β = c+ diとおいて，これらを (∗)に代入すると

x2 + y2 + (a+ bi)(x+ yi) + (c+ di)(x− yi) + γ = 0

x2 + y2 + (a+ c)x+ (−b+ d)y +
γ + γ

2

+

{
(b+ d)x+ (a− c)y + γ − γ

2i

}
i = 0

したがって，z = x+ yiは，次の方程式の解である． x2 + y2 + (a+ c)x+ (−b+ d)y +
γ + γ

2
= 0

(b+ d)x+ (a− c)y + γ − γ
2i

= 0

とくに γが負の実数であるとき，上の第 1式は原点を内部にもつ円を表す．(
x+

a+ c

2

)2

+

(
y +
−b+ d

2

)2

=

(
a+ c

2

)2

+

(
−b+ d

2

)2

− γ

第 2式は原点を通る直線を表す．したがって，zはこの円と直線の共有点であ
るから，(∗)を満たす zがちょうど 2個ある．

ただし，b+ d = a− c = 0のとき，第 2式は複素数平面上のすべての点である
から，zは第 1式の円を表し，無数の zが存在する．

a =
α + α

2
, b =

α− α
2i

, c =
β + β

2
, d =

β − β
2i

であるから，このとき

α− α
2i

+
β − β
2i

= 0,
α+ α

2
− β + β

2
= 0

ゆえに α− β − α− β = 0, α− β + α− β = 0 すなわち α = β

よって，求める必要十分条件は α 6= β �
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6 (1) (eax sin bx)′ = eax(a sin bx+ b cos bx)

(eax cos bx)′ = eax(−b sin bx+ a cos bx)

上の 2式から，{eax(b sin bx+ a cos bx)}′ = (a2 + b2)eax cos bxより

I(a, b) =

∫ π
2

0

eax cos bx dx

=
1

a2 + b2

[
eax(b sin bx+ a cos bx)

]π
2

0

=
b

a2 + b2
e

aπ
2 sin

bπ

2
+

a

a2 + b2

(
e

aπ
2 cos

bπ

2
− 1

)

(2) sin bx sin cx =
1

2
{cos(b− c)x− cos(b+ c)x}より

J(a, b, c) =

∫ π
2

0

eax sin bx sin cx

=
1

2

∫ π
2

0

eax{cos(b− c)x− cos(b+ c)x}

=
1

2
{I(a, b − c) − I(a, b + c)}

(3) 2 cosα sin β = sin(α + β)− sin(α− β)であるから

2 cos 4tx sin tx = sin 5tx− sin 3tx

2 cos 3tx sin 2tx = sin 5tx− sin tx

上の 2式の辺辺をそれぞれ掛けさらに 2倍すると

8 sin tx sin 2tx cos 3tx cos 4tx

= 2(sin 5tx− sin 3tx)(sin 5tx− sin tx)

= 2 sin2 5tx− 2 sin 5tx sin tx

− 2 sin 5tx sin 3tx+ 2 sin 3tx sin tx

= 1− cos 10tx− (cos 4tx− cos 6tx)

− (cos 2tx− cos 8tx) + (cos 2tx− cos 4tx)

= 1− 2 cos 4tx+ cos 6tx+ cos 8tx− cos 10tx
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したがって∫ π
2

0

8ex sin tx sin 2tx cos 3tx cos 4tx dx

=

[
ex
]π

2

0

− 2I(1, 4t) + I(1, 6t) + I(1, 8t)− I(1, 10t)

(1)の結果より， lim
b→∞

I(1, b) = 0 に注意すると

lim
t→∞

∫ π
2

0

8ex sin tx sin 2tx cos 3tx cos 4tx dx =

[
et
]π

2

0

= e
π
2 − 1

�
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2.18 2018年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 xy平面における 2つの放物線C : y = (x− a)2 + b，D : y = −x2を考える．

(1) CとDが異なる 2点で交わり，その 2交点の x座標の差が 1となるように
実数 a，b が動くとき，Cの頂点 (a, b)の軌跡を図示せよ．

(2) 実数 a，bが (1)の条件を満たしながら動くとき，CとDの 2交点を結ぶ
直線が通過する範囲を求め，図示せよ．

2 nを 2以上，aを 1以上の整数とする．箱の中に，1から nまでの番号札がそれ
ぞれ 1枚ずつ，合計 n枚入っている．この箱から，1枚の札を無作為に取り出
して元に戻す，という試行を a回繰り返す．ちょうど a回目の試行でそれまで
に取り出した札に書かれた数の和がはじめて n以上となる確率を p(a)とする．

(1) p(1)と p(n)を求めよ．

(2) p(2)を求めよ．

(3) nが 3以上の整数のとき p(3)を求めよ．

3 整数 a，bは等式
3a − 2b = 1 · · · 1©

を満たしているとする．

(1) a, bはともに正となることを示せ．

(2) b > 1ならば，aは偶数であることを示せ．

(3) 1©を満たす整数の組 (a, b)をすべてあげよ．

4 三角形ABCの内接円の半径を r，外接円の半径をRとし，h =
r

R
とする．ま

た，∠A = 2α，∠B = 2β，∠C = 2γとおく．

(1) h = 4 sinα sin β sin γとなることを示せ．

(2) 三角形ABCが直角三角形のとき h 5
√
2 − 1が成り立つことを示せ．ま

た，等号が成り立つのはどのような場合か．

(3) 一般の三角形ABCに対して h 5 1

2
が成り立つことを示せ．また，等号が

成り立つのはどのような場合か．
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5 αを複素数とする．複素数 zの方程式

z2 − αz + 2i = 0 · · · 1©

について，以下の問いに答えよ．ただし，iは虚数単位である．

(1) 方程式 1©が実数解をもつように αが動くとき，点 α が複素数平面上に描
く図形を図示せよ．

(2) 方程式 1©が絶対値 1の複素数を解にもつように αが動くとする．原点を
中心に αを

π

4
回転させた点を表す複素数を βとするとき，点 βが複素数

平面上に描く図形を図示せよ．

6 xy平面内の図形

S :


x+ y2 5 2

x+ y = 0

x− y 5 2

を考える．図形 Sを直線 y = −xのまわりに 1回転して得られる立体の体積を
V とする．

(1) Sを xy平面に図示せよ．

(2) V を求めよ．
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解答例

1 (1) CとDの方程式から yを消去して整理すると 2x2 − 2ax+ a2 + b = 0

2交点の x座標は x =
a±
√
−a2 − 2b

2
· · · 1©

2交点の x座標の差が 1であるから

a+
√
−a2 − 2b

2
− a−

√
−a2 − 2b

2
= 1

ゆえに
√
−a2 − 2b = 1 · · · 2©

よって b = −
1

2
a2 −

1

2
(右図)

　

O

b

a−1
2

−1

1

(2) 2交点の x座標を α，βとすると (α < β)とすると， 1©， 2©より

α =
a− 1

2
, β =

a+ 1

2
· · · (∗)

2交点はD上の点であるから，A(α,−α2)，B(β,−β2)とする．

2点A，Bを通る直線 lの方程式は y + α2 =
−β2 + α2

β − α
(x− α)

ゆえに y = −(α + β)x+ αβ (∗)により l : y = −ax+ a2 − 1

4

直線 lの方程式を aについて整理すると

a2 − 4xa− 4y − 1 = 0 · · · (∗∗)

直線 lが通過する点 (x, y)は，aに関する 2次
方程式 (∗∗)が実数解をもつときであるから，
(∗∗)の係数について

D/4 = (−2x)2 − 1·(−4y − 1) = 0

したがって y = −x2 − 1

4

　

O

y

x

−1
4

よって，求める領域は，放物線y = −x2−1

4
の上側で，境界線を含む (上図)．

補足 C，Dの交点を通る放物線・直線の方程式は (kは定数)

(x− a)2 − y + b+ k(x2 + y) = 0

k 6= −1のとき放物線，k = −1のとき直線となるから，k = −1より

(x− a)2 − y + b− (x2 + y) = 0 すなわち y = −ax+ a2

2
+
b

2

これに (1)の結果を代入すると，直線 lの方程式を得る． �
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2 (1) p(1)は，1回で札の和が n以上になる，すなわち，1回目に nの番号札を
取り出す確率であるから

p(1) =
1

n

p(n)は，n回目で初めて札の和が n以上になる，すなわち，1回目から
n− 1回目まで 1の番号札を取り出す確率であるから (n回目は任意の札)

p(n) =

(
1

n

)n−1

=
1

nn−1

(2) 1回目が kの札を取り出すとすると (k = 1, 2, · · · , n− 1)，2回目が n− k
以上の札取り出す k + 1通り．したがって

p(2) =
1

n2

n−1∑
k=1

(k + 1) =
1

n2

{
1

2
n(n− 1) + (n− 1)

}
=

1

2n2
(n − 1)(n + 2)

(3) 2回目の試行の直後，取り出した札の和がkとなるのは (k = 2, 3, · · · , n−1)

(1回目, 2回目) = (j, k − j) (j = 1, 2, · · · , k − 1)

の k − 1通りで，3回目の札が n− k以上である k + 1通り．したがって

p(3) =
1

n3

n−1∑
k=2

(k − 1)(k + 1) =
1

n3

n−1∑
k=1

(k2 − 1)

=
1

n3

{
1

6
n(n− 1)(2n− 1)− (n− 1)

}
=

1

6n3
(n− 1){n(2n− 1)− 6}

=
1

6n3
(n − 1)(n − 2)(2n + 3)

�
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3 (1) 3a − 2b = 1 · · · 1©
1©より 3a = 2b + 1 > 1 ゆえに a = 1

さらに 2b = 3a − 1 = 31 − 1 = 2 ゆえに b = 1

よって，a，bはともに正である．

(2) 法 4について 3 ≡ −1, 4 ≡ 0 (mod 4)

b > 1のとき (b = 2) 3a − 4·2b−2 = 1 ゆえに (−1)a ≡ 1 (mod 4)

よって，b > 1ならば，aは偶数である．

(3) b = 1のとき， 1©より 3a − 2 = 1 ゆえに a = 1

b > 1のとき，(2)の結果から，a = 2n · · · 2©とおくと (nは自然数)

32n − 2b = 1 ゆえに (3n + 1)(3n − 1) = 2b

3n + 1 = 2k，3n − 1 = 2lとおくと (k, lは自然数) b = k + l · · · 3©

2k − 2l = (3n + 1)− (3n − 1) = 2 ゆえに 2l(2k−l − 1) = 2

2k−l − 1は奇数であるから 2l = 2, 2k−l − 1 = 1

ゆえに k = 2, l = 1, n = 1 2©, 3©より a = 2, b = 3

よって (a, b) = (1, 1), (2, 3) �

4 (1) 4ABCの内心 Iから辺BCに垂線 IHを下ろすと

BH =
r

tan β
, CH =

r

tan γ

a = BC = BH+ CHより

a = r

(
1

tan β
+

1

tan γ

)
= r

(
cos β

sin β
+

cos γ

sin γ

)
=
r(sin β cos γ + cos β sin γ)

sin β sin γ
=
r sin(β + γ)

sin β sin γ

　 A

B CH

I

αα

β
β

γ
γr

このとき，α + β + γ =
π

2
より，sin(β + γ) = sin

(π
2
− α

)
= cosα

したがって a =
r cosα

sin β sin γ
· · · 1©

また，正弦定理により
a

sin 2α
= 2R

したがって a = 2R sin 2α = 4R sinα cosα · · · 2©

1©，2©より r cosα

sin β sin γ
= 4R sinα cosα よって h =

r

R
= 4 sinα sin β sin γ
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(2) 2γ =
π

2
とすると，γ =

π

4
，α+ β =

π

4
であるから，(1)の結果から

h = 4 sinα sin β sin
π

4
= 2
√
2 sinα sin β

=
√
2{cos(α− β)− cos(α + β)}

=
√
2 cos(α− β)− 1 5

√
2− 1

等号が成立するとき cos(α− β) = 1 ゆえに α = β =
π

8
よって，4ABCは直角二等辺三角形．

(3) (2)と同様にして

h = 4 sinα sin β sin γ = 2{cos(α− β)− cos(α+ β)} sin γ
= 2{cos(α− β)− sin γ} sin γ

= −2
{
sin γ − 1

2
cos(α− β)

}2

+
1

2
cos2(α− β) 5 1

2

等号が成り立つとき

sin γ − 1

2
cos(α− β) = 0, cos(α− β) = 1

α, β, γは，鋭角であるから，上式より α = β = γ =
π

6
よって，4ABCは正三角形．

別解 γを固定し，h = f(α)とすると，β =
π

2
− γ − αより

d

dα
sin β = cos β

dβ

dα
= − cos β

であることに注意して

f ′(α) = 4{cosα sin β + sinα(− cos β)} sin γ = 4 sin(β − α) sin γ

α (0) · · · β · · · (π
2
− γ)

f ′(α) + 0 −
f(α) ↗ 極大 ↘

したがって，α = β，γ =
π

2
− 2βのとき極大となる

f(β) = 4 sin2 β sin
(π
2
− 2β

)
= 2(1− cos 2β) cos 2β

= −2
(
cos 2β − 1

2

)2

+
1

2
5 1

2

上式において，等号が成立するとき cos 2β =
1

2

ゆえに β =
π

6
すなわち α = β = γ =

π

6
�
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5 (1) z2 − αz + 2i = 0 · · · 1©

方程式 1©がもつ実数解を kとすると，k 6= 0

に注意して

k2 − αk + 2i = 0 ゆえに α = k +
2i

k

α = x+ yiとおくと (x, yは実数)

x = k, y =
2

k
ゆえに xy = 2

　

O

y

x1

2

よって，αの描く図形は，右の図の双曲線である．

(2) 1©の解が絶対値 1の複素数であるとき，

α = z +
2i

z
= z + 2iz

その解を z = s+ tiとおくと (s2 + t2 = 1)

α = (s+ ti) + 2i(s− ti) = (s+ 2t) + (2s+ t)i

αを原点を中心に
π

4
だけ回転させた点が βであるから

β = α
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
=

1√
2
{(s+ 2t) + (2s+ t)i}(1 + i)

=
1√
2
{(−s+ t) + 3(s+ t)i}

β = x+ yiとおくと x =
1√
2
(−s+ t), y =

3√
2
(s+ t)

したがって s =
1√
2

(
−x+ y

3

)
，t =

1√
2

(
x+

y

3

)
これらを s2 + t2 = 1に代入して整理すると

x2 +
y2

9
= 1

よって，βの描く図形は，右の図の楕円である．

　

O

y

x1

3

�
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6 (1) xy平面内の図形

S :


x+ y2 5 2

x+ y = 0

x− y 5 2

の表す領域は，右の図の斜線部分で境界線
を含む．

　

O

y

x
1

−1

−2

−2

2

2

(2) 直線 x+ y = 0に平行な単位ベクトルと垂直な単位ベクトル，それぞれ

1√
2

(
1

−1

)
,

1√
2

(
1

1

)
とし，この向きにX軸，Y 軸を定め，次の直交変換を行う．

X√
2

(
1

−1

)
+

Y√
2

(
1

1

)
= x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)

すなわち
X + Y√

2
= x,

−X + Y√
2

= y

ゆえに X =
x− y√

2
, Y =

x+ y√
2

このとき，次の対応をなす．
(x, y) = (−2, 2) は (X, Y ) = (−2

√
2, 0)，

(x, y) = (2, 0) は (X, Y ) = (
√
2,
√
2)．

放物線 x = −y2 + 2 (0 5 y 5 2)は，この直交変換により

X =
−y2 − y + 2√

2
, Y =

−y2 + y + 2√
2

y 2 −→ 0

X −2
√
2 −→

√
2

求める回転体の体積 V は，
dX

dy
=
−2y − 1√

2
により

V = π

∫ √
2

−2
√
2

Y 2 dX = π

∫ 0

2

(
−y2 + y + 2√

2

)2 −2y − 1√
2

dy

=
π

2
√
2

∫ 2

0

(−y2 + y + 2)2(2y + 1) dy

=
π

2
√
2

∫ 2

0

(2y5 − 3y4 − 8y3 + 5y2 + 12y + 4) dy

=
π

2
√
2

[
y6

3
− 3y5

5
− 2y4 +

5y3

3
+ 6y2 + 4y

]2
0

=
58

√
2

15
π
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補足 xy平面おける領域

T :

{
x+ y2 5 2

x+ y = 0

の面積を求める．前ページの直交変換により
このとき，次の対応をなす．

(x, y) = (−2, 2) は (X, Y ) = (−2
√
2, 0)，

(x, y) = (1,−1) は (X, Y ) = (
√
2, 0)．

　

O

y

x
1

−1
−2

2

2

放物線 x = −y2 + 2 (−1 5 y 5 2)は，この直交変換により

X =
−y2 − y + 2√

2
, Y =

−y2 + y + 2√
2

y 2 −→ −1
X −2

√
2 −→

√
2

T を直線 y = −xのまわりに一回転して得られる立体の体積をUとすると

U = π

∫ √
2

−2
√
2

Y 2 dX = π

∫ −1

2

(
−y2 + y + 2√

2

)2 −2y − 1√
2

dy

=
π

2
√
2

∫ 2

−1

(y + 1)2(2− y)2(2y + 1) dy

=
π

6
√
2

∫ 2

−1

(y + 1)2(2− y)2{5(y + 1)− (2− y)} dy

=
π

6
√
2

∫ 2

−1

{5(y + 1)3(2− y)2 − (y + 1)2(2− y)3} dy

=
π

6
√
2

(
5·3!2!

6!
·36 − 2!3!

6!
·36
)

=
81
√
2

20
π

公式
∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1 を利用 1．

類題 九州大学工学部 2018年一般後期工学部 5番 2

注意 Xは yの関数であるからX = ϕ(y)とおくと，ϕ(y) =
−y2 − y + 2√

2
．

V = π

∫ √
2

−2
√
2

Y 2 dX = π

∫ ϕ(0)

ϕ(2)

Y 2 dX,

U = π

∫ √
2

−2
√
2

Y 2 dX = π

∫ ϕ(−1)

ϕ(2)

Y 2 dX

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdf 1
2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2018 kouki.pdf 5

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2018_kouki.pdf
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なお，面積Uは，下の図から分かるように，次の計算過程を省略している．

U = π

∫ ϕ(c)

ϕ(2)

Y 2 dX − π
∫ ϕ(c)

ϕ(−1)

Y 2 dX = π

∫ ϕ(−1)

ϕ(2)

Y 2 dX

O

y

x

ϕ(2)

ϕ(−1)

ϕ(c)

X

Y

上の図の cの値は，ϕ(y)を最大にする yの値であるから c = −1

2
�
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2.19 2019年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 xy平面における曲線 y = sin xの 2つの接線が直交するとき，その交点の y座
標の値をすべて求めよ．

2 aを 1ではない正の実数とし，nを正の整数とする．次の不等式を考える．

loga(x− n) >
1

2
loga(2n− x)

(1) n = 6のとき，この不等式を満たす整数 xをすべて求めよ．

(2) この不等式を満たす整数 xが存在するための nについての必要十分条件
を求めよ．

3 aを実数とし，数列 {xn}を次の漸化式によって定める．

x1 = a, xn+1 = xn + xn
2 (n = 1, 2, 3, · · · )

(1) a > 0のとき，数列 {xn}が発散することを示せ．

(2) −1 < a < 0 のとき，すべての正の整数 nに対して−1 < xn < 0が成り立
つことを示せ．

(3) −1 < a < 0のとき，数列 {xn}の極限を調べよ．

4 実数を係数にもつ整式A(x)をx2+1で割った余りとして得られる整式を [A(x)]

と表す．

(1) [2x2 + x+ 3], [x5 − 1], [[2x2 + x+ 3][x5 − 1]]をそれぞれ求めよ．

(2) 整式A(x), B(x)に対して，次の等式が成り立つことを示せ．

[A(x)B(x)] = [[A(x)][B(x)]]

(3) 実数 θに対して，次の等式が成り立つことを示せ．

[(x sin θ + cos θ)2] = x sin 2θ + cos 2θ

(4) 次の等式を満たす実数 a, bの組 (a, b)をすべて求めよ．

[(ax+ b)4] = −1
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5 (1) 次の等式が成り立つことを示せ．∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

sin2(πx) dx =
1

2

(2) 次の等式を満たす関数 f(x)を求めよ．

(1 + ex)f(x) = sin2(πx) +

∫ 1

−1

(ex − et + 1)f(t) dt

6 10個の玉が入っている袋から 1個の玉を無作為に取り出し，新たに白玉 1個を
袋に入れるという試行を繰り返す．初めに，袋には赤玉 5個と白玉 5個が入っ
ているとする．この試行をm回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で k個
である確率を p(m, k) とする．2以上の整数 nに対して，以下の問いに答えよ．

(1) p(n+ 1, 2)を p(n, 2)と p(n, 1)を用いて表せ．

(2) p(n, 1)を求めよ．

(3) p(n, 2)を求めよ．
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解答例

1 y = sin xより y′ = cos x

曲線 y = sin x上の 2点をA(α, sinα)，B(β, sin β)とすると，A，Bにおける接
線の傾きは，それぞれ cosα，cos βであるから，これらの接線が直交するとき

cosα cos β = −1

これから，一般性を失うことなく，cosα = 1，cos β = −1とおくと

α = 2kπ, β = (2l + 1)π (k, lは整数)

曲線 y = sin x上の点Aにおける接線の方程式は

y = 1(x− 2kπ) すなわち y = x− 2kπ · · · 1©

曲線 y = sin x上の点Bにおける接線の方程式は

y = −1{x− (2l + 1)π} すなわち y = −x+ (2l + 1)π · · · 2©

1©， 2©より，xを消去すると

2y = (2l − 2k + 1)π ゆえに y =

(
l − k + 1

2

)
π

n = l − kとおくと，nは整数であるから，求める交点の y座標は

y =

(
n +

1

2

)
π (nは整数)

�
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2 (1) n = 6より loga(x− 6) >
1

2
loga(12− x) · · · (∗)

真数は正であるから

x− 6 > 0, 12− x > 0 すなわち 6 < x < 12 · · · 1©

(i) a > 1のとき，(∗)より (x− 6)2 > 12− x

ゆえに (x− 3)(x− 8) > 0 すなわち x < 3, 8 < x · · · 2©

よって， 1©， 2©を同時に満たす整数 xは 9, 10, 11

(ii) 0 < a < 1のとき，(∗)より (x− 6)2 < 12− x

ゆえに (x− 3)(x− 8) < 0 すなわち 3 < x < 8 · · · 3©

よって， 1©， 3©を同時に満たす整数 xは 7

(2) loga(x− n) >
1

2
loga(2n− x) · · · (∗∗)

真数は正であるから

x− n > 0, 2n− x > 0 すなわち n < x < 2n · · · 4©

(i) a > 1のとき，(∗∗)より (x− n)2 > 2n− x

ゆえに x2 + (1− 2n)x+ n2 − 2n > 0

f(x) = x2 + (1− 2n)x+ n2 − 2nとおくと

f(x) =

(
x− n+

1

2

)2

− n− 1

4

f(n) = −n < 0, f(2n) = n2 > 0 (nは正の整数)

これから， 4©と 2次不等式 f(x) > 0を満たす整数 xが存在するとき

f(2n− 1) = n(n− 2) > 0 すなわち n > 2

(ii) 0 < a < 1のとき，(∗∗)より (x− n)2 < 2n− x

ゆえに x2 + (1− 2n)x+ n2 − 2n < 0

同様に， 4©と 2次不等式 f(x) < 0を満たす整数 xが存在するとき

f(n+ 1) = −n+ 2 < 0 すなわち n > 2

(i)，(ii)より，求める nについての必要十分条件は n > 2 �
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3 (1) (∗) xn+1 = xn + xn
2 (n = 1, 2, 3, · · · )

x1 = a > 0．xn > 0のとき，漸化式より xn+1 > 0

したがって，すべての自然数 nについて xn > 0

(∗∗) xn+1 − xn = xn
2 > 0より，{xn}は単調増加列であるから

xn+1 = (1 + xn)xn = (1 + a)xn したがって xn = a(1 + a)n−1

a > 0，1 + a > 1より lim
n→∞

a(1 + a)n =∞ よって lim
n→∞

xn = ∞

(2) −1 < a < 0より，−1 < x1 < 0．

−1 < xn < 0と仮定すると，0 < 1 + xn < 1 および (∗)より

xn+1 = xn(1 + xn) ゆえに − 1 < xn+1 < 0

よって，すべての自然数 nに対して −1 < xn < 0

(3) (∗)および (2)の結果から
1

xn+1

− 1

xn
=

1

xn(1 + xn)
− 1

xn
= − 1

1 + xn
< −1

n > 1のとき
n−1∑
k=1

(
1

xk+1

− 1

xk

)
< −

n−1∑
k=1

ゆえに
1

xn
<

1

a
− n+ 1

lim
n→∞

(
1

a
− n+ 1

)
= −∞ であるから lim

n→∞

1

xn
= −∞

よって lim
n→∞

xn = 0 �

4 (1) 2x2 + x+ 3 = 2(x2 + 1) + x+ 1より [2x2 + x+ 3] = x + 1

x5 − 1 = (x2 + 1)(x3 − x) + x− 1より [x5 − 1] = x − 1

したがって [2x2 + x+ 3][x5 − 1] = (x+ 1)(x− 1) = (x2 + 1)− 2

よって [[2x2 + x+ 3][x5 − 1]] = −2

(2) A(x) = (x2 + 1)P (x) + [A(x)]，B(x) = (x2 + 1)Q(x) + [B(x)]とすると

A(x)B(x) = (x2 + 1){(x2 + 1)P (x)Q(x) + [A(x)]Q(x) + [B(x)]P (x)}
+ [A(x)][B(x)]

よって [A(x)B(x)] = [[A(x)][B(x)]]

(3) (x sin θ + cos θ)2 = x2 sin2 θ + 2x sin θ cos θ + cos2 θ

= (x2 + 1) sin2 θ + x sin 2θ + cos 2θ

よって [(x sin θ + cos θ)2] = x sin 2θ + cos 2θ
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(4) (2)の結果において，B(x) = A(x)とすると [A(x)2] = [[A(x)]2]

さらに [A(x)2A(x)2] = [[A(x)2][A(x)]2] ゆえに [A(x)4] = [[A(x)]4]

A(x) = x sin θ+cos θ (0 5 θ < 2π)，ax+ b = rA(x) (r > 0)とおくと，上
式および (3)の結果から

[(ax+ b)4] = [{rA(x)}4] = r4[[A(x)]4] = r4[([x sin θ + cos θ]2)2]

= r4[(x sin 2θ + cos 2θ)2] = r4(x sin 4θ + cos 4θ) = −1

したがって r4 = 1，4θ = (2k − 1)π

ゆえに r = 1，θ =
2k − 1

4
π (k = 1, 2, 3, 4)，a = sin θ，b = cos θ

よって (a, b) =

(
±

1
√
2
, ±

1
√
2

)
(複号任意) �

5 (1)

∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 0

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx+

∫ 1

0

sin2(πx)

1 + ex
dx · · · 1©∫ 0

−1

sin2(πx)

1 + ex
dxについて，x = −tとすると dx

dt
= −1 x −1 −→ 0

t 1 −→ 0∫ 0

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 0

1

sin2(−πt)
1 + e−t

(−dt) =
∫ 1

0

sin2(πt)

1 + e−t
dt

=

∫ 1

0

sin2(πx)

1 + e−x
dx =

∫ 1

0

ex sin2(πx)

1 + ex
dx · · · 2©

1©， 2©より∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

ex sin2(πx)

1 + ex
dx+

∫ 1

0

sin2(πx)

1 + ex
dx

=

∫ 1

0

(ex + 1) sin2(πx)

1 + ex
dx =

∫ 1

0

sin2(πx) dx

=
1

2

∫ 1

0

(1− cos 2πx) dx =
1

2

[
x− 1

2π
sin 2πx

]1
0

=
1

2
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(2) 与えられた条件式から

(1 + ex)f(x) = sin2(πx) + (2 + ex)

∫ 1

−1

f(t) dt−
∫ 1

−1

(1 + et)f(t) dt

A =

∫ 1

−1

f(t) dt，B =

∫ 1

−1

(1 + et)f(t) dtとおくと

(1 + ex)f(x) = sin2(πx) + (2 + ex)A−B · · · (∗)

f(x) =
sin2(πx)

1 + ex
+

2 + ex

1 + ex
A− 1

1 + ex
B · · · (∗∗)

ここで∫ 1

−1

2 + ex

1 + ex
dx =

∫ 1

−1

(
2− ex

1 + ex

)
dx =

[
2x− log(1 + ex)

]1
−1

= 3∫ 1

−1

1

1 + ex
dx =

∫ 1

−1

(
1− ex

1 + ex

)
dx =

[
x− log(1 + ex)

]1
−1

= 1

上式および (1)の結果を利用すると，(∗)，(∗∗)より

B =

∫ 1

−1

sin2(πx) dx+ A

∫ 1

−1

(2 + ex) dx−B
∫ 1

−1

dx

=
1

2

[
x− 1

2π
sin 2πx

]1
−1

+ A

[
2x+ ex

]1
−1

− 2B

= 1 + (4 + e− e−1)A− 2B,

A =

∫ 1

−1

sin2(πx)

1 + ex
dx+ A

∫ 1

−1

2 + ex

1 + ex
dx−B

∫ 1

−1

1

1 + ex
dx

=
1

2
+ 3A−B

整理すると (4 + e− e−1)A− 3B + 1 = 0，2A−B +
1

2
= 0

これを解いて A =
e

2(e2 − 2e− 1)
，B =

e2 − 1

2(e2 − 2e− 1)

(∗∗)より f(x) =
sin2(πx)

1 + ex
+ A+

A−B
1 + ex

=
sin2(πx)

1 + ex
+

1

2(e2 − 2e − 1)

(
e −

e2 − e − 1

1 + ex

)
�
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6 (1) 試行を n+1回繰り返したとき，取り出した赤玉が全部で 2個であるのは，
次の場合である．

(i) n回目までに赤玉が全部で 2個であり，n + 1回目に袋の中にある赤
玉 3個と白玉 7 個が入っている中から白玉を取り出す．

(ii) n回目までに赤玉が全部で 1個であり，n + 1回目に袋の中にある赤
玉 4個と白玉 6 個が入っている中から赤玉を取り出す．

よって p(n+ 1, 2) = p(n, 2)× 7

10
+ p(n, 1)× 4

10

=
7

10
p(n, 2) +

2

5
p(n, 1)

(2) 赤玉 1個を k回目に取り出す確率は
(
1

2

)k (
3

5

)n−k

=

(
3

5

)n(
5

6

)k

よって，求める確率は

p(n, 1) =
n∑

k=1

(
3

5

)n(
5

6

)k

=

(
3

5

)n

× 5

6
×

1−
(
5
6

)n
1− 5

6

= 5

(
3

5

)n{
1−

(
5

6

)n}
= 5

{(
3

5

)n

−
(
1

2

)n}

(3) (2)の結果を (1)の結果に代入すると

p(n+ 1, 2) =
7

10
p(n, 2) +

2

5
× 5

{(
3

5

)n

−
(
1

2

)n}
p(n+ 1, 2)− 7

10
p(n, 2) = 2

{(
3

5

)n

−
(
1

2

)n}
(
10

7

)n+1

p(n+ 1, 2)−
(
10

7

)n

p(n, 2) =
20

7

{(
6

7

)n

−
(
5

7

)n}

ここで，n = 2について，qn =

(
10

7

)n

p(n, 2)とおくと

qn+1 − qn =
20

7

{(
6

7

)n

−
(
5

7

)n}
q2 =

(
10

7

)2

p(2, 2) =
100

49
× 5

10
· 4
10

=
20

49
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n > 2のとき

n−1∑
k=2

(qk+1 − qk) =
20

7

n−1∑
k=2

{(
6

7

)k

−
(
5

7

)k
}

qn − q2 =
20

7

{(
6
7

)2 − (6
7

)n
1− 6

7

−
(
5
7

)2 − (5
7

)n
1− 5

7

}

上式は，n = 2のときも成立するから，n = 2について

qn −
20

49
= 20

{(
6

7

)2

−
(
6

7

)n
}
− 10

{(
5

7

)2

−
(
5

7

)n
}

qn = 10

{
1− 2

(
6

7

)n

+

(
5

7

)n}
したがって(

10

7

)n

p(n, 2) = 10

{
1− 2

(
6

7

)n

+

(
5

7

)n}
p(n, 2) = 10

{(
7

10

)n

− 2

(
3

5

)n

+

(
1

2

)n}

補足 初項 a，公比 r，末項 lの等比数列の和 Sは S =
a− rl
1− r

例えば
n−1∑
k=2

(
6

7

)k

=

(
6
7

)2 − 6
7

(
6
7

)n−1

1− 6
7

�
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2.20 2020年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 AB = 1，AC = 1，BC =
1

2
である4ABCの頂点Bから辺ACに下ろした垂線

と辺ACの交点をHとする．

(1) ∠BACを θと表すとき，cos θ，sin θの値を求めよ．

(2) 実数 sは 0 < s < 1の範囲を動くとする．辺BHを s : (1− s)に内分する
点を Pとするとき，AP2 + BP2 + CP2の最小値およびそのときの sの値
を求めよ．

2 aを 0でない実数とする．xy平面において，円C : x2− 2ax+ y2− 4y+4 = 0，
直線 L : −4x+ 3y + a = 0，直線M : 3x+ 4y − 7a = 0を考える．

(1) LとM の交点がC上にあるような aの値を求めよ．

(2) Cと Lが異なる 2つの共有点をもつような aの値の範囲を求めよ．

(3) 集合 {P |点PはCとLの共有点 }∪ {P |点PはCとMの共有点 }の要素
の個数が 3となるような aの値をすべて求めよ．

3 nを正の整数，a，bを 0以上の整数とする．

(1) n = 3のとき不等式 2n + n2 + 8 < 3nが成り立つことを示せ．

(2) 不等式 2n + n2 + 8 = 3nを満たす nをすべて求めよ．

(3) 等式 2n + n2 + 8 = 3n + an+ bを満たす a, b, nの組 (a, b, n)をすべて求
めよ．

4 白玉 3個，赤玉 2個の合計 5個の玉が入った箱と硬貨がある．箱から無作為に
玉を 1個取り出し，硬貨を投げて表が出たら，その玉を手元に残し，裏が出た
ら箱に戻す試行を行う．試行後に箱の中の玉がなくなったら試行は停止する．
また，最初手元に玉はないものとする．

(1) 2回の試行の結果，手元に白玉が 2個ある確率を求めよ．

(2) 3回の試行の結果，手元の玉が白玉 1個，赤玉 1個の計 2個となる確率を
求めよ．

(3) nを 5以上の整数とし，ちょうどn回目で試行が停止する確率 pnを求めよ．

(4) (3)の確率 pnが最大となる nを求めよ．



2.20. 2020年 (150分) 137

5 実数 tに対して複素数 z =
−1
t+ i

を考える．ただし，iは虚数単位とする．

(1) zの実部と虚部をそれぞれ tを用いて表せ．

(2) 絶対値

∣∣∣∣z − i

2

∣∣∣∣を求めよ．
(3) 実数 tが−1 5 t 5 1の範囲を動くとき，点 zはどのような図形を描くか，
複素数平面上に図示せよ．

6 正の整数m, nに対して実数A(m, n)を次の定積分で定める．

A(m, n) =

∫ π
2

0

cosm x sinn x dx

(1) 次の等式が成り立つことを示せ．

A(m, n) = A(n, m), A(m+ 2, n) + A(m, n+ 2) = A(m, n)

(2) A(m, 1)を求めよ．

(3) 次の等式が成り立つことを示せ．

A(m, n+ 2) =
n+ 1

m+ 1
A(m+ 2, n)

(4) mまたは nが奇数ならば，A(m, n)は有理数であることを示せ．
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解答例

1 (1) AB = AC = 1, BC =
1

2
であるから，4ABC

に余弦定理を適用すると

cos θ =
AB2 +AC2 − BC2

2AB·AC

=
1 + 1− 1

4

2
=

7

8

sin θ > 0であるから

sin θ =
√
1− cos2 θ =

√
1− 49

64
=

√
15

8

　 A

B C

H

θ

s
1−s

P

(2) (1)の結果から，AH = ABcos θ =
7

8
，HB = AB sin θ =

√
15

8
点 Pは辺BHを s : (1− s)に内分する点であるから

−→
AP =

−→
AH+ (1− s)

−→
HB,

−→
BP = −s

−→
HB,

−→
CP = −1

7

−→
AH+ (1− s)

−→
HB

|
−→
AH| = 7

8
，|
−→
HB| =

√
15

8
，
−→
AH·
−→
HB = 0であるから

AP2 + BP2 + CP2 = |
−→
AP|2 + |

−→
BP|2 + |

−→
CP|2

= |
−→
AH|2 + (1− s)2|

−→
HB|2 + s2|

−→
HB|2

+
1

49
|
−→
AH|2 + (1− s)2|

−→
HB|2

=
49

64
+

15

64
(1− s)2 + 15

64
s2 +

1

49
·49
64

+
15

64
(1− s)2

=
15

64
{2(1− s)2 + s2}+ 25

32

=
45

64

(
s− 2

3

)2

+
15

16

よって s =
2

3
のとき 最小値

15

16
�
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2 (1) 円C : x2 − 2ax+ y2 − 4y + 4 = 0より (x− a)2 + (y − 2)2 = a2

円Cは，中心 (a, 2)，半径 |a|の円である．

L : −4x+ 3y + a = 0，M : 3x+ 4y − 7a = 0の交点は

これらの 2式を連立して解くと (a, a)

これが円C : x2 − 2ax+ y2 − 4y + 4 = 0 上にあるから

(a− a)2 + (a− 2)2 = a2 これを解いて a = 1

(2) Cの中心 (a, 2)から直線 L : −4x+ 3y + a = 0の距離を d1とすると

d1 =
| − 4a+ 6 + a|√

(−4)2 + 32
=
| − 3a+ 6|

5

Cと Lが異なる 2つの共有点をもつとき，d1 < |a|であるから

| − 3a+ 6|
5

< |a| ゆえに (3a− 6)2 < (5a)2

したがって (a+ 3)(4a− 3) > 0 これを解いて a < −3,
3

4
< a

(3) Cの中心 (a, 2)から直線M : 3x+ 4y − 7a = 0の距離を d2とすると

d2 =
|3a+ 8− 7a|√

32 + 42
=
| − 4a+ 8|

5

CとM が異なる 2つの共有点をもつとき，d2 < |a|であるから

| − 4a+ 8|
5

< |a| ゆえに (4a− 8)2 < (5a)2

したがって (a+ 8)(9a− 8) > 0 これを解いて a < −8, 8

9
< a

(2)の結果および上式の不等号を等号にした，すなわち，a = −3, 3

4
,−8, 8

9
のとき，それぞれ円と直線が 1点を共有する (1点で接する)．

(i) Cと Lが 2点を共有し，CとM が 1点を共有するのは a = −8, 8

9
(ii) Cと Lが 1点を共有し，CとM が 2点を共有する aは存在しない．

(iii) (1)の結果から，a = 1のとき，Cと Lは 2点を共有し，同時にCと
Mも 2点を共有する．このとき，その 1点はC，L，Mによって共有
されるので，a = 1は条件を満たす．

(i)～(iii)から，求める aの値は a = −8,
8

9
, 1 �



140 第 2章 東北大学

3 (1) 2n + n2 + 8 < 3n · · · (∗)

［1］n = 3のとき

(∗)の左辺 = 23 + 32 + 8 = 25, (∗)の右辺 = 33 = 27

したがって，このとき，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，すなわち，2k + k2 + 8 < 3kであると仮定すると

3k+1 − {2k+1 + (k + 1)2 + 8} > 3(2k + k2 + 8)− 2k+1 − (k + 1)2 − 8

= 2k + 2k2 − 2k + 15

= 2k + k2 + (k − 1)2 + 14 > 0

ゆえに 2k+1 + (k + 1)2 + 8 < 3k+1

したがって，n = k + 1のときも (∗)は成立する．

［1］,［2］より，n = 3に対して，(∗)が成立する．

(2) (1)の結果に注意すると

2n + n2 + 8 = 3n · · · (∗∗)

を満たすn = 3の整数は存在しないから，n = 1, 2について調べればよい．

• n = 1のとき，21 + 12 + 8 = 31より，(∗∗)は成立する．

• n = 2のとき，22 + 22 + 8 = 32より，(∗∗)は成立する．

よって n = 1, 2

(3) (1)の結果から，n = 3のとき 3n − (2n + n2 + 8) > 0

また，与えられた等式から 3n − (2n + n2 + 8) = −an− b
上の 2式から −an− b > 0 ゆえに an+ b < 0 · · · (A)
a, bは 0以上の整数であるから，n = 3のとき，(A)を満たす (a, b, n)は
存在しない．したがって，n = 1, 2について調べればよい．

(i) n = 1のとき 21 + 12 + 8 = 31 + a+ b ゆえに a+ b = 8 · · · 1©
(ii) n = 2のとき 22 + 22 + 8 = 32 + 2a+ b ゆえに 2a+ b = 7 · · · 2©

1©， 2©より (a, b, n) = (j, 8 − j, 1) (j = 0, 1, 2, · · · , 8),
(a, b, n) = (k, 7 − 2k, 2) (k = 0, 1, 2, 3)

�
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4 (1) 箱から白玉を 2回連続して取り出し，同時に硬貨は 2回とも表が出る確率
であるから

3

5
·2
4

(
1

2

)2

=
3

40

(2) 白玉 1個と赤玉 1個が取り出される確率は，取り出される順番に関係なく

3·2
5·4

白玉 1個，赤玉 1個が取り出され (ともに硬貨は表)，硬貨が裏である確率
であり，それらが起きる場合の総数 3!通りあるから

3·2
5·4

(
1

2

)3

·3! =
9

40

(3) n− 1回目までに硬貨がちょうど 4回表が出て，n回目に表が出る確率で
あるから

pn = n−1C4

(
1

2

)n

=
(n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4)

6·2n+2

(4) (3)の結果から

pn+1

pn
=
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

6·2n+3
× 6·2n+2

(n− 1)(n− 2)(n− 3)(n− 4)

=
n

2(n− 4)

したがって
pn+1

pn
− 1 =

8− n
2(n− 4)

ゆえに p5 < p6 < p7 < p8 = p9 > p10 > · · ·

よって，pnが最大となる nは n = 8, 9 �
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5 (1) z =
−1
t+ i

= − −(t− i)
(t+ i)(t− i)

= − t

t2 + 1
+

1

t2 + 1
i

よって 実部−
t

t2 + 1
，虚部

1

t2 + 1

(2) z − i

2
=
−1
t+ i

− i

2
=
−2− i(t+ i)

2(t+ i)
=
−1− ti
2(t+ i)

よって

∣∣∣∣z − i

2

∣∣∣∣ = | − 1− ti|
2|t+ i|

=

√
1 + t2

2
√
t2 + 1

=
1

2

(3) (1)で求めた実部と虚部をそれぞれ x，yとおくと

x = − t

1 + t2
, y =

1

1 + t2

−1 5 t 5 1より，t = tan θとおくと
(
−π
4
5 θ 5 π

4

)
sin 2θ =

2t

1 + t2
, cos 2θ =

1− t2

1 + t2
=

2

1 + t2
− 1

したがって x = −1

2
sin 2θ，y =

1

2
+

1

2
cos 2θ

x+ yi = −1

2
sin 2θ +

(
1

2
+

1

2
cos 2θ

)
i =

i

2
+
i

2
(cos 2θ + i sin 2θ)

=
i

2
+

1

2

(
cos

π

2
+ i sin

π

2

)
(cos 2θ + i sin 2θ)

=
i

2
+

1

2

{
cos
(
2θ +

π

2

)
+ i sin

(
2θ +

π

2

)}
−π
4
5 θ 5 π

4
より，0 5 2θ +

π

2
5 πである

から，z = x+ yiの描く図形は右の図の実線
部分である．

　

O

Im

Re

1

1
2

−1
2

1
2

補足 t = tan θとおくと
(
−π
4
5 θ 5 π

4

)
z =

−1
tan θ + i

=
− cos θ

sin θ + i cos θ
=

i cos θ

cos θ − i sin θ

= i cos θ(cos θ + i sin θ) =
i

2
+
i

2
(cos 2θ + i sin 2θ)

=
i

2
+

1

2

{
cos
(
2θ +

π

2

)
+ i sin

(
2θ +

π

2

)}
�
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6 (1) A(m, n) =

∫ π
2

0

cosm x sinn x dxにおいて，x =
π

2
− θとおくと

dx

dθ
= −1, x 0 −→ π

2

θ π
2
−→ 0

A(m, n) =

∫ 0

π
2

cosm
(π
2
− θ
)
sinn

(π
2
− θ
)
(−dθ)

=

∫ π
2

0

cosn θ sinm θ dθ = A(n, m)

A(m+ 2, n) + A(m, n+ 2) =

∫ π
2

0

cosm+2 x sinn x dx

+

∫ π
2

0

cosm x sinn+2 x dx

=

∫ π
2

0

cosm x sinn x (cos2 x+ sin2 x) dx

=

∫ π
2

0

cosm x sinn x dx = A(m, n)

(2) A(m, 1) =

∫ π
2

0

cosm x sinx dx =

[
−cosm+1 x

m+ 1

]π
2

0

=
1

m + 1

(3) A(m, n)の定義により

A(m, n+ 2) =

∫ π
2

0

cosm x sinn+2 x dx

= − 1

m+ 1

∫ π
2

0

{(m+ 1) cosm x(− sin x)} sinn+1 x dx

= − 1

m+ 1

∫ π
2

0

{cosm+1 x}′ sinn+1 x dx

= − 1

m+ 1

[
cosm+1 x sinn+1 x

]π
2

0

+
1

m+ 1

∫ π
2

0

cosm+1 x·(n+ 1) sinn x cos x dx

=
n+ 1

m+ 1

∫ π
2

0

cosm+2 x sinn x dx =
n+ 1

m+ 1
A(m+ 2, n)
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(4) mまたは nが奇数であるから，(1)のA(m, n) = A(n, m)により，nが奇
数の場合について証明する．(2),(3)の結果から

A(m, n) =
n− 1

m+ 1
A(m+ 2, n− 2)

=
n− 1

m+ 1
· n− 3

m+ 3
A(m+ 4, n− 4)

=
n− 1

m+ 1
· n− 3

m+ 3
· · · 2

m+ n− 2
A(m+ n− 1, 1)

=
n− 1

m+ 1
· n− 3

m+ 3
· · · 2

m+ n− 2
· 1

m+ n

よって，A(m, n)は有理数である．

発展
∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m+ n+ 1)!
(β − α)m+n+1 を利用する．

A(m, n) =

∫ π
2

0

cosm x sinn x dx

において，t = sin2 xとおくと
dt

dx
= 2 sinx cosx

x 0 −→ π
2

t 0 −→ 1

A(m, n) =
1

2

∫ π
2

0

(1− sin2 x)
m−1

2 (sin2 x)
n−1
2 (2 sin x cosx) dx

=
1

2

∫ 1

0

(1− t)
m−1

2 t
n−1
2 dt =

m−1
2

!n−1
2
!

2·m+n
2

!

例えば A(2, 5) =
1
2
!2!

2·7
2
!
=

1
2
!

7
2
!
=

1
2
!

7
2
·5
2
·3
2
·1
2
!
=

1
7
2
·5
2
·3
2

=
8

105

A(2, 6) =
1
2
!5
2
!

2·4!
=

1
2
!·5
2
·3
2
·1
2
!

2·4!
=

5

64

(
1

2
!

)2

これに
1

2
! =

√
π

2
を代入すると 3 A(2, 6) =

5

256
π �

3http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2020.pdf (p.8を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2020.pdf
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出題分野 1 2 3 4 5 6

1 a, bを実数とする．曲線 y = ax2 + bx+ 1が x軸の正の部分と共有点をもたな
いような点 (a, b)の領域を図示せよ．

2 a, bを 0 < a < 1, 0 < b < 1を満たす実数とする．平面上の三角形ABCを考
え，辺ABを a : 1− aに内分する点をP，辺BCを b : 1− bに内分する点をQ，
辺 CAの中点を Rとし，三角形ABCの面積を S，三角形 PQRの面積を T と
する．

(1)
T

S
を a, bで表せ．

(2) a, bが 0 < a <
1

2
, 0 < b <

1

2
の範囲を動くとき，

T

S
がとりうる値の範囲

を求めよ．

(3) p, qを 3以上の整数とし，a =
1

p
，b =

1

q
とする．

T

S
の逆数

S

T
が整数とな

るような p, qの組 (p, q)をすべて求めよ．

3 正八角形A1A2 · · ·A8について，以下の問いに答えよ．

(1) 3個の頂点を結んでできる三角形のうち，直角三角形であるものの個数を
求めよ．

(2) 3個の頂点を結んでできる三角形のうち，直角三角形でも二等辺三角形で
もないものの個数を求めよ．

(3) 4個の頂点を結んでできる四角形のうち，次の条件 (∗)を満たすものの個
数を求めよ．

(∗) 四角形の 4個の頂点から 3点を選んで直角三角形を作れる．

4 座標平面において，次の条件 (∗)を満たす直線 `を考える．

(∗) `の傾きは 1で，曲線 y = x3 − 2xと異なる 3点で交わる．

その交点を x座標が小さなものから順に P，Q，Rとし，さらに線分 PQの中
点を Sとする．

(1) 点Rの座標を (a, a3 − 2a)とするとき，点 Sの座標を求めよ．

(2) 直線 `が条件 (∗)を満たしながら動くとき，点 Sの軌跡を求めよ．

(3) 直線 `が条件 (∗)を満たしながら動くとき，線分 PSが動いてできる領域
の面積を求めよ．
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5 zを複素数とする．複素数平面上の 3点O(0)，A(z)，B(z2)について，以下の
問いに答えよ．

(1) 3点O，A，Bが同一直線上にあるための zの必要十分条件を求めよ．

(2) 3点O，A，Bが二等辺三角形の頂点になるような z全体を複素数平面上
に図示せよ．

(3) 3点O，A，Bが二等辺三角形の頂点であり，かつ zの偏角 θが 0 5 θ 5 π

3
を満たすとき，三角形OABの面積の最大値とそのときの zの値を求めよ．

6 以下の問いに答えよ．

(1) 正の実数 aと正の整数 nに対して次の等式が成り立つことを示せ．ただ
し，eは自然対数の底とする．

ea = 1 + a+
a2

2!
+ · · ·+ an

n!
+

∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx

(2) 正の実数 aと正の整数 nに対して次の不等式を示せ．

an+1

(n+ 1)!
5
∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx 5 eaan+1

(n+ 1)!

(3) 不等式 ∣∣∣∣e− (1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)∣∣∣∣ < 10−3

を満たす最小の正の整数 nを求めよ．必要ならば 2 < e < 3であることは
証明なしに用いてもよい．
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解答例

1 f(x) = ax2 + bx+ 1とおくと，曲線 y = f(x)は，点 (0, 1)を通る．

a < 0のとき，上に凸の放物線 y = f(x)は x軸の正の部分と共有点をもつ．

したがって，a = 0であることが必要である．

［1］a = 0のとき，直線 y = bx+ 1が x軸の正の部分と共有点をもたないから

b = 0

［2］a > 0のとき，f(x) = a

(
x+

b

2a

)2

+ 1− b2

4a
より，放物線 y = f(x)の頂

点に着目すると，条件を満たすのは，次の (i)または (ii)である．

(i) − b

2a
5 0

(ii) − b

2a
> 0, 1− b2

4a
> 0

すなわち (i) b = 0 (ii) b < 0, a >
b2

4

［1］,［2］より，求める領域は，下の図の
斜線部分で，点線部分は含まない．

　

O

y

x

1

(i) (ii)

O

b

a

a = b2

4

�
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2 (1) 右の図から

4APR =
1

2
aS

4BQP = (1− a)bS

4CRQ =
1

2
(1− b)S

したがって，4PQRの面積 T は

　

a

1−a

b 1−b

A

B C

P

Q

R

T = S −4APR−4BQP−4CRQ

= S − 1

2
aS − (1− a)bS − 1

2
(1− b)S

よって
T

S
= ab −

1

2
a −

1

2
b +

1

2

(2) (1)の結果から
T

S
=

1

4
+

(
1

2
− a
)(

1

2
− b
)

0 < a <
1

2
, 0 < b <

1

2
より 0 <

1

2
− a < 1

2
, 0 <

1

2
− b < 1

2

よって
1

4
<

T

S
<

1

2

(3) (2)の結果から 2 <
S

T
< 4 ゆえに

S

T
が整数となるとき

S

T
= 3

T

S
=

1

3
，a =

1

p
，b =

1

q
を (1)の結果に代入すると

1

3
=

1

pq
− 1

2p
− 1

2q
+

1

2

整理すると pq − 3p− 3q + 6 = 0 ゆえに (p− 3)(q − 3) = 3

p, qは，3以上の整数であるから

(p− 3, q − 3) = (1, 3), (3, 1)

よって (p, q) = (4, 6), (6, 4) �
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3 (1) 直角三角形の斜辺は，A1A5，A2A6，
A3A7，A4A8 の 4通りあり，それぞれ
の斜辺に対する頂点の選び方が 6通り
ある．よって，求める個数は

4× 6 = 24 (個)

　 A1

A2

A3

A4

A5

A6

A7

A8

(2) A1を挟む 2辺が等しい二等辺三角形で直角三角形でないものが4A1A2A8，
4A1A4A6の2個あるから，二等辺三角形で直角三角形でないものの総数は

2× 8 = 16 (個)

(1)と上の結果から，直角三角形または二等辺三角形であるものの個数は

24 + 16 = 40 (個)

3個の頂点を結んでできる三角形の総数は 8C3 = 56 (個)

よって，求める個数は 56− 40 = 16 (個)

(3) 直角三角形の斜辺となるのは，A1A5，A2A6，A3A7，A4A8であるから，直
角三角形とならないのは，A1とA5，A2とA6，A3とA7，A4とA8をと
もに含まない場合である．直角三角形とならない 4点の選び方は

{A1, A5}, {A2, A6}, {A3, A7}, {A4, A8}

の 4組からそれぞれ 1つずつ選ぶ場合の数 24 (個)

よって，求める場合の数は

8C4 − 24 = 70− 16 = 54 (個)

�
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4 (1) 点R(a, a3 − 2a)を通り，傾き 1の直線 `の方程式は

y − (a3 − 2a) = x− a すなわち y = x+ a3 − 3a (∗)

`と曲線 y = x3 − 2xの 2式から yを消去すると

x3 − 2x = x+ a3 − 3a ゆえに (x− a)(x2 + ax+ a2 − 3) = 0

2点 P，Qの x座標は，方程式

x2 + ax+ a2 − 3 = 0

解であり，これら 2点のx座標をα, β

とすると，解と係数の関係により

α + β = −a

2点 P，Qの中点の x座標は

α + β

2
= −a

2

　

O

y

x
P

S
Q

2

4

−2

−4

(−1, 1)
2

−2

R `

a1

−1

Sは `上の点であるから，その y座標は −a
2
+ a3 − 3a = a3 − 7

2
a

よって，点 Sの座標は S

(
−
a

2
, a3 −

7

2
a

)
(2) y = x3 − 2xより y′ = 3x2 − 2

y′ = 1とすると 3x2 − 2 = 1 これを解いて x = ±1

(1)で示した図から 1 < a < 2

点 S(x, y)の軌跡は，(1)の結果から

x = −a
2
, y = a3 − 7

2
a (1 < a < 2)

よって，求める軌跡の方程式は

曲線 y = −8x3 + 7x の − 1 < x < −
1

2
の部分
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(3) 線分 PSが動く領域 (左図)は，線分 PQが描く領域 (右図)の
1

2
である．

O

y

x
−2
(−1, 1)

−1
2

2

−2
(1,−1)

O

y

x
−2
(−1, 1)

2

−2
(1,−1)

T 2T

a = 1のとき，`の方程式は，(∗)より y = x− 2

求める領域の面積を T とすると

2T =

∫ 1

−2

{(x3 − 2x)− (x− 2)}dx

=

∫ 1

−2

(x+ 2)(1− x)2 dx

=
1

12
(1 + 2)4 =

27

4

よって，求める面積は T =
27

8

補足 積分公式 4∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m+ n+ 1)!
(β − α)m+n+1

を利用する． �

4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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5 (1) 3点O(0)，A(z)，B(z2)が同一直線上にあるための zの必要十分条件は

z = 0 または
z2 − 0

z − 0
= z が実数 すなわち zは実数

(2) (1)の結果から，3点O(0)，A(z)，B(z2)が同一直線上にないとき，zは虚
数であり，OA = OB, OA = AB, OB = ABより

|z| = |z2|, |z| = |z2 − z|, |z2| = |z2 − z|

このとき，|z| 6= 0であるから

|z| = 1, |z − 1| = 1, |z| = |z − 1| (∗)

よって，z全体の集合は，下の図のとおりである．ただし ◦を除く．

O

Im

Re21−1 1
2

(3) ∠AOB = arg
z2 − 0

z − 0
= arg z = θであるから，4OABの面積 Sは

S =
1

2
|z||z2| sin θ = 1

2
|z|3 sin θ

(2)の条件のもと，zの偏角 θが 0 5 θ 5 π

3
であるから，(∗)の第 1式から

第 3式上の点をそれぞれ z1, z2, z3とすると，これらの点は，下の図のよ
うになる．この θに対して，|z3| 5 |z1| 5 |z2|であるから，Sを最大にす
る |z|を |z| = |z2| = 2 cos θとすればよい．

O

Im

Re21−1 1
2

z3 z1

z2

θ
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したがって

S =
1

2
(2 cos θ)3 sin θ = 4 cos3 θ sin θ

(
0 < θ 5 π

3

)
これを θについて微分すると

dS

dθ
= 4{3 cos2 θ(− sin θ) sin θ + cos3 θ cos θ}

= 4 cos2 θ(−3 sin2 θ + cos2 θ)

= 4 cos2 θ(4 cos2 θ − 3)

= 4 cos2 θ(2 cos θ +
√
3)(2 cos θ −

√
3)

これから Sの増減表は，次のようになる．

θ (0) · · · π
6
· · · π

3
dS
dθ

+ 0 −
S ↗ 3

√
3

4
↘

よって θ =
π

6
のとき，最大値

3
√
3

4

このとき z = |z|(cos θ + i sin θ) = 2 cos
π

6

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
=

3

2
+

√
3

2
i

補足 4正数 cos2 θ, cos2 θ, cos2 θ, 3 sin2 θ の相加・相乗平均の大小関係により

3(cos2 θ + sin2 θ)

4
= 4
√

cos6 θ·3 sin2 θ

両辺を平方すると，0 < θ 5 π

3
により

9

16
=
√
3 cos3 θ sin θ ゆえに S = 4 cos3 θ sin θ 5 3

√
3

4

上式において，等号が成立するとき

cos2 θ = 3 sin2 θ ゆえに tan θ =
1√
3
すなわち θ =

π

6

�
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6 (1) Ik(a) =

∫ a

0

(a− x)k

k!
ex dxとすると (kは 0以上の整数)

Ik(a) = −
∫ a

0

{
(a− x)k+1

(k + 1)!

}′

ex dx

= −
[
(a− x)k+1

(k + 1)!
ex
]a
0

+

∫ a

0

(a− x)k+1

(k + 1)!
(ex)′ dx

=
ak+1

(k + 1)!
+ Ik+1(a)

Ik(a)− Ik+1(a) =
ak+1

(k + 1)!
より，正の整数 nに対して

n−1∑
k=0

{Ik(a)− Ik+1(a)} =
n−1∑
k=0

ak+1

(k + 1)!

I0(a)− In(a) =
n∑

k=1

ak

k!

I0(a) =

∫ a

0

ex dx = ea − 1であるから

ea − 1− In(a) =
n∑

k=1

ak

k!
ゆえに ea =

n∑
k=0

ak

k!
+ In(a) (∗)

よって ea = 1 + a+
a2

2!
+ · · ·+ an

n!
+

∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx

(2) 0 5 x 5 aにおいて，1 5 ex 5 eaであるから

(a− x)n

n!
5 (a− x)n

n!
ex 5 (a− x)n

n!
ea

したがって∫ a

0

(a− x)n

n!
dx 5

∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx 5 ea

∫ a

0

(a− x)n

n!
dx

−
[
(a− x)n+1

(n+ 1)!

]a
0

5
∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx 5 −ea

[
(a− x)n+1

(n+ 1)!

]a
0

よって
an+1

(n+ 1)!
5
∫ a

0

(a− x)n

n!
ex dx 5 eaan+1

(n+ 1)!
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(3) (2)の結果から
an+1

(n+ 1)!
5 In(a) 5

eaan+1

(n+ 1)!

(∗)から In(a) = ea −
n∑

k=0

ak

k!

上の 2式に a = 1を代入すると

1

(n+ 1)!
5 In(1) 5

e

(n+ 1)!
, In(1) = e−

n∑
k=0

1

k!
(∗∗)

(∗∗)の第 1式から，In(1) > 0

(∗∗)の第 2式から，In(1)は単調減少列である．

(∗∗)の第 1式に n = 5, 6を代入すると

10−3 <
1

720
=

1

6!
< I5(1) <

e

6!
,

1

7!
< I6(1) <

e

7!
=

3

5040
< 10−3

上の 2式から I6(1) < 10−3 < I5(1)

したがって，不等式∣∣∣∣e− (1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!

)∣∣∣∣ < 10−3

を満たす最小の正の整数 nは n = 6
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解説 aを定数，nを自然数とする．f(x)を n回微分可能な関数とし

Jk(x) =

∫ x

a

(x− t)k−1

(k − 1)!
f (k)(t) dt

とおくと

Jk(x) = −
∫ x

a

{
(x− t)k

k!

}′

f (k)(t) dt

= −
[
(x− t)k

k!
f (k)(t)

]x
a

+

∫ x

a

(x− t)k

k!
f (k+1)(t) dt

=
(x− a)k

k!
f (k)(a) + Jk+1(x)

Jk(x)− Jk+1(x) =
(x− a)k

k!
f (k)(a)であるから，n = 2に対して

n−1∑
k=1

{Jk(x)− Jk+1(x)} =
n−1∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a)

J1(x)− Jn(x) =
n−1∑
k=1

(x− a)k

k!
f (k)(a)

J1(x) =

∫ x

a

f ′(t) dt = f(x)− f(a)であるから

f(x) =
n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) + Jn(x)

積分区間における f (n)(t)の最大値をM，最小値をmとすると，Jn(x)は

(x− a)n

n!
M と

(x− a)n

n!
m

の間の値をとるから，この積分区間を Iとすると

f(x) =
n−1∑
k=0

(x− a)k

k!
f (k)(a) +

(x− a)n

n!
f (n)(c), c ∈ I

を満たす cが少なくとも 1つ存在する．n = 1のとき，平均値の定理により，上
式は成立する．したがって，すべての自然数について上式は成立する． �
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2.22 2022年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 Kを 3より大きな奇数とし，l +m + n = Kを満たす正の奇数の組 (l, m, n)

の個数N を考える．ただし，たとえば，K = 5のとき，(l, m, n) = (1, 1, 3)

と (l, m, n) = (1, 3, 1)とは異なる組とみなす．

(1) K = 99のとき，N を求めよ．

(2) K = 99のとき，l, m, nの中に同じ奇数を 2つ以上含む組 (l, m, n)の個
数を求めよ．

(3) N > Kを満たす最小のKを求めよ．

2 aを実数とし，実数 xの関数 f(x) = (x2 + 3x+ a)(x+ 1)2を考える．

(1) f(x)の最小値が負となるような aのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) a < 2のとき，f(x)は 2つの極小値をもつ．このとき，f(x)が極小となる
xの値を α1, α2 (α1 < α2)とする．f(α1) < f(α2)を示せ．

(3) f(x)が x < βにおいて単調減少し，かつ，x = βにおいて最小値をとる
とする．このとき，aのとり得る値の範囲を求めよ．

3 正の整数 nに対して，

Sn =
n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
とする．

(1) 正の実数 xに対して，次の不等式が成り立つことを示せ．

x

2 + x
5
√
1 + x− 1 5 x

2

(2) 極限値 lim
n→∞

Snを求めよ．
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4 xy平面の第 1象限内において，直線 ` : y = mx (m > 0)と x軸の両方に接し
ている半径 aの円を Cとし，円 Cの中心を通る直線 y = tx (t > 0)を考える．
また，直線 `と x軸，および，円Cのすべてにそれぞれ 1点で接する円の半径
を bとする．ただし，b > aとする．

(1) mを用いて tを表せ．

(2) tを用いて
b

a
を表せ．

(3) 極限値 lim
m→+0

1

m

(
b

a
− 1

)
を求めよ．

5 座標空間内において，ベクトル

~a = (1, 2, 1), ~b = (1, 1,−1), ~c = (0, 0, 1)

が定める 2直線
` : s~a, `′ : t~b+~c (s, tは実数)

を考える．点A1を原点 (0, 0, 0)とし，点A1から直線 `′に下ろした垂線をA1B1

とおく．次に，点B1(t1~b+~c)から直線 `に下ろした垂線をB1A2とおく．同様
に，点Ak(sk~a)から直線 `′に下ろした垂線をAkBk，点 Bk(tk~b +~c)から直線 `

に下ろした垂線を BkAk+1とする手順を繰り返して，点An(sn~a)，Bn(tn~b +~c)

(nは正の整数)を定める．

(1) snを用いて sn+1を表せ．

(2) 極限値 S = lim
n→∞

sn, T = lim
n→∞

tn を求めよ．

(3) (2)で求めた S, T に対して，点A, BをそれぞれA(S~a)，B(T~b +~c)とお
くと，直線ABは 2直線 `, `′の両方と直交することを示せ．

6 半径 1の円を底面とする高さが
√
3の直円柱と，半径が rの球を考える．直円

柱の底面の円の中心と球の中心が一致するとき，直円柱の内部と球の内部の共
通部分の体積 V (r)を求めよ．



2.22. 2022年 (150分) 159

解答例

1 (1) l, m, nは正の奇数であるから

l = 2a+ 1, m = 2b+ 1, n = 2c+ 1 (a, b, cは 0以上の整数)

とおくと，l +m+ n = 99のとき

2a+ 1 + 2b+ 1 + 2c+ 1 = 99 ゆえに a+ b+ c = 48

これを満たす組 (a, b, c)の個数は

3H48 = 3+48−1C48 = 50C2 =
50·49
2

= 1225 (個)

(2) l, m, nの中に同じ奇数を 2つだけ含む組は

(i) l = m 6= n (ii) m = n 6= l (iii) n = l 6= m

の 3つの場合がある．(i)について

2a+ 1 = 2b+ 1 6= 2c+ 1 ゆえに a = b 6= c, a+ b+ c = 48

b = aより，c = 48− 2a 6= aであるから

a = 0, 48− 2a = 0, 48− 2a 6= a

aは 16を除く 0以上 24以下の整数で 24組ある．

(ii)，(iii)の場合も (i)の場合と同様にそれぞれ 24組ある．

また，l = m = nが等しい同じ奇数を含む組が 1組ある．

よって，求める個数は 24× 3 + 1 = 73 (個)

(3) K = 2k + 3とおき (kは 1以上の整数)，N を求める．(1)と同様に

2a+ 1 + 2b+ 1 + 2c+ 1 = 2k + 3 ゆえに a+ b+ c = k

したがって N = 3Hk = 3+k−1Ck = k+2C2 =
(k + 2)(k + 1)

2

N > Kより
(k + 2)(k + 1)

2
> 2k + 3 ゆえに k(k − 1) > 4

これを満たす最小の kが 3であるから，求めるKは 2·3 + 3 = 9 �
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2 (1) f(x) = (x2 + 3x+ a)(x+ 1)2の最小値が負であるとき，2次方程式

x2 + 3x+ a = 0

が異なる 2つの実数解をもつから，係数について

D = 32 − 4a > 0 よって a <
9

4

(2) f(x)を微分すると

f ′(x) = (2x+ 3)(x+ 1)2 + (x2 + 3x+ a)·2(x+ 1)

= (x+ 1){(2x+ 3)(x+ 1) + 2(x2 + 3x+ a)}
= (x+ 1)(4x2 + 11x+ 2a+ 3)

g(x) = 4x2 + 11x+ 2a+ 3とおくと g(−1) = 2(a− 2) < 0

f ′(x) = 0の実数解−1, α1, α2(α1 < α2)について α1 < −1 < α2

解と係数の関係から α1 + α2 = −
11

4

f ′(x) = 4(x+ 1)(x− α1)(x− α2)より

x · · · α1 · · · −1 · · · α2 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

ここで f(x) = {(x+ 1)2 + (x+ 1) + a− 2}(x+ 1)2

= (x+ 1)4 + (x+ 1)3 + (a− 2)(x+ 1)2

−2− α2 < −1に注意して (−2− α2と α2の中央が−1)

f(α2) = (α2 + 1)4 + (α2 + 1)3 + (a− 2)(α2 + 1)2

f(−2− α2) = (α2 + 1)4 − (α2 + 1)3 + (a− 2)(α2 + 1)2

α2 + 1 > 0であるから f(−2− α2) < f(α2)

また (−2− α2)− α1 = −2− (α1 + α2) = −2−
(
−11

4

)
=

3

4
> 0

α1 < −2− α2 < −1および増減表から f(α1) < f(−2− α2)

したがって f(α1) < f(−2− α2) < f(α2) よって f(α1) < f(α2)
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別解 (2)の途中の計算から

f ′(x) = −4(x+ 1)(x− α1)(α2 − x) (α1 < α2)

したがって

f(α2)− f(α1) =

∫ α2

α1

f ′(x) dx

= −4
∫ α2

α1

(x+ 1)(x− α1)(α2 − x) dx

= −4
∫ α2

α1

{(x− α1) + (α1 + 1)}(x− α1)(α2 − x) dx

= −4
∫ α2

α1

(x− α1)
2(α2 − x) dx

− 4(α1 + 1)

∫ α2

α1

(x− α1)(α2 − x) dx

= −4· 1
12

(α2 − α1)
4 − 4(α1 + 1)·1

6
(α2 − α1)

3

= −1

3
(α2 − α1)

3{(α2 − α1) + 2(α1 + 1)}

= −1

3
(α2 − α1)

3(α1 + α2 + 2)

α1 + α2 = −
11

4
であるから

f(α2)− f(α1) =
1

4
(α2 − α1)

3 > 0

よって f(α1) < f(α2)

補足 次の積分公式 5∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

を利用している．

5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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(3) f ′(x) = (x+ 1)g(x)について

g(x) = 4

(
x+

11

8

)2

+ 2

(
a− 73

32

)
, g(−1) = 2(a− 2)

であることと (1)の結果に注意して，f(x)の増減を調べる．

(i) a < 2のとき，(2)の結果から，β = α1とすれば成立する．

(ii) a = 2のとき，g(x) = 4x2 + 11x+ 7 = (x+ 1)(4x+ 7)より

f ′(x) = (x+ 1)2(4x+ 7)

x · · · −7
4
· · · −1 · · ·

f ′(x) − 0 + 0 +

f(x) ↘ 最小 ↗ 0 ↗

したがって β = −7

4

(iii) 2 < a 5 9

4
のとき

x · · · α1 · · · α2 · · · −1 · · ·
f ′(x) − 0 + 0 − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘ 極小 ↗
(1)の結果から，f(α1) 5 0 = f(−1)であるから，β = α1

(iv)
9

4
< a <

73

32
のとき，(iii)の増減表と同じであるが，(1)の結果から

f(α1) > 0 = f(−1)となり，条件を満たさない．

(v) a =
73

32
のとき，f ′(x) = 4(x+ 1)

(
x+

11

8

)2

x · · · −11
8
· · · −1 · · ·

f ′(x) − 0 − 0 +

f(x) ↘ ↘ 0 ↗
したがって β = −1

(vi)
73

32
< aのとき，g(x) > 0であるから

x · · · −1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 0 ↗
したがって β = −1

以上から，(iv)以外の場合であればよいから a 5
9

4
,
73

32
5 a �
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3 (1) x > 0，
√
1 + x− 1 =

x√
1 + x+ 1

であるから

x

2 + x
5
√
1 + x− 1 5 x

2

⇐⇒ x

2 + x
5 x√

1 + x+ 1
5 x

2

⇐⇒ 2 + x =
√
1 + x+ 1 = 2

⇐⇒ 1 + x =
√
1 + x = 1 · · · (∗)

r =
√
1 + xとすると r > 1より r2 = r = 1

(∗)が成立するから，与えられた不等式も成立する．

(2) Sn =
n∑

k=1

(√
1 +

k

n2
− 1

)
を (1)の不等式に適用すると

n∑
k=1

k
n2

2 + k
n2

5 Sn 5
n∑

k=1

k

2n2
=
n+ 1

4n

上式の左辺について

n∑
k=1

k
n2

2 + k
n2

=
n∑

k=1

k
n2

2 + n
n2

=
n∑

k=1

k

n(2n+ 1)
=

n+ 1

2(2n+ 1)

したがって
n+ 1

2(2n+ 1)
5 Sn 5 n+ 1

4n

lim
n→∞

n+ 1

2(2n+ 1)
= lim

n→∞

1 + 1
n

2
(
2 + 1

n

) =
1

4
， lim

n→∞

n+ 1

4n
= lim

n→∞

(
1

4
+

1

4n

)
=

1

4

はさみうちの原理により lim
n→∞

Sn =
1

4
�
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4 (1) t = tan θとすると

m = tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
=

2t

1− t2

tについて整理すると mt2 + 2t−m = 0

m, t > 0に注意して，tについて解くと t =
−1 +

√
1 + m2

m

O

y

x
θ

b

a

y = tx

` : y = mx

C

B

A
b

a

(2) 円の中心をA, Bとする．

OA =
a

sin θ
，OB =

b

sin θ
，AB = a+ b，AB = OB−OAであるから

a+ b =
b

sin θ
− a

sin θ
ゆえに a

(
1

sin θ
+ 1

)
= b

(
1

sin θ
− 1

)
1

sin θ
=

√
1 + tan2 θ

tan θ
=

√
1 + t2

t
であるから

a

(√
1 + t2

t
+ 1

)
= b

(√
1 + t2

t
− 1

)
よって

b

a
=

√
1 + t2 + t

√
1 + t2 − t

(3) (2)の結果から
b

a
− 1 =

2t√
1 + t2 − t

1

m

(
b

a
− 1

)
=

1− t2

2t
· 2t√

1 + t2 − t
= (1− t2)(

√
1 + t2 + t)

m→ +0のとき t→ +0であるから

lim
m→+0

1

m

(
b

a
− 1

)
= lim

t→+0
(1− t2)(

√
1 + t2 + t) = 1 �
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5 (1) An(sn~a)，Bn(tn~b+~c)より

−−−→
AnBn = (tn~b+~c)− sn~a,

−−−−−→
BnAn+1 = sn+1

~a− (tn~b+~c)

−−−→
AnBn⊥~b，

−−−−−→
BnAn+1⊥~aであるから，~b·

−−−→
AnBn = 0，~a·

−−−−−→
BnAn+1 = 0より

~b·(tn~b+~c− sn~a) = 0, ~a·(sn+1
~a− tn~b−~c) = 0

~a = (1, 2, 1)，~b = (1, 1,−1)，~c = (0, 0, 1)より

|~a|2 = 6, |~b|2 = 3, ~a·~b = 2, ~b·~c = −1, ~c·~a = 1

したがって 3tn − 1− 2sn = 0, 6sn+1 − 2tn − 1 = 0 (∗)

上の 2式から tnを消去して整理すると sn+1 =
2

9
sn +

5

18

(2) (1)の結果から sn+1 −
5

14
=

2

9

(
sn −

5

14

)

s1 = 0であるから sn =
5

14

{
1−

(
2

9

)n−1
}

したがって S = lim
n→∞

sn = lim
n→∞

5

14

{
1−

(
2

9

)n−1
}

=
5

14

(∗)の第 1式から 3T − 1− 2S = 0より ゆえに T =
1

3
(2S + 1) =

4

7

(3) (2)の結果から A

(
5

14
~a

)
，B

(
4

7
~b+~c

)
ゆえに

−→
AB = − 5

14
~a+

4

7
~b+~c

~a·
−→
AB = − 5

14
|~a|2 + 4

7
~a·~b+ ~a·~c = − 5

14
·6 + 4

7
·2 + 1 = 0,

~b·
−→
AB = − 5

14
~a·~b+ 4

7
|~b|2 +~b·~c = − 5

14
·2 + 4

7
·3 + (−1) = 0

よって，直線ABは 2直線 `, `′の両方と直交する． �
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6 図の斜線部分を y軸の周りに 1回転さ
せた立体の体積を I(a)とすると (r = 1，√
r2 − 1 5 a 5 r)

I(a)

π
=
√
r2 − 1 +

∫ a

√
r2−1

(r2 − y2) dy

=
√
r2 − 1 +

[
r2y − y3

3

]a
√
r2−1

=
√
r2 − 1 + r2(a−

√
r2 − 1)

− 1

3
{a3 − (r2 − 1)

3
2}

= a

(
r2 − a2

3

)
− 2

3
(r2 − 1)

3
2

　

O

y

x1 r

a

r

√
r2−1

−r

O

y

x1r

√
3

r

0 < r 5 1のとき 1 5 r 5
√
3のとき

√
3 5 r 5 2のとき 2 5 rのとき

よって

0 < r 5 1のとき V (r) =
2

3
πr3

1 5 r 5
√
3 のとき V (r) = I(r) =

2π

3
{r3 − (r2 − 1)

3
2}

√
3 5 r 5 2 のとき V (r) = I(

√
3) = π(r2 − 1)

(√
3 −

2

3

√
r2 − 1

)
2 5 r のとき V (r) = π·12·

√
3 =

√
3π �
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出題分野 (2011-2022) 150分

J 東京大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数 5

図形と計量
データの分析
式と証明 1 6

複素数と方程式
II 図形と方程式 4 1 1

三角関数 1 1 6

指数関数と対数関数
微分法と積分法 2 3

式と曲線
複素数平面 4 3 5 6 2

関数
III 極限 4

微分法とその応用 1 1 2 6 1 1·4 5 5

積分法 3 6 1 1

積分法の応用 6 3 6 3 3 6 6 6 3·5 3 4·5
場合の数と確率 3 2 2 2 2 6

A 整数の性質 4 5 5 5 5 4 4 4 2

図形の性質 2

平面上のベクトル 4 3

B 空間のベクトル 3 3

数列 2·5 2 4 2 4

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 5·6 1 数字は問題番号

167

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2011.pdf
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http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2014.pdf
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3.15 2015年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 正の実数 aに対して，座標平面上で次の放物線を考える．

C : y = ax2 +
1− 4a2

4a

aが正の実数全体を動くとき，Cの通過する領域を図示せよ．

2 どの目も出る確率が
1

6
のさいころを 1つ用意し，次のように左から順に文字を

書く．さいころを投げ，出た目が 1，2，3のときは文字列AAを書き，4のと
きは文字Bを，5のときは文字Cを，6のときは文字Dを書く．さらに繰り返
しさいころを投げ，同じ規則に従って，AA，B，C，Dをすでにある文字列の
右側につなげて書いていく．たとえば，さいころを 5回投げ，その出た目が順
に 2，5，6，3，4であったとすると，得られる文字列は

AACDAAB

となる．このとき，左から 4番目の文字はD，5番目の文字はAである．

(1) nを正の整数とする．n回さいころを投げ，文字列を作るとき，文字列の
左から n番目の文字がAとなる確率を求めよ．

(2) nを 2以上の整数とする．n回さいころを投げ，文字列を作るとき，文字
列の左から n − 1番目の文字がAで，かつ n番目の文字が Bとなる確率
を求めよ．

3 aを正の実数とし，pを正の有理数とする．
座標平面上の 2つの曲線 y = axp (x > 0)と y = log x (x > 0)を考える．この
2つの曲線の共有点が 1点のみであるとし，その共有点をQとする．以下の問

いに答えよ．必要であれば， lim
x→∞

xp

log x
=∞ を証明なしに用いてよい．

(1) aおよび点Qの x座標を pを用いて表せ．

(2) この 2つの曲線と x軸で囲まれる図形を，x軸のまわりに 1回転してでき
る立体の体積を pを用いて表せ．

(3) (2)で得られる立体の体積が 2πになるときの pの値を求めよ．
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4 数列 {pn}を次のように定める．

p1 = 1, p2 = 2, pn+2 =
pn+1

2 + 1

pn
(n = 1, 2, 3, · · · )

(1)
pn+1

2 + pn
2 + 1

pn+1pn
が nによらないことを示せ．

(2) すべての n = 2, 3, 4, · · · に対し，pn+1 + pn−1を pnのみを使って表せ．

(3) 数列 {qn}を次のように定める．

q1 = 1, q2 = 1, qn+2 = qn+1 + qn (n = 1, 2, 3, · · · )

すべての n = 1, 2, 3, · · · に対し，pn = q2n−1を示せ．

5 mを 2015以下の正の整数とする．2015Cmが偶数となる最小のm を求めよ．

6 nを正の整数とする．以下の問いに答えよ．

(1) 関数 g(x)を次のように定める．

g(x) =


cos(πx) + 1

2
(|x| 5 1 のとき)

0 (|x| > 1のとき)

f(x)を連続な関数とし，p，qを実数とする．|x| 5 1

n
をみたす xに対して

p 5 f(x) 5 q が成り立つとき，次の不等式を示せ．

p 5 n

∫ 1

−1

g(nx)f(x) dx 5 q

(2) 関数 h(x)を次のように定める．

h(x) =

{
−π
2
sin(πx) (|x| 5 1のとき)

0 (|x| > 1のとき)

このとき，次の極限を求めよ．

lim
n→∞

n2

∫ 1

−1

h(nx) log(1 + ex+1) dx
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解答例

1 C : y = ax2 +
1− 4a2

4a
を aについて整理すると 4(x2 − 1)a2 − 4ya+ 1 = 0

f(a) = 4(x2 − 1)a2 − 4ya+ 1とおくと

f(a) =

 4(x2 − 1)

{
a− y

2(x2 − 1)

}2

+
x2 − y2 − 1

x2 − 1
(x2 6= 1)

−4ya+ 1 (x2 = 1)

f(a) = 0が正の解 aを持つためには，f(0) = 1に注意して

(i) x2 − 1 < 0 ゆえに |x| < 1

(ii) x2 − 1 > 0，
y

2(x2 − 1)
> 0，

x2 − y2 − 1

x2 − 1
5 0

ゆえに y > 0，x2 − y2 − 1 5 0 (|x| > 1)

(iii) x2 − 1 = 0，−4y < 0 ゆえに y > 0 (|x| = 1)

求める領域は，下の図の斜線部分．ただし，点線部の境界は含まない．

O

y

x1−1

�
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2 (1) 文字列の左から n番目の文字が Aとなる
確率を pnとすると，pn+2は最初に出た目
が 4，5，6の場合と 1，2，3の場合により

pn+2 =
1

2
pn+1 +

1

2
pn (n = 1) · · · (∗)

　

pn+2

pn

pn+1

A A

1 2 n+ 2

→A
以
外

このとき p1 =
1

2
，p2 =

1

2
+

1

2
·1
2
=

3

4

(∗)より pn+2 − pn+1 = −
1

2
(pn+1 − pn)，

pn+2 +
1

2
pn+1 = pn+1 +

1

2
pn

第 1式から pn+1 − pn = (p2 − p1)
(
−1

2

)n−1

=

(
−1

2

)n+1

第 2式から pn+1 +
1

2
pn = p2 +

1

2
p1 = 1

上の 2式から pn =
2

3

{
1 −

(
−
1

2

)n+1
}

(n = 1)

(2) 文字列の左から n − 1番目の文字がAで，かつ n番目の文字列が Bとな
る確率を qnとすると，qn+2は，(1)と同様に

qn+2 =
1

2
qn+1 +

1

2
qn (n = 2) · · · (∗∗)

このとき q2 = 0，q3 =
1

2
·1
6
=

1

12

(∗∗)より qn+2 − qn+1 = −
1

2
(qn+1 − qn)，

qn+2 +
1

2
qn+1 = qn+1 +

1

2
qn

第 1式から qn+1 − qn = (q3 − q2)
(
−1

2

)n−2

=
1

12

(
−1

2

)n−2

第 2式から qn+1 +
1

2
qn = q3 +

1

2
q2 =

1

12

上の 2式から qn =
1

18

{
1 −

(
−
1

2

)n−2
}

(n = 2) �
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3 (1) f(x) = axp − log xとおくと (x > 0)

f ′(x) = apxp−1 − 1

x
=
p

x

(
axp − 1

p

)

aqp =
1

p
· · · 1©，すなわち，q = 1

(ap)
1
p

とおくと，f ′(q) = 0より

x (0) · · · q · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

2曲線 y = axp (x > 0)と y = log x (x > 0)の共有点が 1点のみであると
き，f(q) = 0であるから

aqp − log q = 0 · · · 2©

1©， 2©を解いて q = e
1
p , a =

1

pe

(2) 求める体積を V とすると

V

π
=

∫ q

0

(axp)2 dx−
∫ q

1

(log x)2 dx

= a2
[

1

2p+ 1
x2p+1

]q
0

−
[
x{(log x)2 − 2 log x+ 2}

]q
1

=
(aqp)2q

2p+ 1
− q{(log q)2 − 2 log q + 2}+ 2

=
q

(2p+ 1)p2
− q

(
1

p2
− 2

p
+ 2

)
+ 2

= q

(
1

p2
− 2

p
+

4

2p+ 1

)
− q

(
1

p2
− 2

p
+ 2

)
+ 2

=
q(2− 4p)

1 + 2p
+ 2 =

e
1
p (2− 4p)

1 + 2p
+ 2

よって V = π

{
e

1
p (2 − 4p)

1 + 2p
+ 2

}

(3) (2)の結果から，V = 2πのとき

π

{
e

1
p (2− 4p)

1 + 2p
+ 2

}
= 2π よって p =

1

2
�
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4 (1) pn+2 =
pn+1

2 + 1

pn
(n = 1, 2, 3, · · · )より

pn+2
2 + pn+1

2 + 1

pn+2pn+1

=
1

pn+1

(
pn+2 +

pn+1
2 + 1

pn+2

)
=

1

pn+1

(
pn+1

2 + 1

pn
+ pn

)
=
pn+1

2 + pn
2 + 1

pn+1pn

よって
pn+1

2 + pn
2 + 1

pn+1pn
=
p2

2 + p1
2 + 1

p2p1
=

22 + 12 + 1

2·1
= 3

(2) (1)の結果から，pn+1
2 + pn

2 + 1 = 3pn+1pnであるから

pn+1
2 + 1 = pn(3pn+1 − pn) ゆえに

pn+1
2 + 1

pn
= 3pn+1 − pn

したがって pn+2 = 3pn+1 − pn · · · 1© すなわち pn+2 + pn = 3pn+1

よって pn+1 + pn−1 = 3pn

(3) q1 = 1，q2 = 1，qn+2 = qn+1 + qn であるから，q3 = q2 + q1 = 2

pn = q2n−1 (n = 1, 2, · · · ) · · · (∗)

p1 = q1，p2 = q3より，n = 1, 2のとき，(∗)は成立する．
(∗)が n+ 1以下の自然数について成立すると仮定すると， 1©より

pn+2 = 3q2n+1 − q2n−1

= 2q2n+1 + (q2n+1 − q2n−1) = 2q2n+1 + q2n

= (q2n+1 + q2n) + q2n+1 = q2n+2 + q2n+1 = q2n+3

したがって，n+ 2のときも，(∗)が成立する．
よって，すべての自然数について，(∗)が成立する．

補足 漸化式より，p3 = 5，pn+2pn − pn+1
2 = 1であるから (n = 1, 2, · · · )

pn+2 + pn
pn+1

− pn+1 + pn−1

pn
=
pn(pn+2 + pn)− pn+1(pn+1 + pn−1)

pn+1pn

=
(pn+2pn − pn+1

2)− (pn+1pn−1 − pn2)
pn+1pn

= 0

したがって
pn+2 + pn
pn+1

=
p3 + p1
p2

=
5 + 1

2
= 3

ここで，α =
1 +
√
5

2
，β =

1−
√
5

2
とおくと

pn+2 − (α2 + β2)pn+1 + α2β2pn = 0, qn+2 − (α + β)qn+1 + αβqn = 0

よって pn =
α2n−1 − β2n−1

α2 − β2
=
α2n−1 − β2n−1

α− β
，qn =

αn − βn

α− β
�
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5 正の整数 kに対し，k = lk·2nk (lkは奇数, nkは 0以上の整数)とすると

2015Cm =
m∏
k=1

2016− k
k

=
m∏
k=1

63·25 − lk·2nk

lk·2nk
=

m∏
k=1

63·25−nk − lk
lk

1 5 k < 25のとき，0 5 nk < 5であるから，63·25−nk − lkは奇数．

したがって，1 5 m < 32のとき，2015Cmは奇数．次に

2015C32 =
63·25 − 25

25
× 2015C31 = 2·31× 2015C31

は，偶数である．よって，求める最小の正の整数mは 32

東京大学 1999年前期 理科� �
(1) kを自然数とする．mをm = 2kとおくとき，0 < n < mを満たすすべての
整数 n について，二項係数 mCnは偶数であることを示せ．

(2) 以下の条件を満たす自然数mをすべて求めよ．

条件： 0 5 n 5 mを満たすすべての整数 nについて二項係数 mCnは
奇数である．� �

解答 (1) mCn =
m× m−1Cn−1

n
=

2k × m−1Cn−1

n

m = 2k，0 < n < mであるから，nが 2k−1を因数にもつことがあっても
2kを因数にもつことはないので，二項係数 mCnは偶数である．

(2) m−1C0 = 1および (1)の結果を m−1Cj = mCj − m−1Cj−1に適用すると，

m−1Cj (0 5 j 5 m− 1)は奇数．

2k+1Cj = 2kCj−1 + 2kCjであるから，(1)の結果により

j = 2, 3, · · · , 2k − 1のとき 2k+1Cj は偶数

2k+2Cj = 2k+1Cj−1 + 2k+1Cjであるから，上の結果により

j = 3, 4 · · · , 2k − 1のとき 2k+2Cj は偶数

順次繰り返すことにより，i = 0, 1, · · · , 2k − 2に対して

i+ 1 5 j 5 2k − 1のとき 2k+iCj は偶数

よって m = 2k − 1 (kは自然数)
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別解 整数を係数とする多項式を，偶数の係数を 0に置き換え，奇数の係数を 1に置
き換える．2つの整式がこの置き換えによって，等しくなるとき，この 2つの
整式は合同 (≡)とする．例えば，kを正の整数とすると

(1 + x)2
k ≡ 1 + x2

k

,

(1 + x)2
k−1 ≡ 1 + x+ x2 + · · ·+ x2

k−1

2015 = 1024 + 512 + 256 + 128 + 64 + 16 + 8 + 4 + 2 + 1であるから

(1 + x)2015 = (1 + x)1024(1 + x)512(1 + x)256(1 + x)128(1 + x)64

× (1 + x)16(1 + x)8(1 + x)4(1 + x)2(1 + x)

2015∑
m=0

2015Cmx
m ≡ (1 + x1024)(1 + x512)(1 + x256)(1 + x128)(1 + x64)

× (1 + x16)(1 + x8)(1 + x4)(1 + x2)(1 + x)

右辺の係数が 0になる最も次数の低い項は x32 よって 32 �

6 (1) g(x) =


cos(πx) + 1

2
(|x| 5 1 のとき)

0 (|x| > 1のとき)

これより g(nx) =


cos(πnx) + 1

2

(
|x| 5 1

n
のとき

)
0

(
|x| > 1

n
のとき

)
したがって n

∫ 1

−1

g(nx)f(x) dx = n

∫ 1
n

− 1
n

g(nx)f(x) dx · · · (∗)

|x| 5 1

n
のとき，p 5 f(x) 5 q，g(nx) = 0に注意して

np

∫ 1
n

− 1
n

g(nx) dx 5 n

∫ 1
n

− 1
n

g(nx)f(x) dx 5 nq

∫ 1
n

− 1
n

g(nx) dx

ここで n

∫ 1
n

− 1
n

g(nx) dx =

∫ 1

−1

g(t) dt =

[
1

2π
sin(πt) +

t

2

]1
−1

= 1

上の諸式により p 5 n

∫ 1

−1

g(nx)f(x) dx 5 q
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(2) h(x) =

{
−π
2
sin(πx) (|x| 5 1のとき)

0 (|x| > 1のとき)

これより h(nx) =

{
−π
2
sin(πnx) (|x| 5 1

n
のとき)

0 (|x| > 1
n
のとき)

したがって n2

∫ 1

−1

h(nx) log(1+ex+1) dx = n2

∫ 1
n

− 1
n

h(nx) log(1+ex+1) dx

g′(x) = h(x)であるから

n2

∫ 1
n

− 1
n

h(nx) log(1 + ex+1) dx

=n2

∫ 1
n

− 1
n

g′(nx) log(1 + ex+1) dx = n

∫ 1
n

− 1
n

{g(nx)}′ log(1 + ex+1) dx

=n

[
g(nx) log(1 + ex+1)

] 1
n

− 1
n

− n
∫ 1

n

− 1
n

g(nx)· ex+1

1 + ex+1
dx

=− n
∫ 1

n

− 1
n

g(nx)· ex+1

1 + ex+1
dx

ここで，f(x) =
ex+1

1 + ex+1
= 1 − 1

1 + ex+1
(− 1

n
5 x 5 1

n
)とおくと，f(x)

は単調増加であるから

f

(
− 1

n

)
5 f(x) 5 f

(
1

n

)
すなわち

e−
1
n
+1

1 + e−
1
n
+1

5 f(x) 5 e
1
n
+1

1 + e
1
n
+1

(∗)および (1)の結果にこれを適用すると

e−
1
n
+1

1 + e−
1
n
+1

5 n

∫ 1
n

− 1
n

g(nx)f(x) dx 5 e
1
n
+1

1 + e
1
n
+1

lim
n→∞

e−
1
n
+1

1 + e−
1
n
+1

= lim
n→∞

e
1
n
+1

1 + e
1
n
+1

=
e

1 + e
から，はさみうちの原理により

lim
n→∞

n

∫ 1
n

− 1
n

g(nx)f(x) dx =
e

1 + e

よって lim
n→∞

n2

∫ 1

−1

h(nx) log(1 + ex+1) dx

= lim
n→∞

{
−n
∫ 1

n

− 1
n

g(nx)f(x) dx

}
= −

e

1 + e

�
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3.16 2016年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 eを自然対数の底，すなわち e = lim
t→∞

(
1 +

1

t

)t

とする．すべての正の実数 xに

対し，次の不等式が成り立つことを示せ．(
1 +

1

x

)x

< e <

(
1 +

1

x

)x+ 1
2

2 A，B，Cの 3つのチームが参加する野球の大会を開催する．以下の方式で試合
を行い，2連勝したチームが出た時点で，そのチームを優勝チームとして大会
は終了する．

(a) 1試合目でAとBが対戦する．

(b) 2試合目で，1試合目の勝者と，1試合目で待機していたCが対戦する．

(c) k試合目で優勝チームが決まらない場合は，k試合目の勝者と，k試合目
で待機していたチームが k + 1試合目で対戦する．ここで kは 2以上の整
数とする．

なお，すべての対戦において，それぞれのチームが勝つ確率は
1

2
で，引き分け

はないものとする．

(1) nを 2以上の整数とする．ちょうどn試合目でAが優勝する確率を求めよ．

(2) mを正の整数とする．総試合数が 3m回以下でAが優勝したとき，Aの最
後の対戦相手がBである条件付き確率を求めよ．

3 aを 1 < a < 3をみたす実数とし，座標空間内の 4点P1(1, 0, 1)，P2(1, 1, 1)，
P3(1, 0, 3)，Q(0, 0, a)を考える．直線 P1Q，P2Q，P3Qと xy平面の交点を
それぞれ R1，R2，R3として，三角形 R1R2R3の面積を S(a)とする．S(a)を
最小にする aと，そのときの S(a)の値を求めよ．

4 zを複素数とする．複素数平面上の 3点A(1)，B(z)，C(z2)が鋭角三角形をな
すような zの範囲を求め，図示せよ．
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5 kを正の整数とし，10進法で表された小数点以下 k桁の実数

0.a1a2 · · · ak =
a1
10

+
a2
102

+ · · ·+ ak
10k

を 1つとる．ここで，a1，a2，· · ·，akは 0から 9までの整数で，ak 6= 0とする．

(1) 次の不等式をみたす正の整数 nをすべて求めよ．

0.a1a2 · · · ak 5
√
n− 10k < 0.a1a2 · · · ak + 10−k

(2) pが 5·10k−1以上の整数ならば，次の不等式をみたす正の整数m が存在す
ることを示せ．

0.a1a2 · · · ak 5
√
m− p < 0.a1a2 · · · ak + 10−k

(3) 実数 xに対し，r 5 x < r + 1をみたす整数 rを [x]で表す．
√
s− [
√
s ] =

0.a1a2 · · · akをみたす正の整数 sは存在しないことを示せ．

6 座標空間内を，長さ 2の線分ABが次の 2条件 (a)，(b)をみたしながら動く．

(a) 点Aは平面 z = 0上にある．

(b) 点C(0, 0, 1)が線分AB上にある．

このとき，線分ABが通過することのできる範囲をKとする．Kと不等式 z = 1

の表す範囲との共通部分の体積を求めよ．
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解答例

1 f(x) = x{log(x+ 1)− log x}，g(x) =
(
x+

1

2

)
{log(x+ 1)− log x}とおくと

f ′(x) = log(x+ 1)− log x+ x

(
1

x+ 1
− 1

x

)
=

∫ x+1

x

dt

t
− 1

x+ 1
,

g′(x) = log(x+ 1)− log x+

(
x+

1

2

)(
1

x+ 1
− 1

x

)
=

∫ x+1

x

dt

t
− 1

2

(
1

x
+

1

x+ 1

)

区間 x 5 t 5 x + 1における y =
1

t
のグラフと t軸

で囲まれた部分の面積，右の図の長方形ABCDおよ
び台形ABCEの面積の大小関係から

1

x+ 1
<

∫ x+1

x

dt

t
<

1

2

(
1

x
+

1

x+ 1

)
したがって f ′(x) > 0，g′(x) < 0

　

O

y

t

y =
1

t

x x+1

1
x+1

1
x

A B

CD

E

f(x)は単調増加であるから

f(x) < lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

log

(
1 +

1

x

)x

= 1

また lim
x→∞
{g(x)− f(x)} = lim

x→∞

1

2
log

(
1 +

1

x

)
= 0

すなわち lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 1

g(x)は単調減少であるから g(x) > lim
x→∞

g(x) = 1

したがって f(x) < 1 < g(x) よって
(
1 +

1

x

)x

< e <

(
1 +

1

x

)x+ 1
2
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別解 曲線 y =
1

t
の点 P

(
x+

1

2
,

1

x+ 1
2

)
における接

線を lとし (x > 0)，lと直線 t = x，t = x+1と
の交点をそれぞれR，Qとする．右の図のよう

に x 5 t 5 x+ 1において，曲線 y =
1

t
および t

軸で囲まれた図形の面積と 2つの四角形ABCD

およびABQRの面積との大小関係により

　

O

y

t

y =
1

t

x x+1

1
x+1

1
x

A B

CD

1
x+ 1

2

x+ 1
2

2x+1

P

l

R

Q

1

x+ 1
2

<

∫ x+1

x

dt

t
<

1

x
ゆえに

1

x+ 1
2

< log

(
1 +

1

x

)
<

1

x

したがって log

(
1 +

1

x

)x

< 1 < log

(
1 +

1

x

)x+ 1
2

よって
(
1 +

1

x

)x

< e <

(
1 +

1

x

)x+ 1
2

補足 上の図から，x > 0のとき
1

x+ 1
<

∫ x+1

x

dt

t
<

1

x

別解と同様にして 1

(
1 +

1

x

)x

< e <

(
1 +

1

x

)x+1

h(x) = (x+ 1){log(x+ 1)− log x}とおくと，上の図に注意して

h′(x) = log(x+ 1)− log x+ (x+ 1)

(
1

x+ 1
− 1

x

)
=

∫ x+1

x

dt

t
− 1

x
< 0

f(x)は単調増加，h(x)は単調減少であるから，前ページと同様の議論により

f(x) < 1 < h(x), lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

h(x) = 1

F (x) =

(
1 +

1

x

)x

，H(x) =

(
1 +

1

x

)x+1

とすると

lim
x→∞

F (x) = lim
x→∞

H(x) = e

F (x) = H(−x− 1)であるから

lim
x→−∞

F (x) = lim
x→−∞

H(−x− 1) = lim
x→∞

H(x− 1) = e

lim
x→∞

F (x) = e， lim
x→−∞

F (x) = eであるから lim
h→0

(1 + h)
1
h = e �

1数列の証明は，http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2017 kouki.pdfの p.9を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2017_kouki.pdf
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2 (1) n1 ≡ 1 (mod 3), n2 = n1 + 1, n3 = n1 + 2とする．

優勝チームが決まらず対戦が続くとき，勝者・敗者・控えは 3順ごとに，
次の (i),(ii) のように繰り返す．

(i) 初戦でAがBに勝つとき
回数 1 2 3 · · · n1 n2 n3 · · ·
勝者 A C B · · · A C B · · ·
敗者 B A C · · · B A C · · ·
控え C B A · · · C B A · · ·

(ii) 初戦でBがAに勝つとき
回数 1 2 3 · · · n1 n2 n3 · · ·
勝者 B C A · · · B C A · · ·
敗者 A B C · · · A B C · · ·
控え C A B · · · C A B · · ·

n試合目にAが優勝するのは，(i)の場合，n ≡ 2 (mod 3)のとき，Aは最
後にCに勝って優勝し，(ii)の場合，n ≡ 1 (mod 3)のとき，Aは最後に

Bに勝って優勝する．これらの場合の確率は，ともに
(
1

2

)n

．

よって，求める確率は

n 6≡ 0 のとき
(
1

2

)n

, n ≡ 0 のとき 0 (mod 3)

(2) (1)の結果から，Aが最後にCに勝って，優勝する確率は(
1

2

)2

+

(
1

2

)5

+ · · ·+
(
1

2

)3m−1

=

(
1
2

)2 − 1
8

(
1
2

)3m−1

1− 1
8

=
1

7

{
2− 2

(
1

2

)3m
}

また，Aが最後にBに勝って，優勝する確率は(
1

2

)4

+

(
1

2

)7

+· · ·+
(
1

2

)3m−2

=

(
1
2

)4 − 1
8

(
1
2

)3m−2

1− 1
8

=
1

7

{
1

2
− 4

(
1

2

)3m
}

よって，求める条件付き確率は

1
7

{
1
2
− 4

(
1
2

)3m}
1
7

{
2− 2

(
1
2

)3m}
+ 1

7

{
1
2
− 4

(
1
2

)3m} =
1 − 8

(
1
2

)3m
5 − 12

(
1
2

)3m
補足 初項 a，公比 r，末項 lの等比数列の和は

a − rl

1 − r
�
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3 (1) R1，R2，R3は，それぞれ直線P1Q，P2Q，P3Qの点であるから，実数 t1，
t2，t3を用いて

−−→
OR1 =

−−→
OP1 + t1

−−→
P1Q = (1, 0, 1) + t1(−1, 0, a− 1)

= (1− t1, 0, 1 + t1(a− 1)),
−−→
OR2 =

−−→
OP2 + t2

−−→
P2Q = (1, 1, 1) + t2(−1,−1, a− 1)

= (1− t2, 1− t2, 1 + t2(a− 1)),
−−→
OR3 =

−−→
OP3 + t3

−−→
P3Q = (1, 0, 3) + t3(−1, 0, a− 3)

= (1− t3, 0, 3 + t3(a− 3)),

R1，R2，R3は，xy平面上の点であるから

1 + t1(a− 1) = 0, 1 + t2(a− 1) = 0, 3 + t3(a− 3) = 0

これを解いて t1 =
1

1− a
，t2 =

1

1− a
，t3 =

3

3− a
したがって

−−→
OR1 =

(
a

a− 1
, 0, 0

)
，
−−→
OR2 =

(
a

a− 1
,

a

a− 1
, 0

)
，
−−→
OR3 =

(
a

a− 3
, 0, 0

)
ゆえに

−−−→
R1R2 =

(
0,

a

a− 1
, 0

)
，
−−−→
R1R3 =

(
2a

(a− 1)(a− 3)
, 0, 0

)
1 < a < 3に注意して S(a) =

1

2
· a

a− 1
· 2a

(a− 1)(3− a)
=

a2

(a− 1)2(3− a)

両辺の対数をとって，微分すると

logS(a) = 2 log a− 2 log(a− 1)− log(3− a),
S ′(a)

S(a)
=

2

a
− 2

a− 1
+

1

3− a
= − 2

a(a− 1)
+

1

3− a
=

(a+ 3)(a− 2)

a(a− 1)(3− a)

S ′(a) =
a2

(a− 1)2(3− a)
· (a+ 3)(a− 2)

a(a− 1)(3− a)
=

a(a+ 3)(a− 2)

(a− 1)3(3− a)2

a (1) · · · 2 · · · (3)

S ′(a) − 0 +

極小
S(a) ↘ ↗

4

よって 最小値S(2) = 4 �
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4 3点A(1)，B(z)，C(z2)を頂点とする三角形であるから z 6= 1

AB = |z − 1| BC = |z2 − z|
= |z||z − 1|

CA = |z2 − 1|
= |z + 1||z − 1|

したがって AB : BC : CA = 1 : |z| : |z + 1|

4ABCが鋭角三角形であるとき，次の 3式を満たせばよい．

12 + |z|2 > |z + 1|2, 12 + |z + 1|2 > |z|2, |z|2 + |z + 1|2 > 12

第 1式から z + z < 0 すなわち Re(z) =
z + z

2
< 0 · · · 1©

第 2式から z + z > −2 すなわち Re(z) =
z + z

2
> −1 · · · 2©

第 3式から |z|2 + z + z

2
> 0 すなわち

∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣ > 1

2
· · · 3©

1©～ 3©より

 −1 < Re(z) < 0∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣ > 1

2

zの満たす領域は，右の図の斜線部分．
ただし，境界線を含まない．

　

O

Im

Re−1
2

−1

�
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5 (1) dk = 0.a1a2 · · · akとおくと，dk 5
√
n− 10k < dk + 10−kより

10k + dk 5
√
n < 10k + dk + 10−k

上式の辺々を平方すると

102k + 2dk·10k + dk
2 5 n < 102k + 2dk·10k + 2 + (dk + 10−k)2

ここで，dk·10kが整数であることと

0 < dk
2 < 1, 0 < (dk + 10−k)2 5 1

であることに注意すると，求める正の整数 nは

n = 102k + 2dk·10k + 1, 102k + 2dk·10k + 2

(2) dk 5
√
m− p < dk + 10−kより

p+ dk 5
√
m < p+ dk + 10−k

上式の辺々を平方すると

(p+ dk)
2 5 m < (p+ dk + 10−k)2

pが 5·10k−1以上の整数のとき

(p+ dk + 10−k)2 − (p+ dk)
2 = 2(p+ dk)·10−k + 10−2k

> 2p·10−k = 2·5·10k−1·10−k = 1

よって，条件をみたす正の整数mが存在する．

(3)
√
s− [
√
s ] = dkをみたす正の整数 sが存在するとき

√
s = [

√
s ] + dk (0 < dk < 1)

これから
√
sは有限小数，すなわち，有理数であるから

√
s =

q

r
(正の整数 q, rは互いに素)

とおき，両辺を平方すると

s =
q2

r2

左辺は正の整数であるから，r = 1となる．このとき，
√
s = [

√
s ] = qよ

り，
√
s− [
√
s ] = 0であるから，条件をみたす正の整数 sは存在しない．

�
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6 Bの z座標を 1 + t (0 5 t 5 1)，Bから z軸に降ろ
した垂線BHの長さを xとすると

BC =
√
t2 + x2,

CA

1
=

BC

t
=

√
t2 + x2

t

BC + CA = 2であるから

√
t2 + x2 +

√
t2 + x2

t
= 2

　

O

z

x
A

B

1
C

H1+t

x

ゆえに
√
t2 + x2 =

2t

t+ 1
したがって x2 =

(
2t

t+ 1

)2

− t2

求める体積を V とすると

V = π

∫ 1

0

x2 dt = π

∫ 1

0

{(
2t

t+ 1

)2

− t2
}
dt

= π

∫ 1

0

{(
2− 2

t+ 1

)2

− t2
}
dt

= π

∫ 1

0

{
4− 8

t+ 1
+

4

(t+ 1)2
− t2

}
dt

= π

[
4t− 8 log(t+ 1)− 4

t+ 1
− t3

3

]1
0

= π

(
17

3
− 8 log 2

)

極方程式による曲線の回転体の体積� �
xy平面において，極方程式 r = r(θ) (α 5 θ 5 β)で表される曲線を x軸の
回りに回転させた立体の体積 V は

V =
2π

3

∫ β

α

r(θ)3 sin θ dθ (0 5 α < β 5 π)

また，この曲線を y軸の回りに回転させた立体の体積 V は

V =
2π

3

∫ β

α

r(θ)3 cos θ dθ

(
−
π

2
5 α < β 5

π

2

)
� �
証明 p.592の極方程式の計量を参照．
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別解 zx平面上でCを極として，r = CB，CBと x軸の
正の向きとなす角を θとすると，求める体積 V は

V =
2π

3

∫ π
2

π
6

r3 cos θ dθ

このとき，r = 2− 1

sin θ
であるから

　

O

z

xA

B

1
C
θ
r

1
sin θ

V =
2π

3

∫ π
2

π
6

(
2− 1

sin θ

)3

cos θ dθ

ここで，u = sin θとおくと
du

dθ
= cos θ

θ π
6
−→ π

2

u 1
2
−→ 1

V =
2π

3

∫ 1

1
2

(
2− 1

u

)3

du

=
2π

3

∫ 1

1
2

(
8− 12

u
+

6

u2
− 1

u3

)
du

=
2π

3

[
8u− 12 log u− 6

u
+

1

2u2

]1
1
2

= π

(
17

3
− 8 log 2

)
�
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3.17 2017年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 実数 a，bに対して

f(θ) = cos 3θ + a cos 2θ + b cos θ

とし，0 < θ < πで定義された関数

g(θ) =
f(θ)− f(0)
cos θ − 1

を考える．

(1) f(θ)と g(θ)を x = cos θの整式で表せ．

(2) g(θ)が 0 < θ < πの範囲で最小値 0をとるための a，bについての条件を求
めよ．また，条件をみたす点 (a, b)が描く図形を座標平面上に図示せよ．

2 座標平面上で x座標と y座標がいずれも整数である点を格子点という．格子点
上を次の規則に従って動く点 Pを考える．

(a) 最初に，点 Pは原点Oにある．

(b) ある時刻で点Pが格子点 (m, n)にあるとき，その 1秒後の点Pの位
置は，隣接する格子点 (m+1, n)，(m, n+1)，(m−1, n)，(m, n−1)
のいずれかであり，また，これらの点に移動する確率は，それぞれ

1

4
である．

(1) 点 Pが，最初から 6秒後に直線 y = x上にある確率を求めよ．

(2) 点 Pが，最初から 6秒後に原点Oにある確率を求めよ．

3 複素数平面上の原点以外の点 zに対して，w =
1

z
とする．

(1) αを 0でない複素数とし，点 αと原点 Oを結ぶ線分の垂直二等分線を L

とする．点 zが直線 L上を動くとき，点 wの軌跡は円から 1点を除いた
ものになる．この円の中心と半径を求めよ．

(2) 1の 3乗根のうち，虚部が正であるものを βとする．点 βと点 β2を結ぶ
線分上を点 zが動くときの点wの軌跡を求め，複素数平面上に図示せよ．



188 第 3章 東京大学

4 p = 2 +
√
5とおき，自然数 n = 1, 2, 3, · · · に対して

an = pn +

(
−1

p

)n

と定める．以下の問いに答えよ．ただし設問 (1)は結論のみを書けばよい．

(1) a1，a2の値を求めよ．

(2) n = 2とする．積 a1anを，an+1と an−1を用いて表せ．

(3) anは自然数であることを示せ．

(4) an+1と anの最大公約数を求めよ．

5 kを実数とし，座標平面上で次の2つの放物線C，Dの共通接線について考える．

C : y = x2 + k

D : x = y2 + k

(1) 直線 y = ax+ bが共通接線であるとき，aを用いて kと bを表せ．ただし
a 6= −1とする．

(2) 傾きが 2の共通接線が存在するように kの値を定める．このとき，共通接
線が 3本存在することを示し，それらの傾きと y切片を求めよ．

6 点 Oを原点とする座標空間内で，一辺の長さが 1の正三角形 OPQを動かす．
また，点 A(1, 0, 0)に対して，∠AOPを θとおく．ただし 0◦ 5 θ 5 180◦と
する．

(1) 点Qが (0, 0, 1)にあるとき，点 Pの x座標がとりうる値の範囲と，θが
とりうる値の範囲を求めよ．

(2) 点 Qが平面 x = 0上を動くとき，辺 OPが通過しうる範囲をK とする．
Kの体積を求めよ．
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解答例

1 (1) f(θ) = cos 3θ + a cos 2θ + b cos θ

= 4 cos3 θ − 3 cos θ + a(2 cos2 θ − 1) + b cos θ

= 4x3 − 3x+ a(2x2 − 1) + bx

= 4x3 + 2ax2 + (b − 3)x − a

f(0) = 4 + 2a+ (b− 3)− a であるから

f(θ)− f(0) = 4(x3 − 1) + 2a(x2 − 1) + (b− 3)(x− 1)

f(θ)− f(0)
x− 1

= 4(x2 + x+ 1) + 2a(x+ 1) + b− 3

よって g(θ) =
f(θ)− f(0)
cos θ − 1

= 4x2 + 2(a + 2)x + 2a + b + 1

(2) x = cos θ (0 < θ < π)より −1 < x < 1

h(x) = 4x2 + 2(a+ 2)x+ 2a+ b+ 1 (−1 < x < 1)とおくと

h(x) = 4

(
x+

a+ 2

4

)2

− a2

4
+ a+ b

h(x)は−1 < x < 1で最小値 0をとるから

−1 < −a+ 2

4
< 1, −a

2

4
+ a+ b = 0

よって b =
1

4
(a − 2)2 − 1 (−6 < a < 2)

条件を満たす点 (a, b)が描く図形は，右の図の
とおり．

　

O

b

a−6

15

2
−1

�
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2 (1) x軸方向に 1，−1，y軸方向に 1，−1だけ平行移動する回数をそれぞれ i，
j，k，lとすると (0 5 i, j, k, l 5 6)，その確率は∑

i+j+k+l=6

05i,j,k,l56

6!

i!j!k!l!

(
1

4

)6

このとき i+ j + k+ l = 6, i− j = k− l すなわち i+ l = j + k = 3

よって，求める確率は∑
i+l=j+k=3

05i,j,k,l56

6!

i!j!k!l!

(
1

4

)6

=
6!

3!3!

(
1

4

)6 ∑
i+l=3
05i,l53

3!

i!l!

∑
j+k=3

05j,k53

3!

j!k!

=
6!

3!3!

(
1

4

)6

·23·23 =
5

16

(2) i+ j + k + l = 6，i = j，k = l すなわち i+ k = 3

よって，求める確率は∑
i+k=3
05i,k53

6!

(i!k!)2

(
1

4

)6

=
6!

46

{
1

(3!)2
+

1

(1!2!)2
+

1

(2!1!)2
+

1

(3!)2

}
=

25

256

別解 (1 + x)3 = 3C0 + 3C1x+ 3C2x
2 + 3C3x

3，

(1 + x)3 = 3C3 + 3C2x+ 3C1x
2 + 3C0x

3

上の 2式の積と (1 + x)6の x3の係数 6C3との比較により

(3C0)
2 + (3C1)

2 + (3C2)
2 + (3C3)

3 = 6C3

一般には，(1+x)n(1+x)n = (1+x)2nの xnの係数を比較することにより

n∑
k=0

(nCk)
2 = 2nCn

したがって∑
i+k=3
05i,k53

6!

(i!k!)2

(
1

4

)6

=
6!

3!3!

(
1

4

)6 ∑
i+k=3
05i,k53

(
3!

i!k!

)2

=
6!

3!3!

(
1

4

)6 3∑
k=0

(3Ck)
2

= 6C3

(
1

4

)6

6C3 = (6C3)
2

(
1

4

)6

=
25

256

�
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3 (1) 点 α 6= 0とOを結ぶ線分の垂直二等分線 Lの方程式は |z| = |z − α|

w =
1

z
より，z =

1

w
(w 6= 0)であるから∣∣∣∣ 1w

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1w − α
∣∣∣∣ ゆえに

∣∣∣w
α

∣∣∣ ∣∣∣∣ 1w
∣∣∣∣ = ∣∣∣wα ∣∣∣

∣∣∣∣ 1w − α
∣∣∣∣

したがって

∣∣∣∣w − 1

α

∣∣∣∣ = 1

|α|
よって，wは中心

1

α
，半径

1

|α|
の円

(2) β =
−1 +

√
3 i

2
，β2 =

−1−
√
3 i

2
であるから，2点 β，β2を結ぶ線は，点

−1と原点Oを結ぶ線分の垂直二等分であるから，(1)の結果から

|w + 1| = 1 · · · 1©

zは，点 βと点 β2を結ぶ線分上を点 zが動くから

1

2
5 |z| 5 1 すなわち 1 5 |w| 5 2 · · · 2©

したがって，点wの軌跡は， 1©， 2©の共通部分で下の図の実線部分．

O

Im

Re

β

β2

−1−2 1 2
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解説 L上の点 zは

z =
α

2
+
αi

2
tan θ

(
−π
2
< θ <

π

2

)
w =

1

z
により

w =
2

α
· 1

1 + i tan θ
=

1

α
· 2 cos θ

cos θ + i sin θ

=
1

α
(2 cos2 θ − 2i sin θ cos θ)

=
1

α
(1 + cos 2θ − i sin 2θ)

　
z

α

θ

2θ
1
α

L

α
2

O

Im

Re

w

点wは点
1

α
を中心とし，半径

1

|α|
の円周上にある．−π < 2θ < πである

から，点wの表す軌跡はこの円から原点Oを除いたものになる．

また，点 βと β2を結ぶ線分上の点 zは

z = −1

2
+
i

2
tan θ

(
−π
3
5 θ 5 π

3

)
w =

1

z
により

w = − 2

1− i tan θ
= − 2 cos θ

cos θ − i sin θ
= −2(cos2 θ + i sin θ cos θ)

= −1− (cos 2θ + i sin 2θ)

　

O

Im

Re

β

β2

−1
−2

z
θ

2θ

w

−1
2

�

4 (1) a1 = p− 1

p
= 2 +

√
5− 1

2 +
√
5
= 2 +

√
5− (

√
5− 2) = 4

a2 = p2 +
1

p2
=

(
p− 1

p

)2

+ 2 = 42 + 2 = 18

(2) pn+1 +

(
−1

p

)n+1

=

(
p− 1

p

){
pn +

(
−1

p

)n}
+ pn−1 +

(
−1

p

)n−1

より

an+1 = a1an + an−1 よって a1an = an+1 − an−1

補足 αn+1 + βn+1 = (α + β)(αn + βn)− αβ(αn−1 + βn−1)
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(3) (1)，(2)の結果から a1 = 4，a2 = 18，an+1 = 4an + an−1 · · · (∗)
よって，すべての自然数 nについて，anは自然数である．

(4) 2つの自然数 k，lの最大公約数を gcd(k, l)とする．

(∗)にユークリッドの互除法を順次適用することにより

gcd(an+1, an) = gcd(an, an−1) = · · · = gcd(a2, a1) = 2

ユークリッドの互除法

nがmで割り切れること (mが nの約数)をm |nと表記し，整数 x，yの最大
公約数を (x, y)と表記すると，次は自明である．

(x, y) |x, (x, y) | y

ユークリッドの互除法� �
2整数 a，bについて (a > b > 0)，aを bで割ったときの商を q，余りを cと
すると

c 6= 0のとき (a, b) = (b, c)

c = 0のとき (a, b) = b� �
証明 c 6= 0のとき，a = bq+cより (b, c) | a また，(b, c) | bであるから，(b, c)

は aと bの公約数，したがって

(b, c) | (a, b) · · · 1©

同様に，c = a− bqより (a, b) | c また，(a, b) | bであるから，(a, b)は b

と cの公約数，したがって

(a, b) | (b, c) · · · 2©

1©， 2©より (a, b) = (b, c)

c = 0のとき，自明． 証終

�
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5 (1) y = x2 + kと y = ax+ bから yを消去すると

x2 + k = ax+ b ゆえに x2 − ax+ k − b = 0

このとき，方程式の係数について

(−a)2 − 4(k − b) = 0 すなわち 4k = a2 + 4b · · · 1©

x = y2 + kと y = ax+ b，すなわち，x =
1

a
y − b

a
について， 1©より

4k =

(
1

a

)2

+ 4

(
− b
a

)
=

1

a2
− 4b

a
· · · 2©

1©， 2©から kを消去すると

a2 − 1

a2
+ 4b

(
1 +

1

a

)
= 0

(a+ 1)(a− 1)(a2 + 1) + 4ab(a+ 1) = 0

a 6= −1より，a+ 1 6= 0であるから

(a− 1)(a2 + 1) + 4ab = 0 よって b =
(1 − a)(1 + a2)

4a
· · · 3©

これを 1©に代入して

4k = a2 + 4·(1− a)(1 + a2)

4a
よって k =

a2 − a + 1

4a
· · · 4©

(2) a = 2を 4©に代入すると k =
3

8
これを 1©， 2©に代入すると

3

2
= a2 + 4b,

3

2
=

1

a2
− 4b

a

上の 2式から bを消去して整理すると

(a+ 1)(a− 2)(2a− 1) = 0 これを解いて a = −1, 2, 1

2

k =
3

8
を 1©に代入すると

3

2
= a2 + 4b ゆえに b = −a

2

4
+

3

8

よって (a, b) =

(
−1,

1

8

)
,

(
2,−

5

8

)
,

(
1

2
,

5

16

)
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別解 3©， 4©に a = 2を代入すると b = −5

8
，k =

3

8

このとき，C，Dの共通接線の 1本は y = 2x− 5

8
CとDは直線 y = xに関して対称であるから，上の共通接線と直線 y = x

に関して対称な直線

x = 2y − 5

8
すなわち y =

1

2
x+

5

16

もCとDの共通接線である．

また，直線 y = xに関して対称な直線 x+ y = dがC : y = x2 +
3

8
と接す

るとき，2式から yを消去して整理すると

x2 + x+
3

8
− d = 0

このとき，係数について

12 − 4·1
(
3

8
− d
)

= 0 これを解いて d =
1

8

直線 y = xに関するCとDの対称性により，直線

x+ y =
1

8
すなわち y = −x+ 1

8

は，CとDの共通接線である．

O

y

x

3
8

3
8

1
8

−5
8

−5
8

y=2x− 5
8

x=2y− 5
8

x+y= 1
8

y=x2+ 3
8

x=y2+ 3
8

C

D

よって，求める 3本の共通接線は

y = 2x− 5

8
, y =

1

2
x+

5

16
, y = −x+ 1

8

�
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6 (1) θが最大または最小となるのは，zx平面上に
おいて，Pが右の図で示した位置にあるとき
である．x = cos θであるから

π

6
5 θ 5

5π

6
, −

√
3

2
5 x 5

√
3

2

　

O

z

x

Q1

A
1

PP 5π
6

π
6

(2) 点Qが平面 x = 0上の点 (0, 0, 1)にあるとき，辺OPは左図の円錐面を
描く．点Qを平面 x = 0を動かす，すなわち，OQを平面 x = 0上でOを
中心に回転させると，この円錐面が zx平面を通過してできる zx平面に描
く輪郭は右図の斜線部分になる．

P
1
2

Q
z

x

yO

1

O

z

x

1

5π
6

π
6

r(θ)=1

θ

P

極方程式による曲線の回転体の体積� �
極方程式 r = r(θ) (α 5 θ 5 β)で表される曲線を x軸の回りに回転さ
せた立体の体積 V は

V =
2π

3

∫ β

α

r(θ)3 sin θ dθ

� �
したがって，(上の公式 2に r(θ) = 1，α =

π

6
，β =

5π

6
を代入すると)

V =
2π

3

∫ 5π
6

π
6

13 sin θ dθ =
2π

3

[
− cos θ

] 5π
6

π
6

=
2
√
3

3
π

別解 2012年九大理系 p.7の例 5で示した公式 3

V2 =
4

3
πr2a

に r = 1，a =

√
3

2
を代入すると

V =
4

3
π·12·

√
3

2
=

2
√
3

3
π

　

O

z

x

1

√
3
2

−
√
3
2

2p.592の極方程式の計量を参照．
3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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2009 京都大学 (理系)前期� �
xy平面上で原点を極，x軸の正の部分を始線とする極座標に関して，極方程式
r = 2 + cos θ (0 5 θ 5 π)により表される曲線をCとする．Cと x軸とで囲まれ
た図形を x軸のまわりに 1回転して得られる立体の体積を求めよ．� �
解答 V =

2π

3

∫ π

0

(2 + cos θ)3 sin θ dθ =
2π

3

[
− 1

4
(2 + cos θ)4

]π
0

=
40

3
π

2013 大阪大学 (理系)前期� �
xyz空間内の 3点O(0, 0, 0)，A(1, 0, 0)，B(1, 1, 0)を頂点とする三角形OAB

を x軸のまわりに 1回転させてできる円すいを V とする．円すい V を y軸のま
わりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．� �
解答 右の図の斜線部分を y軸のまわりに 1回転させた

立体の体積であるから

V =
4

3
π(
√
2)2·1 =

8

3
π

　

O

z

y

√
2

1−1

�
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3.18 2018年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 関数

f(x) =
x

sinx
+ cos x (0 < x < π)

の増減表をつくり，x→ +0，x→ π − 0のときの極限を調べよ．

2 数列 a1, a2, · · · を

an =
2n+1Cn

n!
(n = 1, 2, · · · )

で定める．

(1) n = 2とする．
an
an−1

を既約分数
qn
pn
として表したときの分母 pn = 1と分

子 qnを求めよ．

(2) anが整数となる n = 1をすべて求めよ．

3 放物線 y = x2のうち−1 5 x 5 1をみたす部分を Cとする．座標平面上の原
点Oと点A(1, 0)を考える．k > 0を実数とする．点PがC上を動き，点Qが
線分OA上を動くとき，

−→
OR =

1

k

−→
OP + k

−→
OQ

をみたす点Rが動く領域の面積を S(k)とする．

S(k)および lim
k→+0

S(k)， lim
k→∞

S(k)を求めよ．

4 a > 0とし，
f(x) = x3 − 3a2x

とおく．次の 2条件をみたす点 (a, b)の動きうる範囲を求め，座標平面上に図
示せよ．

条件 1：方程式 f(x) = bは相異なる 3実数解をもつ．

条件 2：さらに，方程式 f(x) = bの解を α < β < γとすると β > 1である．
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5 複素数平面上の原点を中心とする半径 1の円をCとする．点P(z)はC上にあ
り，点A(1)とは異なるとする．点Pにおける円Cの接線に関して，点Aと対

称な点をQ(u)とする．w =
1

1− u
とおき，wと共役な複素数をw で表す．

(1) uと
w

w
を zについての整式として表し，絶対値の商

|w + w − 1|
|w|

を求めよ．

(2) C のうち実部が
1

2
以下の複素数で表される部分を C ′とする．点 P(z)が

C ′上を動くときの点R(w)の軌跡を求めよ．

6 座標空間内の 4点O(0, 0, 0)，A(1, 0, 0)，B(1, 1, 0)，C(1, 1, 1)を考える．
1

2
< r < 1とする．点Pが線分OA，AB，BC上を動くときに点Pを中心とす

る半径 rの球 (内部を含む)が通過する部分を，それぞれ V1，V2，V3とする．

(1) 平面 y = tが V1，V3双方と共有点をもつような tの範囲を与えよ．さら
に，この範囲の tに対し，平面 y = tと V1の共通部分および，平面 y = t

と V3の共通部分を同一平面上に図示せよ．

(2) V1と V3の共通部分が V2に含まれるための rについての条件を求めよ．

(3) rは (2)の条件をみたすとする．V1の体積を Sとし，V1と V2の共通部分
の体積を T とする．V1，V2，V3を合わせて得られる立体 V の体積を Sと
T を用いて表せ．

(4) ひきつづき rは (2)の条件をみたすとする．Sと T を求め，V の体積を決
定せよ．



200 第 3章 東京大学

解答例

1 f(x) =
x

sinx
+ cosx (0 < x < π) より

f ′(x) =
1· sin x− x cosx

sin2 x
− sinx =

sinx(1− sin2 x)− x cos x
sin2 x

=
sinx cos2 x− x cos x

sin2 x
=

cosx(sinx cosx− x)
sin2 x

=
cosx(sin 2x− 2x)

2 sin2 x

ここで，g(x) = sin 2x− 2x (0 5 x < π)とおくと

g(0) = 0, g′(x) = 2(cos 2x− 1) < 0 (0 < x < π)

したがって 0 < x < πのとき g(x) < 0

f ′(x) =
g(x) cos x

sin2 x
により，f(x)の増減表は次のようになる．

x (0) · · · π
2
· · · (π)

f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ π
2
↗

また lim
x→+0

f(x) = lim
x→+0

( x

sin x
+ cos x

)
= 1 + 1 = 2

lim
x→π−0

f(x) = lim
x→π−0

( x

sinx
+ cos x

)
= ∞

�
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2 (1) an =
2n+1Cn

n!
(n = 1, 2, · · · )より an =

(2n+ 1)!

(n!)2(n+ 1)!

ゆえに
an
an−1

=
(2n+ 1)!

(n!)2(n+ 1)!
·{(n− 1)!}2n!

(2n− 1)!

=
(2n+ 1)!

(2n− 1)!
·{(n− 1)!}2

(n!)2
· n!

(n+ 1)!

= 2n(2n+ 1)· 1
n2
· 1

n+ 1
=

2(2n+ 1)

n(n+ 1)

連続する 2つの整数の積 n(n+ 1)は 2で割り切れるから

an
an−1

=
2n+ 1

1
2
n(n+ 1)

· · · (∗)

このとき 2n+ 1 = 2·n+ 1，2n+ 1 = 2(n+ 1)− 1

2n+ 1と nは互いに素，また，2n+ 1と n+ 1も互いに素である．

よって pn =
1

2
n(n + 1), qn = 2n + 1

(2) a1 =
3C1

1!
= 3，a2 =

5C2

2!
= 5，(1)の結果から，qnは奇数，p3 = 6．

n = 2のとき
n∏

k=2

ak
ak−1

=
n∏

k=2

qk
pk

ゆえに
an
a1

=
n∏

k=2

qk
pk

したがって an = 3
n∏

k=2

qk
pk

=
3q2q3 · · · qn
p2p3 · · · pn

n = 3のとき，p2p3 · · · pnは偶数であり，一方，3q2q3 · · · qnは奇数である
から，anは整数ではない．よって，anが整数となる nは

n = 1, 2

別解
qn
pn

=
2(2n+ 1)

n(n+ 1)
=

2

n
+

2

n+ 1
より

n 5 3のとき
qn
pn

> 1， 4 5 nのとき
qn
pn

< 1．

したがって a1 < a2 < a3 > a4 > a5 > · · · > an

a3 =
35

6
，a4 =

21

4
，a5 =

77

20
，a6 =

143

60
，a7 =

143

112
，a8 =

2431

4032

n = 8のとき，an < 1となる．よって，anが整数となる nは n = 1, 2

�
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3 C上の点 P(p, p2)に対して (−1 5 p 5 1)，
−−→
OP′ =

1

k

−→
OPとおくと

−−→
OP′ =

1

k

−→
OP =

1

k
(p, p2) =

(
p

k
, k
(p
k

)2)

−1

k
5 p

k
5 1

k
から，P′は放物線 y = kx2

(
−1

k
5 x 5 1

k

)
上にある．また，線

分OA上の点Q(q, 0)に対して (0 5 q 5 1)

k
−→
OQ = k(q, 0) = (kq, 0)

−→
OR =

−−→
OP′ + k

−→
OQより，Rは点 P′を x軸方向に kq だけ平行移動した点であ

る．このとき，0 5 kq 5 kであるから，次のように場合分けを行う．

(i) k − 1

k
<

1

k
，すなわち，k <

√
2のとき

S(k) = 2× 1

k
·k − 2

∫ k
2

0

kx2 dx = 2− 2

[
k

3
x3
] k

2

0

= 2 −
k4

12

O

y

xk− 1
k

1
k

k − 1
k

1
k

x = k
2

k + 1
k

(ii)
1

k
5 k − 1

k
，すなわち，

√
2 5 kのとき

S(k) =
1

k

{
k +

1

k
−
(
−1

k

)}
− 2

∫ 1
k

0

kx2 dx = 1 +
4

3k2

O

y

x− 1
k

1
k

k k + 1
k

1
k k − 1

k

(i)，(ii)の結果から lim
k→+0

S(k) = 2， lim
k→∞

S(k) = 1 �
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4 f(x) = x3 − 3a2xより

f ′(x) = 3x2 − 3a2 = 3(x+ a)(x− a)

f(x)の増減表は

x · · · −a · · · a · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 2a3 ↘ −2a3 ↗

　

O

y

x
α β γ

b

1

f(1)

a
−a

2a3

−2a3

y=f(x)

f(x) = bの解 α < β < γについて，β > 1であ
るから

1 < a, −2a3 < b < f(1)

したがって

−2a3 < b < −3a2 + 1 (a > 1)

点 (a, b)の満たす領域は，右の図の斜線部分で，
境界線を含まない．

　

O

b

a
1

−2

b=−2a3
b=−3a2 + 1

1

�
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5 (1) θ = arg zとし，2点A，Qをそれぞれ原点Oを中心に−θだけ回転させた
点をそれぞれA′，Q′とすると，A′(z)を点 1に関して対称位移動した点が
2− zで，この点を x軸に関して対称移動した点がQ′(2− z)である．

O

y

x

Q(u)

A(1)

P(z)
w

w

2− z2− z

Q′(2− z)

O

y

x1

A′(z)

`′

`

θ
−θ

C

Q(u)はQ′(2− z)を原点Oを中心に θだけ回転させたものであるから

u = z(2 − z) ゆえに w =
1

1− u
=

1

1− z(2− z)
=

1

(z − 1)2

さらに w =
1

(z − 1)2
=

z2

z2(z − 1)2
=

z2

(1− z)2
= z2w よって

w

w
= z2

したがって

|w + w − 1|
|w|

=

∣∣∣∣1 + w

w
− 1

w

∣∣∣∣ = ∣∣1 + z2 − (z − 1)2
∣∣ = 2|z| = 2
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(2) (1)の結果より argw = −2 arg(z − 1)，

∣∣∣∣w + w

2
− 1

2

∣∣∣∣ = |w| · · · (∗)
2

3
π 5 arg(z − 1) 5 4

3
πであるから −8

3
π 5 −2 arg(z − 1) 5 −4

3
π

ϕ = argwとおくと −2

3
π 5 ϕ 5 2

3
π

O

y

x

R(w)
H

1
2

m

ϕ

O

y

x1

z

1
2

arg(z−1)

複素数平面上にR(w)をとり，点
1

2
を通り，x軸に垂直な直線mにRから

垂線RHを引く．r = |w|とすると，(∗)より

RH =

∣∣∣∣w + w

2
− 1

2

∣∣∣∣ = r

ORcosϕ+RH =
1

2
であるから r cosϕ+ r =

1

2
· · · 1©

よって r =
1

2(1 + cosϕ)

(
−2

3
π 5 ϕ 5 2

3
π

)
· · · (∗∗)

w = x+ yiとおくと，x = r cosϕ，r2 = x2 + y2

であるから， 1©より

x+ r =
1

2
ゆえに r2 =

(
1

2
− x
)2

整理すると x =
1

4
− y2

(∗∗)より ϕ = ±2

3
πのとき r = 1

　

O

y

x

√
3
2

−
√
3
2

−1
2

1
4

2
3
π

ϕ = −2

3
πのとき

(
−1

2
,−
√
3

2

)
， ϕ =

2

3
πのとき

(
−1

2
,

√
3

2

)

よって，求める軌跡の方程式は x =
1

4
− y2

(
−
√
3

2
5 y 5

√
3

2

)
R(w)の表す軌跡は，右上の図のようになる．
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補足 (∗∗)および ϕ = argwより，wは次式で与えられる．

w =
cosϕ+ i sinϕ

2(1 + cosϕ)

(
−2

3
π 5 ϕ 5 2

3
π

)

別解 θ = arg zとすると，条件から
π

3
5 θ 5 5

3
π

w =
1

(z − 1)2
により

w =
1

z2 − 2z + 1
=

z

z + z − 2
=

cos θ − i sin θ
2 cos θ − 2

=
− cos θ + i sin θ

2(1− cos θ)

ここで，θ = π − ϕとおくと

w =
cosϕ+ i sinϕ

2(1 + cosϕ)

(
−2

3
π 5 ϕ 5 2

3
π

)
r = |w|とおくと，(∗∗)が得られる (以下の計算は同様)． �
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6 (1) 点 Pが線分OA上を動くとき，点 Pから平面 y = tまでの距離は t

点 Pが線分BC上を動くとき，点 Pから平面 y = tまでの距離は 1− t
したがって，平面 y = tが V1，V3双方と共有点をもつような tの範囲は

t 5 r かつ 1− t 5 r すなわち 1 − r 5 t 5 r · · · (∗)

線分OA上の点 P(c1, 0, 0)を中心とする半径 rの球 (内部を含む)は

(x− c1)2 + y2 + z2 5 r2

これと平面 y = tの共通部分は

(x− c1)2 + z2 5 r2 − t2, y = t

上式は，平面y = tにおいて点 (c1, t, 0)

を中心とする半径
√
r2 − t2 の円の内部

である．点 Pが線分 OA上を動く，す
なわち，0 5 c1 5 1のとき上式が通
過する図形が，平面 y = tと V1の共通
部分である．この図形を平面 y = t上
に描くと右のようになる．境界を含む
(r1 =

√
r2 − t2)．

　

O

z

x

r1

−r1

−r1 1+r11

線分BC上の点 P(1, 1, c3)を中心とする半径 rの球 (内部を含む)は

(x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − c3)2 5 r2

これと平面 y = tの共通部分は

(x− 1)2 + (z − c3)2 5 r2 − (t− 1)2, y = t

上式は，平面y = tにおいて点 (1, t, c3)

を中心とする半径
√
r2 − (t− 1)2 の円

の内部である．点 Pが線分OA上を動
く，すなわち，0 5 c3 5 1のとき上式
が通過する図形が，平面 y = tと V3の
共通部分である．この図形を平面 y = t

上に描くと右の図のようになる．境界
を含む (r3 =

√
r2 − (t− 1)2)．

　

O

z

x1

1

1+r3

1+r31−r3

−r3
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r1 =
√
r2 − t2，r3 =

√
r2 − (t− 1)2であるから，これらの大小により tの

値の範囲は次のようになる．

(i) r1 = r3のとき

√
r2 − t2 =

√
r2 − (t− 1)2 これを解いて t 5 1

2

このとき，(∗)に注意して 1− r 5 t 5 1

2
(ii) r1 < r3のとき

√
r2 − t2 >

√
r2 − (t− 1)2 これを解いて t >

1

2

このとき，(∗)に注意して 1

2
< t 5 r

(i),(ii)の場合について，平面 y = tと V1の共通部分および，平面 y = tと
V3の共通部分を同一平面上に図示すると次のようになる．

O

z

x1

1

1+r1

r1

−r1

−r1

1+r3

O

z

x

r1

1

1+r3

1+r3
−r1 1
−r3

r1 = r3 (1− r 5 t 5 1
2
) のとき r1 < r3 (1

2
< t 5 r) のとき
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(2) (1)の結果から，V1と V3の共通部分を平面 y = t上に図示すると

O

z

x1

1

1+r1

r1

−r1

−r1

1+r3

O

z

x

r1

1

1+r3

1+r3
−r1 1
−r3

r1 = r3 (1− r 5 t 5 1
2
) のとき r1 < r3 (1

2
< t 5 r) のとき

P

Q
Q

P

また，P(1, t, 0)をとり，Pから領域内の点までの距離が最大となる点を
Qとすると

PQ2 = r1
2 + r3

2

= (r2 − t2) + {r2 − (t− 1)2}
= 2r2 − 2t2 + 2t− 1

V1と V3の共通部分が V2に含まれるとき PQ 5 r · · · 1©

ゆえに r2 − PQ2 = 2t2 − 2t+ 1− r2

= 2

(
t− 1

2

)2

+
1

2
− r2 · · · 2©

1

2
< r < 1であるから，t =

1

2
は (∗)の範囲に含まれる．

1©， 2©より 1

2
− r2 = 0 これを解いて r 5 1√

2

与えられた rの値に注意して
1

2
< r 5

1
√
2

(3) V1の体積SからV1とV2の共通部分の体積を
引いた体積，V3の体積SからV3とV2の共通
部分の体積を引いた体積はともに S − T，V2
の体積がSであるから，V1，V2，V3を合わせ
て得られる立体の体積は

2(S − T ) + S = 3S − 2T

　

S−T
T

V1 V3
V2

S

S−T
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(4) Sは半径 rの半球が 2つと底面の半径 r，高さ 1の円柱の体積の和より

S =
4

3
πr3 + πr2·1 =

4

3
πr3 + πr2

球面 (x−1)2+y2+z2 = r2の平面 z = u

による断面は (−r 5 u 5 r)，円

(x− 1)2 + y2 = r2 − u2

であり，この円の半径を ruとすると

ru
2 = r2 − u2

したがって，T の平面 z = uによる断
面は，右の図の斜線部分である．

　

O

y

x1

1

1+ru

ru

−ru

−ru

1+ru

右の図の斜線部分の面積は

3

4
πru

2 + ru
2 =

(
3

4
π + 1

)
ru

2 =

(
3

4
π + 1

)
(r2 − u2)

よって T =

(
3

4
π + 1

)∫ r

−r

(r2−u2)du =

(
3

4
π + 1

)
·4
3
r3 =

(
π +

4

3

)
r3

(3)の結果により，V の体積は

3S − 2T = 3

(
4

3
πr3 + πr2

)
− 2

(
π +

4

3

)
r3

=

(
2π −

8

3

)
r3 + 3πr2

�
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3.19 2019年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 次の定積分を求めよ．∫ 1

0

(
x2 +

x√
1 + x2

)(
1 +

x

(1 + x2)
√
1 + x2

)
dx

2 一辺の長さが1の正方形ABCDを考える．3点P，Q，Rはそれぞれ辺AB，AD，

CD上にあり，3点A，P，Qおよび 3点P，Q，Rはどちらも面積が
1

3
の三角

形の 3頂点であるとする．
DR

AQ
の最大値，最小値を求めよ．

3 座標空間内に5点A(2, 0, 0)，B(0, 2, 0)，C(−2, 0, 0)，D(0,−2, 0)，E(0, 0,−2)
を考える．線分ABの中点Mと線分ADの中点Nを通り，直線AEに平行な平
面を αとする．さらに，pは 2 < p < 4をみたす実数とし，点 P(p, 0, 2)を考
える．

(1) 八面体 PABCDEの平面 y = 0による切り口および，平面 αの平面 y = 0

による切り口を同一平面上に図示せよ．

(2) 八面体PABCDEの平面αによる切り口が八角形となる pの範囲を求めよ．

(3) 実数 pが (2)で定まる範囲にあるとする．八面体 PABCDEの平面 αによ
る切り口のうち y = 0，z = 0の部分を点 (x, y, z)が動くとき，座標平面
上で点 (y, z)が動く範囲の面積を求めよ．

4 nを 1以上の整数とする．

(1) n2 + 1と 5n2 + 9の最大公約数 dnを求めよ．

(2) (n2 + 1)(5n2 + 9)は整数の 2乗にならないことを示せ．
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5 以下の問いに答えよ．

(1) nを 1以上の整数とする．xについての方程式

x2n−1 = cos x

は，ただ一つの実数解 anをもつことを示せ．

(2) (1)で定まる anに対し，cos an > cos 1を示せ．

(3) (1)で定まる数列 a1, a2, a3, · · · , an, · · · に対し，

a = lim
n→∞

an, b = lim
n→∞

an
n, c = lim

n→∞

an
n − b

an − a

を求めよ．

6 複素数 α, β, γ, δおよび実数 a，bが，次の 3条件をみたしながら動く．

条件 1：α, β, γ, δは相異なる．

条件 2：α, β, γ, δは 4次方程式 z4 − 2z3 − 2az + b = 0の解である．

条件 3：複素数 αβ + γδの実部は 0であり，虚部は 0でない．

(1) α, β, γ, δのうち，ちょうど 2つが実数であり，残りの 2つは互いに共役
な複素数であることを示せ．

(2) bを aで表せ．

(3) 複素数 α + βがとりうる範囲を複素数平面上に図示せよ．
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解答例

1 被積分関数を展開すると(
x2 +

x√
1 + x2

)(
1 +

x

(1 + x2)
√
1 + x2

)
=x2 +

x√
1 + x2

+
x3

(1 + x2)
3
2

+
x2

(1 + x2)2

=x2 +
x√

1 + x2
+
x(1 + x2)− x
(1 + x2)

3
2

+
x2

(1 + x2)2

=x2 +
2x√
1 + x2

− x

(1 + x2)
3
2

+
x2

(1 + x2)2

求める定積分を Iとすると

I =

∫ 1

0

(
x2 +

x√
1 + x2

)(
1 +

x

(1 + x2)
√
1 + x2

)
dx

=

∫ 1

0

(
x2 +

2x√
1 + x2

− x

(1 + x2)
3
2

)
dx+

∫ 1

0

x2

(1 + x2)2
dx · · · (∗)

まず∫ 1

0

(
x2 +

2x√
1 + x2

− x

(1 + x2)
3
2

)
dx =

[
x3

3
+ 2
√
1 + x2 +

1√
1 + x2

]1
0

=
5

2

√
2− 8

3
· · · 1©

次に，
∫ 1

0

x2

(1 + x2)2
dxについて，x = tan θとおくと

dx

dθ
=

1

cos2 θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4

∫ 1

0

x2

(1 + x2)2
dx =

∫ π
4

0

tan2 θ

(1 + tan2 θ)2
· dθ

cos2 θ

=

∫ π
4

0

sin2 θ dθ =

∫ π
4

0

(
1

2
− 1

2
cos 2θ

)
dθ

=

[
θ

2
− 1

4
sin 2θ

]π
4

0

=
π

8
− 1

4
· · · 2©

(∗)， 1©， 2©より I =

(
5

2

√
2− 8

3

)
+

(
π

8
− 1

4

)
=

5

2

√
2 +

π

8
−

35

12
�



214 第 3章 東京大学

2
1

AQ
= x，DR = yとおくと

4APQ =
1

2
AP·AQ =

1

3
より

1

2
AP·1

x
=

1

3
ゆえに AP =

2x

3

0 < AQ 5 1，0 < AP 5 1より

0 <
1

x
5 1 かつ 0 <

2x

3
5 1

すなわち 1 5 x 5 3

2
· · · 1©

　

A B

CD

P

Q

R

2x
3

y

1
x

4APR +4AQR = 4APQ+4PQRより

1

2
·2x
3
·1 + 1

2
·1
x
·y =

1

3
+

1

3
ゆえに y = −2

3
x2 +

4

3
x · · · 2©

= −2

3
(x− 1)2 +

2

3

1©を定義域とすると 1

2
5 y 5 2

3
これは，yの条件をみたす．

2©より DR

AQ
=

1

AQ
·DR = xy = x

(
−2

3
x2 +

4

3
x

)
= −2

3
x3 +

4

3
x2

したがって，次の関数の最大値・最小値を求めればよい．

f(x) = −2

3
x3 +

4

3
x2

(
1 5 x 5 3

2

)
f(x)を微分すると

f ′(x) = −2x2 + 8

3
x = −2x

(
x− 4

3

)

x 1 · · · 4
3
· · · 3

2

f ′(x) + 0 −
f(x) 2

3
↗ 64

81
↘ 3

4

よって 最大値
64

81
，最小値

2

3
�
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3 (1) 八面体PABCDEの平面 y = 0によ
る切り口は四角形 PCEAである．
平面 αの平面 y = 0による切り口
は，点 (1, 0, 0)を通り，方向ベク
トルが (1, 0, 1)の直線であるから
平面 y = 0におけるその方程式は

z = 1(x− 1)

すなわち z = x− 1

したがって，この直線とPとの位置
関係により，次の (i)～(iii)の場合に
分けられる．

　

A

P

2 x

y

p

2
z

B
2

C 1

D
−2

−2

E −2

M

N

O

(i) 2 < p < 3のとき (ii) p = 3のとき (iii) 3 < p < 4のとき

O

z

x

P

p

2

2−2

−2

1

−1

AC

Eα

O

z

x

P
2

2−2

−2

1

−1

AC

Eα

3 O

z

x

P2

2−2

−2

1

−1

AC

Eα

p

(2) 平面αは，2点M，Nおよび点 (0, 0,−1)を通るから，3点B，C，Dは平
面 αに関して，点Eと反対側にあり，3辺BE，CE，DEは平面 αとそれ
ぞれ交点をもつ．また，(1)(iii)のように，点Pが点Cと平面 αに関して
反対側にあるとき，点Pは，2点B，Dとも平面 αと反対側にあり，3辺
BP，CP，DPは平面 αとそれぞれ交点をもつ．以上の 6個の交点と 2点
M，Nを含めた 8頂点からなる八角形が，八面体PABCDEの平面 αによ
る切り口である．よって，求める pの値の範囲は

3 < p < 4

補足 2 < p 5 3のとき，線分APとαとの交点をQとする．3辺BE，CE，DE

とαとの 3交点と 3点M，N，Qを頂点とする六角形がその切り口となる．
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(3) 平面 αの方程式は z = x− 1

八面体 PABCDEの平面 αによる切り口のうち y = 0，z = 0 の部分とな
すのは，次の 4頂点からなる四角形である．

1© 点M(1, 1, 0)

2© 線分MNと x軸との交点 (1, 0, 0)

3© 平面 α : z = x− 1と直線CP : z =
2

p+ 2
(x+ 2), y = 0の交点

(
p+ 6

p
, 0,

6

p

)

4© 平面 α : z = x− 1と直線BP :

 x

y

z

 =

 0

2

0

+ t

 p

−2
2

 の交点
(tは媒介変数) (

p

p− 2
,
2p− 6

p− 2
,

2

p− 2

)
1©～ 4©より，(y, z)の動く範囲 (y = 0, z = 0)

は，yz平面上の 4点 (1, 0)，(0, 0)，
(
0,

6

p

)
，(

2p− 6

p− 2
,

2

p− 2

)
を頂点とする四角形であ

る．したがって，求める面積は

1

2
·1 2

p− 2
+

1

2
·6
p
·2p− 6

p− 2
=

7p − 18

p(p − 2)

　

O

z

y12p−6
p−2

6
p

2
p−2

�
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4 (1) 5n2 + 9を n2 + 1で割ると 5n2 + 9 = 5(n2 + 1) + 4

ユークリッドの互除法により，dnは 4の約数であり，法 4について

n ≡ ±1のとき n2 + 1 ≡ 2 (mod 4)

n ≡ 0, 2のとき n2 + 1 ≡ 1 (mod 4)

よって dn =

{
2 (nが奇数)

1 (nが偶数)

(2) まず n2 < n2 + 1 < (n+ 1)2であるから，n2 + 1は平方数でない．· · · 1©

(n2 + 1)(5n2 + 9)は整数の 2乗である． · · · (∗)

(∗)が成立すると仮定し，(1)の結果から，次の場合分けを行う．

(i) dn = 1のとき，n2 + 1および 5n2 + 9は平方数となる．
これは 1©に反するので矛盾．

(ii) dn = 2のとき

n2 + 1 = 2p2, 5n2 + 9 = 2q2 · · · (∗∗)

とおき (p, qは互いに素)，2式から n2を消去して整理すると

q2 = 5p2 + 2

ここで，法 4について

02 ≡ 0, (±1)2 ≡ 1, 22 ≡ 0 (mod 4),

q2 ≡ p2 + 2 (mod 4)

p ≡ 0, 2 (mod 4)のとき q2 ≡ 2 (mod 4)となり，矛盾．

p ≡ ±1 (mod 4)のとき q2 ≡ 3 (mod 4)となり，矛盾．

(i)，(ii)より，(∗)は成立しない．

別解 dn = 2のとき，(∗∗)により

2(n2 + 2) = (q + p)(q − p) · · · (A)

このとき，nは奇数であるから

2(n2 + 2) ≡ 2 (mod 4) · · · 1©

q + p = (q − p) + 2pより，q + pと q − pの偶奇は一致するから

(q + p)(q − p) 6≡ 2 (mod 4) · · · 2©

1©， 2©より，(A)をみたす p，qは存在しない． �
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5 (1) 方程式 x2n−1 = cos x · · · (∗)

(i) |x| > 1のとき |x2n−1| > 1

したがって，この範囲に方程式 (∗)の解は存在しない．

(ii) −1 5 x < 0のとき，−π
2
< −1に注意して

−1 5 x2n−1 < 0, cos x > 0

したがって，この範囲に方程式 (∗)の解は存在しない．

(iii) 0 5 x 5 1のとき，f(x) = x2n−1 − cos x (0 5 x 5 1)とおくと

f(0) = −1 < 0, f(1) = 1− cos 1 > 0 · · · 1©

0 < x < 1において f ′(x) = (2n− 1)x2n−2 + sinx > 0

f(x)は単調増加であるから

f(an) = 0 すなわち an
2n−1 − cos an = 0

をみたす an (0 < an < 1)がただ一つ存在する．

(i)～(iii)より，方程式 (∗)は，ただ 1つの解をもつ．

O

y

x
1

an

cos an

1

−1

−1

π
2−π

2

cos 1

y = x2n−1

y = cos x

(2) (1)の結果から 0 < an < 1 よって cos an > cos 1
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(3) an
2n−1 = cos anおよび (2)の結果により

an = (cos an)
1

2n−1 > (cos 1)
1

2n−1

また，0 < an < 1 であるから

(cos 1)
1

2n−1 < an < 1

lim
n→∞

(cos 1)
1

2n−1 = 1であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

an = 1 · · · 2©

an
2n = an cos anであるから，ann =

√
an cos anより

lim
n→∞

an
n = lim

n→∞

√
an cos an =

√
1· cos 1 =

√
cos 1 · · · 3©

よって a = 1, b =
√
cos 1

したがって

an
n − b

an − a
=

an
2n − b2

(an − a)(ann + b)
=
an(cos an − b2) + b2(an − a)

(an − a)(ann + b)

=
an

ann + b
·cos an − cos 1

an − 1
+

b2

ann + b
· · · 4©

2©に注意して，g(x) = cosxとすると，g′(x) = − sin x

lim
n→∞

cos an − cos 1

an − 1
= g′(1) = − sin 1 · · · 5©

2©～ 5©より

c = lim
n→∞

an
n − b

an − a
= lim

n→∞

(
an

ann + b
·cos an − cos 1

an − 1
+

b2

ann + b

)
=

1

b+ b
(− sin 1) +

b2

b+ b
=

cos 1 − sin 1

2
√
cos 1

別解 h(x) =
√
x cosxとおくと h′(x) =

cos x− x sinx
2
√
x cosx

c = lim
n→∞

an
n − b

an − a
= lim

n→∞

√
an·an2n−1 − b
an − a

= lim
n→∞

√
an cos an −

√
cos 1

an − 1

= lim
n→∞

h(an)− h(1)
an − 1

= h′(1) =
cos 1− sin 1

2
√
cos 1

�
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6 (1) wが方程式 z4 − 2z3 − 2az + b = 0 · · · (∗)の解であるとき

w4 − 2w3 − 2aw + b = 0

a，bは実数であるから

w4 − 2w3 − 2aw + b = 0 ゆえに (w)4 − 2(w)3 − 2aw + b = 0

wが方程式 (∗)の解であるとき，wも (∗)の解である．
したがって，方程式 (∗)の解の種類は

(A) 実数解が 4個

(B) 実数解が 2個と互いに共役な複素数が 1組

(C) 互いに共役な複素数が 2組

のいずれかである．

(A)は，明らかに条件 3に反する．

(C)と仮定し，解をw, w, u, uとすると，αβ + γδは

ww + uu, wu+ wu, wu+ wu

であるから，これらはすべて実数 (虚部が 0)となり，条件 3に反する．

よって，方程式 (∗)の解の種類は (B)であり，題意は成立する．

(2) (1)の結果から，(B)のとき，その解を α, β, γ, αとすると

(Im(α) 6= 0, β, γ (β 6= γ)は実数)

αβ + γδ = αβ + γα

= (β + γ)
α + α

2
+ (β − γ)α− α

2

= (β + γ)Re(α) + (β − γ)Im(α)i

条件 3より，(β + γ)Re(α) = 0，すなわち，

(∗∗) γ = −β 6= 0 または Re(α) = 0 (Im(α) 6= 0)

のとき，条件 1～条件 3をみたす．
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(∗∗)により，次の場合分けを行う．

(i) γ = −β 6= 0のとき (γ, βは実数)，方程式 (∗)は

(z − α)(z − α)(z − β)(z + β) = 0

(z2 − 2Re(α)z + |α|2)(z2 − β2) = 0 · · · 1©

ゆえに z4 − 2Re(α)z3 + (|α|2 − β2)z2 + 2Re(α)β2z − |α|2β2 = 0

これと (∗)の係数を比較すると

−2Re(α) = −2, |α|2 − β2 = 0, 2Re(α)β2 = −2a, −|α|2β2 = b

したがって Re(α) = 1, |α|2 = β2 = −a > 0, b = −a2

これを 1©に代入して (z2 − 2z − a)(z2 + a) = 0 (a < 0)

方程式 z2 + a = 0 (a < 0)は異なる 2つの実数解をもつ．
方程式 z2 − 2z − a = 0が虚数解をもつから，a < 0に注意して

(−2)2 − 4·1(−a) < 0 ゆえに a < −1

よって b = −a2 (a < −1)

(ii) Re(α) = 0 (Im(α) 6= 0)のとき，方程式 (∗)は

(z − α)(z − α)(z − β)(z − γ) = 0

(z2 + |α|2)(z2 − (β + γ)z + βγ) = 0 · · · 2©

ゆえに z4 − (β + γ)z3 + (|α|2 + βγ)z2 − |α|2(β + γ)z + |α|2βγ = 0

これと (∗)の係数を比較すると

−(β + γ) = −2, |α|2 + βγ = 0, −|α|2(β + γ) = −2a, |α|2βγ = b

したがって β + γ = 2, |α|2 = a > 0, βγ = −a, b = −a2

これを 2©に代入して (z2 + a)(z2 − 2z − a) = 0 (a > 0)

方程式 z2 + a = 0 (a > 0)は異なる 2つの虚数解をもつ．
方程式 z2 − 2z − a = 0 (a > 0)の判別式は

D = (−2)2 − 4·(−a) = 4 + 4a > 0

ゆえに，方程式 z2 − 2z − a = 0は異なる 2つの実数解をもつ．

よって b = −a2 (a > 0)

(i)，(ii)より b = −a2 (a < −1, 0 < a)
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(3) (2)の結果から，方程式 (∗)は

(z2 − 2z − a)(z2 + a) = 0 (a < −1, 0 < a)

(i) (2)(i)から，a < −1のとき，方程式 (∗)の解は

z = 1±
√
−a− 1 i, ±

√
−a

このとき α + β = 1±
√
−a±

√
−a− 1 i (a < −1) · · · 3©

(ii) (2)(ii)から，a > 0のとき，方程式 (∗)の解は

z = 1±
√
a+ 1, ±

√
a i

このとき α + β = 1±
√
a+ 1±

√
a i (a > 0) · · · 4©

3©について，a′ = −a− 1とおくと

α + β = 1±
√
a′ + 1±

√
a′ i (a′ > 0) · · · 3©′

α + β = x+ yiとおくと， 3©′， 4©から

x = 1±
√
a+ 1, y = ±

√
a (a > 0)

上の 2式から (x− 1)2 − y2 = 1 (y 6= 0)

よって，α+ βがとりうる範囲は右の図のよ
うになる．

　

O

y

x1

1

−1
2

�
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3.20 2020年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 a，b，c，pを実数とする．不等式

ax2 + bx+ c > 0

bx2 + cx+ a > 0

cx2 + ax+ b > 0

をすべて満たす実数 xの集合と，x > pを満たす実数 xの集合が一致している
とする．

(1) a，b，cはすべて 0以上であることを示せ．

(2) a，b，cのうち少なくとも 1個は 0であることを示せ．

(3) p = 0であることを示せ．

2 平面上の点P，Q，Rが同一直線上にないとき，それらを 3頂点とする三角形の
面積を4PQRで表す．また，P，Q，Rが同一直線上にあるときは，4PQR = 0

とする．A，B，Cを平面上の 3点とし，4ABC = 1とする．この平面上の点X

が
2 5 4ABX+4BCX +4CAX 5 3

を満たしながら動くとき，Xの動きうる範囲の面積を求めよ．

3 −1 5 t 5 1を満たす実数 tに対して，

x(t) = (1 + t)
√
1 + t

y(t) = 3(1 + t)
√
1− t

とする．座標平面上の点 P(x(t), y(t))を考える．

(1) −1 < t 5 1における tの関数
y(t)

x(t)
は単調に減少することを示せ．

(2) 原点と Pの距離を f(t)とする．−1 5 t 5 1における tの関数 f(t)の増減
を調べ，最大値を求めよ．

(3) tが−1 5 t 5 1を動くときの Pの軌跡をCとし，Cと x軸で囲まれた領
域をDとする．原点を中心としてDを時計回りに 90◦回転させるとき，D
が通過する領域の面積を求めよ．
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4 n，kを，1 5 k 5 nを満たす整数とする．n個の整数

2m (m = 0, 1, 2, · · · , n− 1)

から異なる k個を選んでそれらの積をとる．k個の整数の選び方すべてに対し
このように積をとることにより得られる nCk 個の整数の和を an,k とおく．例
えば，

a4,3 = 20·21·22 + 20·21·23 + 20·22·23 + 21·22·23 = 120

である．

(1) 2以上の整数 nに対し，an,2を求めよ．

(2) 1以上の整数 nに対し，xについての整式

fn(x) = 1 + an,1x+ an,2x
2 + · · ·+ an,nx

n

を考える．
fn+1(x)

fn(x)
と
fn+1(x)

fn(2x)
を xについての整式として表せ．

(3)
an+1,k+1

an,k
を n，kで表せ．

5 座標空間において，xy平面上の原点を中心とする半径 1の円を考える．この
円を底面とし，点 (0, 0, 2)を頂点とする円錐 (内部を含む)を Sとする．また，
点A(1, 0, 2)を考える．

(1) 点 Pが Sの底面を動くとき，線分APが通過する部分を T とする．平面
z = 1による Sの切り口および，平面 z = 1による T の切り口を同一平面
上に図示せよ．

(2) 点 Pが Sを動くとき，線分APが通過する部分の体積を求めよ．
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6 以下の問いに答えよ．

(1) A，αを実数とする．θの方程式

A sin 2θ − sin(θ + α) = 0

を考える．A > 1のとき，この方程式は 0 5 θ < 2πの範囲に少なくとも
4個の解をもつことを示せ．

(2) 座標平面上の楕円

C :
x2

2
+ y2 = 1

を考える．また，0 < r < 1を満たす実数 rに対して，不等式

2x2 + y2 < r2

が表す領域をDとする．D内のすべての点Pが以下の条件を満たすよう
な実数 r (0 < r < 1)が存在することを示せ．また，そのような rの最大
値を求めよ．

条件：C上の点Qで，QにおけるCの接線と直線PQが直交するよ
うなものが少なくとも 4個ある．
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解答例

1 (1) 一般に，l < 0とする関数 f(x) = lx2 +mx+ nは

lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

lx2
(
1 +

m

lx
+

n

lx2

)
< 0

であるから，不等式 f(x) > 0が x > pを解にもつことはない．

連立不等式 (∗)


ax2 + bx+ c > 0

bx2 + cx+ a > 0

cx2 + ax+ b > 0

の解が，x > pであるから，これらの x2の係数 a, b, cが負になることは
ない．よって，a, b, cはすべて 0以上である．

(2) 一般に，l′ > 0とする関数 g(x) = l′x2 +m′x+ n′は

lim
x→−∞

g(x) = lim
x→−∞

l′x2
(
1 +

m′

l′x
+

n′

l′x2

)
> 0

であるから，x < qが不等式 g(x) > 0を満たすように qがとれる．

(∗)の x2の係数 a, b, cがすべての正であるとき，x > p以外に x < q′も
連立不等式 (∗)の解となる q′がとれるから，条件に反する．これと (1)の
結果から，a, b, cの少なくとも 1個は 0である．

(3) (i) 0である個数が 1個で，例えば，c = 0, a > 0, b > 0とすると，(∗)は
ax2 + bx > 0

bx2 + a > 0

ax+ b > 0

上の第 1式から，x < − b
a
, 0 < x，第 2式から，すべての実数，

第 3式から，x > − b
a
．これらを同時に満たす範囲は x > 0

(a = 0, b > 0, c > 0)，(b = 0, c > 0, a > 0)の場合も同様に x > 0

(ii) 0である個数が 2個で，例えば，a = b = 0, c > 0とすると，(∗)は
c > 0

cx > 0

cx2 > 0

これを解いて x > 0

(iii) 3個とも 0であるとすると，(∗)は，0 > 0より，解なしとなる．
これは，(∗)の解 x > pに反するので，不適．

(i)～(iii)より p = 0 �
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2 (1) 与えれた条件は，次のように表される．

(∗) 4ABX+4BCX +4CAX = t (2 5 t 5 3)

平面上の点Xが4ABCの内部にあるとき，

4ABX+4BCX+4CAX = 1

であるから，Xは4ABCの外部にある．直線AB，BC，CAによって分
けれた領域で，4ABCの外部にある領域を右下の図のようにDk, Ek と
する (k = 1, 2, 3)．境界線は，隣接する両方の領域に含まれるものとする．

• X ∈ D1のとき 4ABX+4CAX = 4BCX +4ABC

上式および4ABC = 1を (∗)に代入すると

24BCX + 1 = t ゆえに 4BCX =
t− 1

2

線分ABのBの延長線上にFt，線分ACのCの延長線上にGtをそれぞれ

AB : BFt = AC : CGt = 1 :
t− 1

2

となるようにとると，Xは線分 FtGt上にある．

• X ∈ E1のとき 4ABX+4CAX = 4BCX−4ABC

上式および4ABC = 1を (∗)に代入すると

24BCX− 1 = t ゆえに 4BCX =
t+ 1

2

線分ABのAの延長線上に It，線分ACのAの延長線上に Jtをそれぞれ

BA : AIt = CA : AJt = 1 :
t+ 1

2
− 1 = 1 :

t− 1

2

となるようにとると，Xは線分 ItJt上にある．

A

B C

Ft Gt

ItJt

X

X

D1

D2
D3

E1

E2 E3

A

B C

D1

D3

E1

E2

D2

E3
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同様に，線分BCのCの延長線上にHt，線分BCのBの延長上にKt をそ
れぞれ

BC : CHt = CB : BKt = 1 :
t− 1

2

をとると，2 5 t 5 3であるから，点Xは六角形 F2G2H2I2J2K2の外部と
六角形 F2G2H2I2J2K2の内部で囲まれた部分を動く．

A

B C

G2

I2
J2

F2

F3 G3

H3H2K2K3

I3
J3

D1

D3
D2

E1

E2 E3

Dk, Ekで点Xの動きうる範囲の面積をそれぞれ S(Dk), D(Ek)とおくと
(k = 1, 2, 3)

AF3

AB
=

AG3

AC
= 2,

AF2

AB
=

AG2

AC
=

3

2
,

AI3
AB

=
AJ3
AC

= 1,
AI2
AB

=
AJ2
AC

=
1

2

ゆえに S(D1) = 22 −
(
3

2

)2

=
7

4
，S(E1) = 12 −

(
1

2

)2

=
3

4

同様の計算により

S(D1) = S(D2) = S(D3), S(E1) = S(E2) = S(E3)

よって S = 3{S(D1) + S(E1)} = 3

(
7

4
+

3

4

)
=

15

2
�
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3 (1) x(t) = (1 + t)
√
1 + t，y(t) = 3(1 + t)

√
1− tより (−1 5 t 5 1)

y(t)

x(t)
=

3
√
1− t√
1 + t

= 3

√
2

1 + t
− 1

−1 < t 5 1において，
2

1 + t
−1は単調減少であるから，y(x)

x(t)
は−1 < t 5 1

において単調に減少する．

(2) 原点Oと点 P(x(t), y(t))の距離 f(t)より

f(t)2 = x(t)2 + y(t)2

= (1 + t)3 + 9(1 + t)2(1− t)
= 2(1 + t)2(5− 4t) · · · 1©

ゆえに
1

2
f(t)2 = (1 + t)2(5− 4t)

この両辺を tで微分すると

f(t)f ′(t) = 2(1 + t)(5− 4t) + (1 + t)2(−4)
= 6(1 + t)(1− 2t)

1©および f(t) > 0であるから (−1 < t < 1)

t −1 · · · 1
2
· · · 1

f ′(t) + 0 −
f(t) 0 ↗ 3

√
6

2
↘ 2

√
2

よって 最大値 f

(
1

2

)
=

3
√
6

2

補足 3正数 2(1 + t), 2(1 + t), 5− 4tの相加平均・相乗平均の大小関係により

2(1 + t) + 2(1 + t) + 5− 4t

3
= 3
√
{2(1 + t)}2(5− 4t)

したがって 2(1 + t)2(5− 4t) 5 27

2
ゆえに f(t) 5 3

√
6

2

上式において，等号が成立するとき

2(1 + t) = 5− 4t すなわち t =
1

2
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(3) Cと x軸で囲まれた領域の面積を S1とする
と，右の図の斜線部分の面積はS1に等しい．

S1 =

∫ x(1)

x(−1)

y dx =

∫ 1

−1

y(t)x′(t) dt

=

∫ 1

−1

3(1 + t)
√
1− t·3

2

√
1 + t dt

=
9

2

∫ 1

−1

(1 + t)
√
1− t2 dt

= 9

∫ 1

0

√
1− t2 dt = 9·π·1

2

4
=

9π

4

　

O

y

x

C
3
√
6

2

A(3
√
3

2
√
2
, 9
2
√
2
)

(t=−1) (t=1)

2
√
2

f(t)が最大となるC上の点をAとすると OA = f

(
1

2

)
=

3
√
6

2

OAを半径とする
1

4
円の面積を S2とすると S2 =

1

4
π

(
3
√
6

2

)2

=
27π

8

求める面積は S1 + S2 =
9π

4
+

27π

8
=

45π

8
発展 積分公式 ∫ β

α

(x− α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m+ n+ 1)!
(β − α)m+n+1

が利用できる 4．これにm = n =
1

2
，α = −1，β = 1を代入すると

∫ 1

−1

√
1− x2 dx =

(
1
2
!
)2

2!
·22

左辺は，中心を原点とする半径 1の円の x軸の上側にある半円の面積であ
るから

π

2
= 2

(
1

2
!

)2

ゆえに
1

2
! =

√
π

2

さらに，
3

2
! =

3

2
·1
2
! =

3
√
π

4
,
5

2
! =

5

2
·3
2
·1
2
! =

15
√
π

8
, · · · となる．本題では

S1 =
9

2

∫ 1

−1

(1 + t)
√
1− t2 dt = 9

2

∫ 1

−1

(1 + t)
3
2 (1− t)

1
2 dt

=
9

2
·
3
2
!·1
2
!

3!
·23 = 9

2
·
3
√
π

4
·
√
π
2

6
·8 =

9π

4

�
4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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4 (1) 等式 (x0 + x1 + · · ·+ xn−1)
2 =

n−1∑
k=0

xk
2 + 2

∑
05i<j5n−1

xixj

において，xm = 2mとすると (m = 0, 1, . . . , n− 1)

(20 + 21 + · · ·+ 2n−1)2 =
n−1∑
k=0

(2k)2 + 2
∑

05i<j5n−1

2i·2j

(
2n − 1

2− 1

)2

=
4n − 1

4− 1
+ 2an,2

4n − 2·2n + 1 =
1

3
·4n − 1

3
+ 2an,2

ゆえに an,2 =
1

3
·4n − 2n +

2

3
よって an,2 =

1

3
(2n − 1)(2n − 2)

(2) fn(x) = 1 + an,1x+ an,2x
2 + · · ·+ an,nx

nの定義により，次式が成立する．

fn(x) = 1 +
n∑

k=1

an,kx
k =

n∏
k=1

(1 + 2k−1x) · · · (∗)

したがって

fn+1(x) =
n+1∏
k=1

(1 + 2k−1x) = (1 + 2nx)
n∏

k=1

(1 + 2k−1x)

= (1 + 2nx)fn(x),

fn+1(x) =
n+1∏
k=1

(1 + 2k−1x) = (1 + x)
n+1∏
k=2

(1 + 2k−1x)

= (1 + x)
n∏

k=1

(1 + 2k−1·2x) = (1 + x)fn(2x)

よって
fn+1(x)

fn(x)
= 1 + 2nx,

fn+1(x)

fn(2x)
= 1 + x
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(3) (2)で示した

(∗∗)

{
fn+1(x) = (1 + 2nx)fn(x)

fn+1(x) = (1 + x)fn(2x)

の第 1式から fn+1(2x) = (1 + 2n+1x)fn(2x)

これと (∗∗)の第 2式の辺々の差をとると

fn+1(2x)− fn+1(x) = (2n+1 − 1)xfn(2x) (A)

(∗)より

fn+1(2x)− fn+1(x) = 1 +
n+1∑
k=1

an+1,k(2x)
k −

{
1 +

n+1∑
k=1

an+1,kx
k

}

=
n+1∑
k=1

(2k − 1)an+1,kx
k

= an+1,1x+
n+1∑
k=2

(2k − 1)an+1,kx
k

= (2n+1 − 1)x+
n∑

k=1

(2k+1 − 1)an+1,k+1x
k+1 (B)

(2n+1 − 1)xfn(2x) = (2n+1 − 1)x

{
1 +

n∑
k=1

an,k(2x)
k

}

= (2n+1 − 1)x+ (2n+1 − 1)
n∑

k=1

2kan,kx
k+1 (C)

(B)，(C)を (A)に代入して，整理すると

n∑
k=1

(2k+1 − 1)an+1,k+1x
k+1 = (2n+1 − 1)

n∑
k=1

2kan,kx
k+1

上式の同じ次数の項の係数は等しいから

(2k+1 − 1)an+1,k+1 = (2n+1 − 1)2kan,k

よって
an+1,k+1

an,k

=
(2n+1 − 1)2k

2k+1 − 1
�
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5 (1) Sの表す領域は

(∗) x2 + y2 5
(
2− z
2

)2

, 0 5 z 5 2

Sの z = 1による切り口を S ′とすると S ′ : x2 + y2 5 1

4
, z = 1

次に，Sの底面にある点 P(X, Y, 0)をとると X2 + Y 2 5 1 · · · 1©

APの中点をM(x, y, 1)とすると

1 +X

2
= x,

Y

2
= y, ゆえに X = 2x− 1, Y = 2y

これらを 1©に代入すると

(2x− 1)2 + (2y)2 5 1

平面 z = 1による T の切り口を T ′とすると

T ′ :

(
x− 1

2

)2

+ y2 5 1

4
, z = 1

　

O

y

x1

1
2

−1
2

S ′
T ′

1
2
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(2) Sの平面 z = a上の点 P(X, Y, Z)は，(∗)より，次式を満たす．

X2 + Y 2 5
(
2− a
2

)2

, Z = a · · · 2©

線分 APと平面 z = t (a 5 t 5 2)との共
有点を T(x, y, t)とすると，P(X, Y, a)，
A(1, 0, 2)の z座標に注意すると，点 Pは
線分TAを t− a : 2− aに外分するから

X =
−(2− a)x+ (t− a)

t− 2
,

Y =
−(2− a)y
t− 2

　 A

P

Tz= t

S

O

上の 2式を 2©に代入すると{
−(2− a)x+ (t− a)

t− 2

}2

+

{
−(2− a)y
t− 2

}2

5
(
2− a
2

)2

(
x− t− a

2− a

)2

+ y2 5
(
2− t
2

)2

上式で tを固定して，aを 0 5 a 5 tの

値をとると，半径
2− t
2
は不変で，中心

は (0, 0)から
(
t

2
, 0

)
にあるから，平

面 z = tにおける描く図形は，右図のよ
うになる．その面積を S(t)とすると

S(t) = π

(
2− t
2

)2

+
t

2
(2− t)

　

O

y

x

2−t
2

t
2

求める体積を V とすると

V =

∫ 2

0

S(t) dt =

∫ 2

0

{
π

(
2− t
2

)2

+
t

2
(2− t)

}
dt

= − π

12

[
(2− t)3

]2
0

+
1

12
(2− 0)3

=
2

3
(π + 1)

�
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6 (1) f(θ) = A sin 2θ − sin(θ + α)とおくと，A > 1，−1 5 sin(θ + α) 5 1より

f
(π
4

)
= A− sin

(π
4
+ α

)
> 0, f

(
3π

4

)
= −A− sin

(
3π

4
+ α

)
< 0

f

(
5π

4

)
= A− sin

(
5π

4
+ α

)
> 0, f

(
7π

4

)
= −A− sin

(
7π

4
+ α

)
< 0

方程式 f(θ) = 0は区間
(
π

4
,
3π

4

)
，
(
3π

4
,
5π

4

)
，
(
5π

4
,
7π

4

)
にそれぞれ

少なくとも 1つずつ解をもつ．また，f(0) 5 0のときは，f(θ) = 0は区

間
[
0,

π

4

)
に解をもち，f(0) = f(2π) > 0のときは，f(θ) = 0は区間(

7π

4
, 2π

)
に少なくとも 1つ解をもつ．よって，f(θ) = 0は，0 5 θ < 2π

において，少なくとも 4個解をもつ．

(2) C :
x2

2
+ y2 = 1より，x =

√
2 cos θ, y = sin θとすると (0 5 θ 5 2π)(

dx

dθ
,
dy

dθ

)
=
(
−
√
2 sin θ, cos θ

)
したがって，C上の点 (

√
2 cos θ, sin θ)における法線の方程式は

(−
√
2 sin θ)(x−

√
2 cos θ) + (cos θ)(y − sin θ) = 0

すなわち l :
√
2x sin θ − y cos θ = sin θ cos θ

D : 2x2 + y2 < r2の点 P

(
B cos(−β)√

2
, B sin(−β)

)
が l上の点であるとき

(0 5 B < r, 0 5 β < 2π)

√
2

(
B cos β√

2

)
sin θ − (−B sin β) cos θ = sin θ cos θ

sin 2θ − 2B sin(θ + β) = 0 (A1)

(i) B = 0のとき，(A1)を満たす θは θ = 0,
π

2
, π,

3π

2
P(0, 0)に対して，Qは (±

√
2, 0)，(0,±1)の 4点存在する．

(ii) B > 0のとき，(A1)より

1

2B
sin 2θ − sin(θ + β) = 0

(1)の結果から，
1

2B
> 1，すなわち，B <

1

2
となるように

0 < r 5 1

2

をとればよい．
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r >
1

2
であるとき，B =

1

2
，β =

π

4
を (A1)に代入すると

sin 2θ − sin
(
θ +

π

4

)
= 0

これから 2θ = θ +
π

4
+ 2mπ, π −

(
θ +

π

4

)
+ 2nπ (m, nは整数)

0 5 θ < 2πに注意して解くと θ =
π

4
,
11π

12
,
19π

12

このとき，θは 3個であるから，条件を満たす rの最大値は r =
1

2

補足 β =
π

4
以外に，β =

3π

4
,
5π

4
,
7π

4
としてもよい．実際，

β =
3π

4
のとき θ =

3π

4
,
π

12
,
17π

12

β =
5π

4
のとき θ =

5π

4
,
7π

12
,
23π

12

β =
7π

4
のとき θ =

7π

4
,
5π

12
,
13π

12

解説 本題は，点 Pから楕円 C :
x2

2
+ y2 = 1に引いた法線が 4本引ける領域

について考察する問題である．楕円の法線群の包絡線について理解して
おくと，本題の主旨が理解できる．法線が引ける本数は，包絡線に引け

る接線の本数に等しい．例えば，放物線C1 : y =
x2

2
の法線群の包絡線は

C2 : y = 1 +
3

2
x

2
3 である 5．y軸上にない点Pをとると，C2の下側にある

点PからはC1に 1本の法線，C2上の点PからC1に 2本の法線，C2の上
側にある点 PからはC1に 3本の法線が引ける．また，y軸上の点からは
C1に 1本の法線が引ける．

P(3,−3
2
)から包絡線 C2 に引いた接

線 l : y = −x + 5
2
は第 2象限の点

T(−1, 5
2
)で接し，lとC1の第 1象限

の交点は A(1, 1
2
)である．このとき

C1の点 Aにおける法線が lである．
また，C1のAにおける接触円 (曲率
円)の中心がTである．

　

O

y

x
2
√
2

−2
√
2

4

C1

C2

1

P(3,−3
2
)

l

A

T

5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdfの 3 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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別解 C :
x2

2
+ y2 = 1上に点X(

√
2 cos θ, sin θ)をとる (0 5 θ 5 2π)．

点Xの接方向は (−
√
2 sin θ, cos θ)であるから，Cの点Xにおける法線は

(−
√
2 sin θ)(x−

√
2 cos θ) + (cos θ)(y − sin θ) = 0

すなわち
√
2x sin θ − y cos θ = sin θ cos θ

C上に隣接 2点A(
√
2 cosα, sinα)，B(

√
2 cos β, sin β)をとると (α 6= β)，

A，Bにおける法線は，それぞれ{ √
2x sinα− y cosα = sinα cosα · · · 1©
√
2x sin β − y cos β = sin β cos β · · · 2©

1©× cos β − 2©× cosαより (yを消去)

√
2(sinα cos β − cosα sin β)x = cosα cos β(sinα− sin β)

これを解いて x =
cosα cos β(sin β − sinα)√

2 sin(β − α)
· · · (∗)

(∗)において，β → αとすると

lim
β→α

x = lim
β→α

cosα cos β(sin β − sinα)√
2 sin(β − α)

= lim
β→α

cosα cos β√
2

·sin β − sinα

β − α
· β − α
sin(β − α)

ここで， lim
β→α

sin β − sinα

β − α
は sin xの x = αにおける微分係数 cosα，

また， lim
β→α

β − α
sin(β − α)

= 1であるから

lim
β→α

x =
cos3 α√

2
これを 1©に代入すると lim

β→α
y = − sin3 α

点Aに対応する点
(
cos3 α√

2
, − sin3 α

)
が描く軌跡Eの方程式は

x =
cos3 α√

2
, y = − sin3 α すなわち E : (

√
2x)

2
3 + y

2
3 = 1
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与えれた条件を満たす点Pは，Eの内部の点である (境界線を含まない)．

∂D : 2x2 + y2 = r2とすると，求める rは ∂DとEが接するときである．

この ∂DとEの第 1象限における共有点をAとすると，Aにおけるこれ
らの接線は，共通接線である．

O

y

x√
2−

√
2

1

−1

1√
2

− 1√
2

C

T
D

E X

∂Dより 4x+ 2yy′ = 0 ゆえに y′ = −2x

y

Eより
2

3
(
√
2x)−

1
3 ·
√
2 +

2

3
y−

1
3y′ = 0 ゆえに y′ = −

(
2y

x

) 1
3

したがって −2x

y
= −

(
2y

x

) 1
3

第 1象限の点であるから y =
√
2x

これとEの方程式を連立すると A

(
1

4
,

√
2

4

)
点Aは ∂Dの点であるから

2

(
1

4

)2

+

(√
2

4

)2

= r2 よって r =
1

2

補足 Eの内部 (境界を含まない)E ′の点から Eに引ける接線は 4本ある 6．例
えば，第 1象限にあるE ′の点からは，Eに第 1象限で接する l1, l

′
1の 2本

の接線，第 2象限で接する l2，第 4象限で接する l4がある．l1, l′1とCの
第 4象限の交点が，Cのそれぞれの点における法線である．l2とCの第 3

象限の交点が，Cの点における法線である．l4とCの第 1象限の交点が，
Cの点における法線である． �

6http://kumamoto.s12.xrea.com/temp/2020 04 19.pdfを参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/temp/2020_04_19.pdf
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3.21 2021年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 a, bを実数とする．座標平面上の放物線

C : y = x2 + ax+ b

は放物線 y = −x2と 2つの共有点を持ち，一方の共有点のx座標は−1 < x < 0

を満たし，他方の共有点の x座標は 0 < x < 1を満たす．

(1) 点 (a, b)のとりうる範囲を座標平面上に図示せよ．

(2) 放物線Cの通りうる範囲を座標平面上に図示せよ．

2 複素数 a, b, cに対して整式 f(z) = az2+ bz+ cを考える．iを虚数単位とする．

(1) α, β, γを複素数とする．f(0) = α, f(1) = β, f(i) = γが成り立つとき，
a, b, cをそれぞれ α, β, γで表せ．

(2) f(0), f(1), f(i)がいずれも 1以上 2以下の実数であるとき，f(2)のとり
うる範囲を複素数平面上に図示せよ．

3 関数

f(x) =
x

x2 + 3

に対して，y = f(x)のグラフをCとする．点A(1, f(1))におけるCの接線を

` : y = g(x)

とする．

(1) Cと `の共有点でAと異なるものがただ 1つ存在することを示し，その点
の x座標を求めよ．

(2) (1)で求めた共有点の x座標を αとする．定積分∫ 1

α

{f(x)− g(x)}2 dx

を計算せよ．



240 第 3章 東京大学

4 以下の問いに答えよ．

(1) 正の奇数K, Lと正の整数A, BがKA = LBを満たしているとする．K
を 4で割った余りがLを 4で割った余りと等しいならば，Aを 4で割った
余りはBを 4で割った余りと等しいことを示せ．

(2) 正の整数 a, bが a > bを満たしているとする．このとき，A = 4a+1C4b+1，
B = aCbに対してKA = LBとなるような正の奇数K, Lが存在すること
を示せ．

(3) a, bは (2)の通りとし，さらに a− bが 2で割り切れるとする．4a+1C4b+1

を 4で割った余りは aCbを 4で割った余りと等しいことを示せ．

(4) 2021C37を 4で割った余りを求めよ．

5 αを正の実数とする．0 5 θ 5 πにおける θの関数 f(θ)を，座標平面上の 2点
A(−α,−3)，P(θ + sin θ, cos θ)間の距離APの 2乗として定める．

(1) 0 < θ < πの範囲に f ′(θ) = 0となる θがただ 1つ存在することを示せ．

(2) 以下が成り立つような αの範囲を求めよ．

0 5 θ 5 πにおける θの関数 f(θ)は，区間 0 < θ <
π

2
のある点において

最大になる．

6 定数 b, c, p, q, rに対し，

x4 + bx+ c = (x2 + px+ q)(x2 − px+ r)

が xについての恒等式であるとする．

(1) p 6= 0であるとき，q, rを p, bで表せ．

(2) p 6= 0とする．b, cが定数 aを用いて

b = (a2 + 1)(a+ 2), c = −
(
a+

3

4

)
(a2 + 1)

と表されているとき，有理数を係数とする tについての整式 f(t)と g(t)で

{p2 − (a2 + 1)}{p4 + f(a)p2 + g(a)} = 0

を満たすものを 1組求めよ．

(3) aを整数とする．xの 4次式

x4 + (a2 + 1)(a+ 2)x−
(
a+

3

4

)
(a2 + 1)

が有理数を係数とする 2次式の積に因数分解できるような aをすべて求
めよ．
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解答例

1 (1) C : y = x2 + ax+ bと y = −x2の 2式から yを消去して整理すると

2x2 + ax+ b = 0

f(x) = 2x2+ax+bとおく．Cと y = −x2の共有点のx座標が−1 < x < 0，
0 < x < 1であるとき，次を満たせばよい．

f(−1) = −a+ b+ 2 > 0

f(0) = b < 0

f(1) = a+ b+ 2 > 0

それぞれ整理すると
b > a− 2

b < 0

b > −a− 2

よって，求める領域は，右の図の斜線部分で
境界線を含まない．

　

O

b

a2−2

−2

(2) Cの方程式から，b = −xa+ y − x2であるから

g(a) = −xa+ y − x2

とおくと，b = g(a)は，傾き−x，切片 y − x2の直線である．
これが (1)で求めた領域を通る条件，切片に注目して求めればよい．

(i) x 5 −1のとき

2x < y − x2 < −2x ゆえに x2 + 2x < y < x2 − 2x (x 5 −1)

(ii) −1 5 x 5 0のとき

−2 < y − x2 < −2x ゆえに x2 − 2 < y < x2 − 2x (−1 5 x 5 0)

O

b

a2
−2

−2

O

b

a2
−2

−2

−2x

2x

−2x

(i) x 5 −1のとき (ii) −1 5 x 5 0のとき
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C : y = x2 + ax+ bと放物線 y = −x2が−1 < x < 0と 0 < x < 1の区間
でそれぞれ共有点をもつから，xと−xの対称性に注意すると，x 5 0で
C の通りうる範囲と 0 5 xで C の通りうる範囲は y軸について対称であ
る．よって，求める領域は，下の図の斜線部分で境界線を含まない．

O

y

x2−2

−2

1−1

−1

�

2 (1) f(z) = az2 + bz + cについて，f(0) = α, f(1) = β, f(i) = γであるから

c = α, a+ b+ c = β, −a+ bi+ c = γ

上の第 1式を第 2式，第 3式に代入して整理すると{
a+ b = β − α · · · 1©
−a+ bi = γ − α · · · 2©

1©+ 2©より (1 + i)b = β + γ − 2α

b =
β + γ − 2α

1 + i
=

1

2
(β + γ − 2α)(1 − i)

1©× i− 2©より (1 + i)a = (β − α)i+ α− γ

a =
(β − α)i+ α− γ

1 + i
=

1

2
{(β − γ) + (β + γ − 2α)i}

(2) (1)の結果から

f(2) = 4a+ 2b+ c

= 2(β − γ) + 2(β + γ − 2α)i+ (β + γ − 2α)(1− i) + α

= −α + 3β − γ + (−2α + β + γ)i
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f(2) = x+ yiとすると，1 5 α, β, γ 5 2に注意して(
x

y

)
=

(
−α + 3β − γ
−2α + β + γ

)
= α

(
−1
−2

)
+ β

(
3

1

)
+ γ

(
−1
1

)

=

(
1

0

)
+ (α− 1)

(
−1
−2

)
+ (β − 1)

(
3

1

)
+ (γ − 1)

(
−1
1

)

γ = 1のとき，f(2) = x+ yiのとりうる範囲は，左下の図のように点 1を
始点として，−1− 2i，3 + iの張る平行四辺形の内部で境界線を含む．

よって，求める領域は，この平行四辺形を−1 + iだけ平行移動したとき
に描く軌跡の領域であるから，右下の図のように複素数平面上の 6点

−2i, 3− i, 4 + i, 3 + 2i, i, − 1− i

を頂点とする六角形の内部で境界線を含む．

O

Im

Re

−1− i

4 + i

3 + 2i

3− i

i

−2i

1
O

Im

Re

−1− i

4 + i

3 + 2i

3− i

i

−2i

1

1 5 α, β 5 2, γ = 1 1 5 α, β, γ 5 2

�

3 (1) f(x) =
x

x2 + 3
より f ′(x) =

3− x2

(x2 + 3)2
f(1) =

1

4
，f ′(1) =

1

8

`は点
(
1,

1

4

)
を通り，傾き

1

8
の直線であるから

y − 1

4
=

1

8
(x− 1) ゆえに ` : y =

1

8
(x+ 1)

C : y = f(x)と ` : y =
1

8
(x+ 1) の共有点の x座標は

x

x2 + 3
=

1

8
(x+ 1) 整理すると x3 + x2 − 5x+ 3 = 0

ゆえに (x− 1)2(x+ 3) = 0 これを解いて x = −3
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(2) f(x) =
x

x2 + 3
，g(x) =

1

8
(x+ 1)であるから

{f(x)− g(x)}2 =
{

x

x2 + 3
− 1

8
(x+ 1)

}2

=

(
x

x2 + 3

)2

− x(x+ 1)

4(x2 + 3)
+

1

64
(x+ 1)2

=
(x2 + 3)− 3

(x2 + 3)2
− (x2 + 3) + x− 3

4(x2 + 3)
+

1

64
(x+ 1)2

= − 3

(x2 + 3)2
+

7

4(x2 + 3)
− 1

4
− x

4(x2 + 3)
+

1

64
(x+ 1)2

ここで，次の 2つの定積分を

I =

∫ 1

−3

{
− 3

(x2 + 3)2
+

7

4(x2 + 3)

}
dx,

J =

∫ 1

−3

{
−1

4
− x

4(x2 + 3)
+

1

64
(x+ 1)2

}
dx

とおくと ∫ 1

−3

{f(x)− g(x)}2 dx = I + J

x =
√
3 tan θとおくと

dx

dθ
=

√
3

cos2 θ

x −3 −→ 1

θ −π
3
−→ π

6

I =
√
3

∫ π
6

−π
3

(
−1

3
cos2 θ +

7

12

)
dθ

=
√
3

∫ π
6

−π
3

(
5

12
− 1

6
cos 2θ

)
dθ

=
√
3

[
5

12
θ − 1

12
sin 2θ

]π
6

−π
3

=
5π

24

√
3− 1

4
,

J =

[
−1

4
x− 1

8
log(x2 + 3) +

1

192
(x+ 1)3

]1
−3

= −11

12
+

1

8
log 3

よって
∫ 1

−3

{f(x)− g(x)}2 dx =

(
5π

24

√
3− 1

4

)
+

(
−11

12
+

1

8
log 3

)
=

5π

24

√
3 +

1

8
log 3 −

7

6
�
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4 (1) KA = LBより

KA−KB = LB −KB ゆえに K(A−B) = (L−K)B

K, Lをそれぞれ 4で割った余りが等しいから L−K ≡ 0 (mod 4)

K(A−B) ≡ 0 (mod 4)

Kは正の奇数であるから A−B ≡ 0 すなわち A ≡ B (mod 4)

よって，Aを 4で割った余りは，Bを 4で割った余りと等しい．

(2) A = 4a+1C4b+1 =
4b∏
j=0

4a+ 1− j
4b+ 1− j

，B = aCb =
b−1∏
k=0

a− k
b− k

より

A =
4b∏
j=0

4a+ 1− j
4b+ 1− j

=
b∏

k=0

4a+ 1− 4k

4b+ 1− 4k

b−1∏
k=0

4a+ 1− (4k + 1)

4b+ 1− (4k + 1)

×
b−1∏
k=0

4a+ 1− (4k + 2)

4b+ 1− (4k + 2)

b−1∏
k=0

4a+ 1− (4k + 3)

4b+ 1− (4k + 3)

= (4a+ 1− 4b)
b−1∏
k=0

4a+ 1− 4k

4b+ 1− 4k

b−1∏
k=0

a− k
b− k

×
b−1∏
k=0

4a− 1− 4k

4b− 1− 4k

b−1∏
k=0

2a− 1− 2k

2b− 1− 2k

= (4a+ 1− 4b)B
b−1∏
k=0

(4a+ 1− 4k)(4a− 1− 4k)(2a− 1− 2k)

(4b+ 1− 4k)(4b− 1− 4k)(2b− 1− 2k)

これから，正の奇数K, Lを

K =
b−1∏
k=0

(4b+ 1− 4k)(4b− 1− 4k)(2b− 1− 2k)

L = (4a+ 1− 4b)
b−1∏
k=0

(4a+ 1− 4k)(4a− 1− 4k)(2a− 1− 2k)

とおくと，次式を満たす正の奇数K, Lが存在する．

A =
LB

K
すなわち KA = LB
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(3) 2つの奇数K, Lの因数は，法 4について (a− bは 2で割り切れる)

4a+ 1− 4b ≡ 1 (mod 4)

4b+ 1− 4k ≡ 4a+ 1− 4k (mod 4)

4b− 1− 4k ≡ 4a− 1− 4k (mod 4)

2b− 1− 2k = 2a− 1− 2k − 2(a− b) ≡ 2a− 1− 2k (mod 4)

したがって，2つの奇数K, Lについて K ≡ L (mod 4)

これとA = 4a+1C4b+1，B = aCbを (1)の結論に適用すると

(∗) 4a+1C4b+1 ≡ aCb (mod 4)

よって，4a+1C4b+1を 4で割った余りは，aCbを 4で割った余りと等しい．

(4) (∗)の左辺は a = 505, b = 9を代入したもので a− bは 2で割り切れるから

2021C37 ≡ 505C9 (mod 4)

さらに，上式の右辺は，(∗)の左辺に a = 126, b = 2を代入したもので
a− bは 2で割り切れるから

505C9 ≡ 126C2 (mod 4)

このとき 126C2 =
126·125
2·1

= 63·125 ≡ 3·1 ≡ 3 (mod 4)

したがって 2021C37 ≡ 3 (mod 4) よって 求める余りは 3 �
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5 (1) A(−α,−3)，P(θ + sin θ, cos θ)，f(θ) = AP2より

f(θ) = (θ + sin θ + α)2 + (cos θ + 3)2

これを順次微分し，第 3次導関数まで求めると

f ′(θ) = 2(θ + sin θ + α)(1 + cos θ) + 2(cos θ + 3)·(− sin θ)

= 2(θ − 2 sin θ + α+ θ cos θ + α cos θ),

f ′′(θ) = 2(1− cos θ − θ sin θ − α sin θ),

f ′′′(θ) = −2(θ + α) cos θ

α > 0であるから，f ′′(θ)の増減表は次のようになる．

θ 0 · · · π
2

· · · π

f ′′′(θ) − 0 +

f ′′(θ) 0 ↘ 極小 ↗ 4

上の増減表から，次を満たす ϕが唯一存在する

f ′′(ϕ) = 0, 0 < ϕ < π

これから，f ′(ϕ)の増減表は次のようになる．

θ 0 · · · ϕ · · · π

f ′′(θ) − 0 +

f ′(θ) 4α ↘ 極小 ↗ 0

f ′(0) = 4α > 0であるから，上の増減表より

f ′(ψ) = 0, 0 < ψ < π

を満たす ψがただ一つ存在し，題意は証明された．

(2) (1)の結果から，f(θ)の増減表は

θ 0 · · · ψ · · · π

f ′(θ) + 0 −
f(θ) ↗ 極大 ↘

θ = ψで最大であるから (0 < ψ < π
2
)

f ′
(π
2

)
< 0 すなわち 2

(π
2
− 2 + α

)
< 0

α > 0に注意して，これを解くと 0 < α < 2 −
π

2
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補足 Pの描く図形はサイクロイドである．半径 1の円Cが下の図のように直線
y = −1上を滑ることなく転がるとき，C 上の定点 Pが描く軌跡である．
θ = 0のとき，Cの中心Hは原点O，Pは (0, 1)にあるから，HPの偏角

は
π

2
− θである．点Tを (θ, 1)とすると，

)

TP= OHであるから

−→
OP =

−→
OH+

−→
HP =

(
θ

0

)
+

(
cos
(
π
2
− θ
)

sin
(
π
2
− θ
) ) =

(
θ + sin θ

cos θ

)

O

y

x

P

H

T

θ

πθ

1

−1

π
2
+1

C

x(θ) = θ + sin θ，y(θ) = cos θ，~v = (x′(θ), y′(θ))とおくと

f(θ) = |
−→
AP|2 = (x(θ) + α)2 + (y(θ) + 3)2

これを θについて微分すると

f ′(θ) = 2(x(θ) + α)x′(θ) + 2(y(θ) + 3)y′(θ)

= 2
−→
AP·~v

f ′(θ) = 0のとき
−→
AP·~v = 0 すなわち

−→
AP⊥~v

このとき，点 Pにおける接ベクトル~vと
−→
APは垂直である． �
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6 (1) (∗) x4 + bx+ c = (x2 + px+ q)(x2 − px+ r)

(∗)の右辺を展開すると

x4 + bx+ c = x4 + (−p2 + q + r)x2 − p(q − r)x+ qr

(∗)は xに関する恒等式であるから，同じ次数の項の係数を比較して
−p2 + q + r = 0 · · · 1©
−p(q − r) = b · · · 2©
qr = c · · · 3©

p 6= 0のとき， 1©， 2©より

q + r = p2, q − r = − b
p

上の 2式から q =
1

2

(
p2 −

b

p

)
, r =

1

2

(
p2 +

b

p

)
(2) (1)の結果を 3©に代入すると

c =
1

4

(
p4 − b2

p2

)
ゆえに p6 − 4cp2 − b2 = 0

上の第 2式に b = (a2 + 1)(a+ 2)，c = −
(
a+

3

4

)
(a2 + 1) を代入すると

p6 + (4a+ 3)(a2 + 1)p2 − (a2 + 1)2(a+ 2)2 = 0

p6 + {(a+ 2)2 − (a2 + 1)}(a2 + 1)p2 − (a2 + 1)2(a+ 2)2 = 0

p6 − (a2 + 1)2p2 + (a2 + 1)(a+ 2)2{p2 − (a2 + 1)} = 0

p2{p2 + (a2 + 1)}{p2 − (a2 + 1)}
+(a2 + 1)(a+ 2)2{p2 − (a2 + 1)} = 0

{p2 − (a2 + 1)}{p4 + (a2 + 1)p2 + (a2 + 1)(a+ 2)2} = 0

よって f(t) = t2 + 1, g(t) = (t2 + 1)(t + 2)2
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別解 (A) p6 + (4a+ 3)(a2 + 1)p2 − (a2 + 1)2(a+ 2)2が

(B) {p2 − (a2 + 1)}{p4 + f(a)p2 + g(a)}

であるから，pに関する定数項と 2次の項の係数を比較して{
−(a2 + 1)g(a) = −(a2 + 1)2(a+ 2)2

g(a)− (a2 + 1)f(a) = (4a+ 3)(a2 + 1)

第 1式から g(a) = (a2 + 1)(a+ 2)2

これを第 2式に代入すると

(a2 + 1)(a+ 2)2 − (a2 + 1)f(a) = (4a+ 3)(a2 + 1)

(a+ 2)2 − f(a) = 4a+ 3

f(a) = a2 + 1

逆に，f(a) = a2 + 1，g(a) = (a2 + 1)(a+ 2)2を (B)に代入して展開する
と，(A)を得る．よって，f(t) = t2 + 1，g(t) = (t2 + 1)(t + 2)2
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(3) b = (a2 + 1)(a+ 2)，c = −
(
a+

3

4

)
(a2 + 1)

(i) p = 0のとき， 1©～ 3©により

q + r = 0, (a2 + 1)(a+ 2) = 0, qr = −
(
a+

3

4

)
(a2 + 1)

上の第 2式から a = −2 これを第 3式に代入して qr =
25

4

q, rは 2次方程式 x2 +
25

4
= 0の解で，実数解を持たず，不適．

(ii) p 6= 0のとき，(2)の結果から

(∗∗) {p2 − (a2 + 1)}{p4 + (a2 + 1)p2 + (a2 + 1)(a+ 2)2} = 0

を満たす pである．(∗∗)において

p4 + (a2 + 1)p2 + (a2 + 1)(a+ 2)2 > 0

であるから，p2 − (a2 + 1) = 0 ゆえに p2 = a2 + 1

(∗)より，pは有理数で，p = k

l
とすると (k, lは互いに素)

k2

l2
= a2 + 1

右辺は整数であるから，l = 1となり，pは整数.

p2 − a2 = 1 (p+ a)(p− a) = 1

したがって

{
p+ a = 1

p− a = 1
または

{
p+ a = −1
p− a = −1

これを解いて (p, a) = (1, 0), (−1, 0)

よって，求める aの値は a = 0 �
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3.22 2022年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 次の関数 f(x)を考える．

f(x) = (cos x) log(cosx)− cos x+

∫ x

0

(cos t) log(cos t) dt
(
0 5 x <

π

2

)
(1) f(x)は区間 0 5 x <

π

2
において最小値を持つことを示せ．

(2) f(x)の区間 0 5 x <
π

2
における最小値を求めよ．

2 数列 {an}を次のように定める．

a1 = 1, an+1 = an
2 + 1 (n = 1, 2, 3, · · · )

(1) 正の整数 nが 3の倍数のとき，anは 5の倍数となることを示せ．

(2) k，nを正の整数とする．anが akの倍数となるための必要十分条件を k，
nを用いて表せ．

(3) a2022と (a8091)
2の最大公約数を求めよ．
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3 Oを原点とする座標平面上で考える．座標平面上の 2点 S(x1, y1)，T(x2, y2)

に対し，点 Sが点Tから十分離れているとは，

|x1 − x2| = 1 または |y1 − y2| = 1

が成り立つことと定義する．

不等式
0 5 x 5 3, 0 5 y 5 3

が表す正方形の領域をDとし，その 2つの頂点A(3, 0)，B(3, 3)を考える．さ
らに，次の条件 (i)，(ii)をともに満たす点 Pをとる．

(i) 点 Pは領域Dの点であり，かつ，放物線 y = x2上にある．

(ii) 点 Pは，3点O，A，Bのいずれからも十分離れている．

点 Pの x座標を aとする．

(1) aのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) 次の条件 (iii)，(iv)をともに満たす点Qが存在しうる範囲の面積 f(a)を
求めよ．

(iii) 点Qは領域Dの点である．

(iv) 点Qは，4点O，A，B，Pのいずれからも十分離れている．

(3) aは (1)で求めた範囲を動くとする．(2)の f(a)を最小にする aの値を求
めよ．

4 座標平面上の曲線
C : y = x3 − x

を考える．

(1) 座標平面上のすべての点 Pが次の条件 (i)を満たすことを示せ．

(i) 点Pを通る直線 `で，曲線Cと相異なる 3点で交わるものが存在する．

(2) 次の条件 (ii)を満たす点 Pのとりうる範囲を座標平面上に図示せよ．

(ii) 点Pを通る直線 `で，曲線Cと相異なる 3点で交わり，かつ，直線 `

と曲線Cで囲まれた 2つの部分の面積が等しくなるものが存在する．
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5 座標空間内の点A(0, 0, 2)と点B(1, 0, 1)を結ぶ線分ABを z軸のまわりに 1

回転させて得られる曲面をSとする．S上の点Pと xy平面上の点QがPQ = 2

を満たしながら動くとき，線分PQの中点Mが通過しうる範囲をKとする．K
の体積を求めよ．

6 Oを原点とする座標平面上で考える．0以上の整数 kに対して，ベクトル~vkを

~vk =

(
cos

2kπ

3
, sin

2kπ

3

)

と定める．投げたとき表と裏がどちらも
1

2
の確率で出るコインをN 回投げて，

座標平面上に点X0, X1, X2, · · · ,XN を以下の規則 (i)，(ii)に従って定める．

(i) X0はOにある．

(ii) nを 1以上N 以下の整数とする．Xn−1が定まったとし，Xnを次のよ
うに定める．

• n回目のコイン投げで表が出た場合，
−−→
OXn =

−−−−→
OXn−1 + ~vk

によりXnを定める．ただし，kは 1回目からn回目までのコイン
投げで裏が出た回数とする．

• n回目のコイン投げで裏が出た場合，XnをXn−1と定める．

(1) N = 8とする．X8がOにある確率を求めよ．

(2) N = 200とする．X200がOにあり，かつ，合計 200回のコイン投げで表
がちょうど r回出る確率を prとおく．ただし 0 5 r 5 200である．prを
求めよ．また prが最大となる rの値を求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) = (cosx) log(cos x)− cosx+

∫ x

0

(cos t) log(cos t) dt を微分すると

f ′(x) = −(sinx) log(cos x) + cos x·− sin x

cosx
+ sin x+ (cos x) log(cosx)

= (cos x− sinx) log(cos x) = cosx(1− tanx) log(cosx)

したがって，0 5 x <
π

2
における f(x)の増減表は

x 0 · · · π
4

· · ·
(
π
2

)
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 極小 ↗

よって，f(x)は区間 0 5 x <
π

2
において最小値 f

(π
4

)
をとる．

(2) (1)の結果から，最小値は

f
(π
4

)
=
(
cos

π

4

)
log
(
cos

π

4

)
− cos

π

4
+

∫ π
4

0

(cos t) log(cos t) dt

=
1√
2
log

1√
2
− 1√

2
+

∫ π
4

0

(cos t) log(cos t) dt

ここで ∫ π
4

0

(cos t) log(cos t) dt =

∫ π
4

0

(sin t)′ log(cos t) dt

=

[
(sin t) log(cos t)

]π
4

0

−
∫ π

4

0

sin t·− sin t

cos t
dt

=
1√
2
log

1√
2
+

∫ π
4

0

(
1

cos t
− cos t

)
dt

=
1√
2
log

1√
2
+

[
1

2
log

1 + sin t

1− sin t
− sin t

]π
4

0

=
1√
2
log

1√
2
+ log(

√
2 + 1)− 1√

2

よって，求める最小値は

f
(π
4

)
=

1√
2
log

1√
2
− 1√

2
+

1√
2
log

1√
2
+ log(

√
2 + 1)− 1√

2

= log(
√
2 + 1) −

√
2(log

√
2 + 1)
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補足 u = sin tとおくと，
du

dt
= cos tより∫

1

cos t
dt =

∫
cos t

cos2 t
dt =

∫
du

1− u2

=
1

2

∫ (
1

u+ 1
− 1

u− 1

)
du

=
1

2
log

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣+ C =
1

2
log

1 + sin t

1− sin t
+ C

上式と同様に次式が利用できる．∫
(cos t) log(cos t) dt =

1

2

∫
log(1− u2) du

=
1

2
u log(1− u2)− 1

2

∫
u· −2u
1− u2

du

=
1

2
u log(1− u2) + 1

2

∫ (
1

u+ 1
− 1

u− 1
− 2

)
du

=
1

2
u log(1− u2) + 1

2
log

∣∣∣∣u+ 1

u− 1

∣∣∣∣− u+ C

= (sin t) log | cos t|+ 1

2
log

1 + sin t

1− sin t
− sin t+ C

したがって∫ x

0

(cos t) log(cos t) dt = (sin x) log | cosx|+ 1

2
log

1 + sinx

1− sinx
− sinx

これから，f(x)は
(
0 5 x <

π

2

)
f(x) = (cos x) log(cos x)− cos x+

∫ x

0

(cos t) log(cos t) dt

= (cos x) log(cos x)− cos x

+ (sin x) log(cos x) +
1

2
log

1 + sin x

1− sinx
− sin x

=
1

2
log

1 + sin x

1− sin x
+ (sin x+ cos x){log(cos x)− 1}

よって，最小値は f
(π
4

)
= log(

√
2 + 1)−

√
2(log

√
2 + 1) �
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2 (1) a1 = 1, an+1 = an
2 + 1より

a2 = a1
2 + 1 = 12 + 1 = 2,

a3 = a2
2 + 1 = 22 + 1 = 5

b = a2 + 1，c = b2 + 1，d = c2 + 1とおくと，a ≡ 0 (mod 5)のとき

b = a2 + 1 ≡ 02 + 1 ≡ 1 (mod 5)

c = b2 + 1 ≡ 12 + 1 ≡ 2 (mod 5)

d = c2 + 1 ≡ 22 + 1 ≡ 0 (mod 5)

上式より，a3 ≡ 0 (mod 5)であるから，a6 ≡ 0 (mod 5)

したがって，順次，a3, a6, a9, · · · は 5の倍数となる．

よって，正の整数 nが 3の倍数のとき，anは 5の倍数となる．

(2) a1 = 1，an+1 = an
2 + 1より an = 1

さらに，an+1 − an = an(an − 1) + 1 > 0より an < an+1

a1 < a2 < a3 < · · · < ak−1 < akより，a1, a2, a3, · · · , ak−1を akで割った
余りは，それぞれ，a1, a2, a3, · · · , ak−1である．

l = 1, 2, 3, · · · , kについて，

(∗) ak+l ≡ al (mod ak)

が成立することを示す．

ak+1 = ak
2 + 1 ≡ 02 + 1 = a1 (mod ak)

ak+2 = ak+1
2 + 1 ≡ a1

2 + 1 = a2 (mod ak)

ak+3 = ak+2
2 + 1 ≡ a2

2 + 1 = a3 (mod ak)

...

a2k−1 = ak+(k−2)
2 + 1 ≡ ak−2

2 + 1 = ak−1 (mod ak)

a2k = ak+(k−1)
2 + 1 ≡ ak−1

2 + 1 = ak ≡ 0 (mod ak)

これから，(∗)が成立し，特に ak+l ≡ 0 (mod ak)となるのは，l = kのと
きに限る．したがって，akの倍数は

ak, a2k, a3k, · · ·

よって，anが akの倍数となるための必要十分条件は nが kの倍数
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補足 kの値について実験を行い，結論を予想する．整数 p, qについて，pが q

の倍数 (qが pの約数)であることを，q | pと書く．
b = a2 + 1，c = b2 + 1，d = c2 + 1，e = d2 + 1とおく．

(i) k = 1のとき，a1 = 1であるから，正の整数 nについて a1 | an
(ii) k = 2のとき，a2 = 2．a ≡ 0 (mod 2)とすると

b = a2 + 1 ≡ 02 + 1 ≡ 1 (mod 2)

c = b2 + 1 ≡ 12 + 1 ≡ 0 (mod 2)

したがって，順次，a2, a4, a6, · · · は a2の倍数である．
よって，nが 2の倍数のとき a2 | an

(iii) k = 3のとき，(1)の結論から，nが 3の倍数のとき a3 | an
(iv) k = 4のとき，a4 = a3

2 + 1 = 52 + 1 = 26．a ≡ 0 (mod 26)とすると

b = a2 + 1 ≡ 02 + 1 ≡ 1 (mod 26)

c = b2 + 1 ≡ 12 + 1 ≡ 2 (mod 26)

d = c2 + 1 ≡ 22 + 1 ≡ 5 (mod 26)

e = d2 + 1 ≡ 52 + 1 ≡ 0 (mod 26)

したがって，順次，a4, a8, a12, · · · は a4の倍数である．
よって，nが 4の倍数のとき a4 | an

(i)～(iv)から，「k |n⇐⇒ ak | an」が予想される．
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(3) (2)の結論から，a4kは akの倍数．k = 2022とおくと，8091 = 4k+3より

a4k+1 = a4k
2 + 1 ≡ 02 + 1 = 1 (mod ak)

a4k+2 = a4k+1
2 + 1 ≡ 12 + 1 = 2 (mod ak)

a4k+3 = a4k+2
2 + 1 ≡ 22 + 1 = 5 (mod ak)

a4k+3
2 ≡ 52 = 25 (mod ak)

ユークリッドの互除法により

(∗∗) a4k+3
2と akの最大公約数は，akと 25の最大公約数．

b = a2 +1，c = b2 +1，d = c2 +1，e = d2 +1とおくと，a ≡ 1 (mod 25)

のとき

b = a2 + 1 ≡ 02 + 1 ≡ 1 (mod 25)

c = b2 + 1 ≡ 12 + 1 ≡ 2 (mod 25)

d = c2 + 1 ≡ 22 + 1 ≡ 5 (mod 25)

e = d2 + 1 ≡ 52 + 1 ≡ 1 (mod 25)

a1 = 1より，kが 3の倍数のとき ak ≡ 5 (mod 25)

これから akは 5で割り切れるが，25で割り切れない．

(∗∗)より，求める最大公約数は 5 �

3 (1) Dで (ii)を満たす点Pの表す領域は図の斜
線部分である．放物線上の点 (a, a2)がこ
の領域にあるから

1 5 a 5
√
3

　

O

y

x1 2 3

1

2

3

A

B

√
3

a
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(2) (1)の結果に注意して，a2+1 5 3および3 5 a2+1，すなわち，1 5 a 5
√
2

および
√
2 5 a 5

√
3で場合分けを行う．

(i) 1 5 a 5
√
2のとき

1 5 x 5 2, 0 5 y 5 3における点Qの領域の面積は (3− 2)·1 = 1

0 5 x 5 3, 1 5 y 5 2における点Qの領域の領域は (3− 2)·1 = 1

0 5 x 5 1, 2 5 y 5 3における点Qの領域の領域は

1− {1− (a− 1)}{(a2 + 1)− 2} = a3 − 2a2 − a+ 3

したがって f(a) = 1 + 1 + (a3 − 2a2 − a+ 3) = a3 − 2a2 − a+ 5

(ii)
√
2 5 a 5

√
3のとき

1 5 x 5 2, 0 5 y 5 1における点Qの領域の面積は 1

0 5 x 5 3, 1 5 y 5 2における点Qの領域の面積は

3·1− 2{2− (a2 − 1)} = 2a2 − 3

0 5 x 5 1, 2 5 y 5 3における点Qの領域の面積は 1(a−1) = a−1

したがって f(a) = 1 + (2a2 − 3) + (a− 1) = 2a2 + a− 3

O

y

x1 2 3

1

2

3

A

B

O

y

x1 2 3

1

2

3

A

B

a

a2

a

a2

i) 1 5 a 5
√
2 ii)

√
2 5 a 5

√
3

a−1 a−1

a2+1

a2−1

a2+1

よって f(a) =

{
a3 − 2a2 − a + 5 (1 5 a 5

√
2)

2a2 + a − 3 (
√
2 5 a 5

√
3)

(3) f(a)は 1 5 a 5
√
3で連続であり

f ′(a) =

 3a2 − 4a− 1 = 3

(
a− 2

3

)2

− 7

3
(1 < a <

√
2)

4a+ 1 (
√
2 < a <

√
3)

1 < a <
√
2で f ′(a) < 5− 4

√
2 < 0，

√
2 < a <

√
3で f ′(a) > 0．

よって，f(a)を最小にする aの値は a =
√
2 �
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4 (1) 点 P(a, b)を通り，傾きmの直線を `とすると，その方程式は

y − b = m(x− a) すなわち y = mx−ma+ b

C : y = x3 − xと ` : y = mx−ma+ bの方程式から，yを消去すると

x3 − x = mx−ma+ b ゆえに x3 − (m+ 1)x+ma− b = 0 (∗)

f(x) = x3−(m+1)x+ma−bとおくと，`とCが異なる 3点で交わるとき，
3次関数 f(x)は極値をもち，極値を与える xの値は 2次方程式 f ′(x) = 0

の異なる 2つの実数解であるから

3x2 − (m+ 1) = 0 これを解いて x = ±
√
m+ 1

3
(m > −1)

ここで，k =

√
m+ 1

3
· · · 1©とおくと (k > 0)

f(x) = x3 − 3k2x+ (3k2 − 1)a− b

極大値 f(−k)，極小値 f(k)は

f(−k) = 2k3 + (3k2 − 1)a− b, f(k) = −2k3 + (3k2 − 1)a− b

上の 2式から，十分大きい kの値に対して

f(−k)f(k) = {(3k2 − 1)a− b}2 − 4k6

= k6

{(
3a

k
− a+ b

k3

)2

− 4

}
< 0

1©より，`の傾きmが十分に大きいとき，条件 (i)を満たす．

(2) 3次方程式 f(x) = 0の解を α, β, γとすると (α < β < γ)，点 Pが条件
(ii)を満たすとき∫ β

α

f(x) dx =

∫ γ

β

{−f(x)} dx ゆえに
∫ γ

α

f(x) dx = 0 (∗∗)

このとき，f(x) = (x− α)(x− β)(x− γ)であるから

f(x) = (x− α){(x− α)− (β − α)}(x− γ)
= −(x− α)2(γ − x) + (β − α)(x− α)(γ − x)
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したがって 7∫ γ

α

f(x) dx = −
∫ γ

α

(x− α)2(γ − x) dx+ (β − α)
∫ γ

α

(x− α)(γ − x) dx

= − 1

12
(γ − α)4 + (β − α)·1

6
(γ − α)3

=
1

12
(γ − α)3{−(γ − α) + 2(β − α)}

=
1

12
(γ − α)3(−α + 2β − γ)

(∗∗)より −α + 2β − γ = 0 · · · 2©

また，3次方程式 (∗)の解と係数の関係から

α + β + γ = 0, αβ + βγ + γα = −m− 1, αβγ = −ma+ b

上の 3式と 2©から (α < β < γ)

−α = γ > 0, β = 0, m = γ2 − 1, −ma+ b = 0

これから，直線 `の方程式は y = (γ2 − 1)x (γ > 0)

(i) x = 0のとき y = 0

(ii) x > 0のとき，直線 y = −xの上側で境界線を含まない．
(iii) x < 0のとき，直線 y = −xの下側で境界線を含まない．

以上の結果から，点 Pの表す領域は，下の図の斜線部分で境界線を含ま
ない．ただし，原点を含む．

O

y

x

y = −x

�

7http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2020.pdf (p.8を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2020.pdf
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5 Pが線分AB上にあるとき，P(2− 2t, 0, 2t)とする
(
1

2
5 t 5 1

)
．

Pから xy平面に垂線 PRを引くと R(2− 2t, 0, 0)

直角三角形 PQRにおいて，PQ = 2，PR = 2tであるから

QR =
√

PQ2 − PR2 =
√
22 − (2t)2 = 2

√
1− t2

PRの中点をNとすると，中点連結定理により

MN =
1

2
QR =

√
1− t2

したがって，平面 z = tにおける中心 (2− 2t, 0, t)，半径
√
1− t2の円をCtと

すると，MはCt上にある．

x

z

O

z

1

1

A2

S
P

x

P

y M

Q

B

2t

2−2t
O

y

R

N

2t
Ct

R

Ctの x座標 2 − 2tおよび半径
√
1− t2の大小関係により，点 Pが S上にある

から，点Mが通過する範囲は，次の領域 (Ctの包絡線)を描く．

O

y

x O

y

x

2− 2t <
√
1− t2 2− 2t >

√
1− t2
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Kの z = tにおける断面積を S(t)とすると
(
1

2
5 t 5 1

)

S(t) = π
{
(2− 2t) +

√
1− t2

}2

− π
∣∣∣(2− 2t)−

√
1− t2

∣∣∣2
= 4π(2− 2t)

√
1− t2

= 8π
√
1− t2 − 8πt

√
1− t2

Kの体積を V とすると

V

8π
=

∫ 1

1
2

S(t)

8π
dt =

∫ 1

1
2

√
1− t2 dt−

∫ 1

1
2

t
√
1− t2 dt (∗)

ここで ∫ 1

1
2

√
1− t2 dt

は，右の図の斜線部分の面積と等しいから∫ 1

1
2

√
1− t2 dt = 1

2
·12·π

3
− 1

2
·1
2
·
√
3

2

=
π

6
−
√
3

8
· · · 1©

　

O

y

t11
2

1

1

π
3

√
3
2

また
∫ 1

1
2

t
√
1− t2 dt =

[
−1

3
(1− t2)

3
2

]1
1
2

=

√
3

8
· · · 2©

1©， 2©を (∗)に代入すると

V

8π
=

(
π

6
−
√
3

8

)
−
√
3

8
=
π

6
−
√
3

4

よって V = 8π

(
π

6
−
√
3

4

)
= π

(
4

3
π − 2

√
3

)
�
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6 (1) ~vk =

(
cos

2kπ

3
, sin

2kπ

3

)
より

~v0 =
~v3 =

~v6 = · · · , ~v1 =
~v4 =

~v7 = · · · , ~v2 =
~v5 =

~v8 = · · ·

~uj (j = 1, 2, · · · , n)を次のように定める．

~uj =

{
~vk (j回目で表が出て，kは j回目までに裏が出た回数)

~0 (j回目で裏が出る)

与えられた漸化式から
−−→
OXn =

n∑
j=1

~uj

~uj ∈
{
~0, ~v0,

~v1,
~v2

}
であり，上式の右辺の~v0,

~v1,
~v2の個数をそれぞれ

a, b, cとすると，XnがOにあるとき，~v0 = −(~v1 + ~v2)により

−−→
OXn = a~v0 + b~v1 + c~v2 = −a(~v1 + ~v2) + b~v1 + c~v2

= (b− a)~v1 + (c− a)~v2 = ~0

~v1,
~v2は，1次独立であるから

b− a = c− a = 0 すなわち a = b = c (∗)

このとき，a+ b+ c 5 8であるから a = b = c = 0, 1, 2

(i) a = b = c = 0のとき，8回とも裏が出る確率であるから
(
1

2

)8

(ii) a = b = c = 1のとき，裏が k回出た後に表が連続して出た回数を αk

とすると (k = 0, 1, 2, 3, 4, 5)

−−→
OX8 = α0

~v0 + α1
~v1 + α2

~v2 + α3
~v3 + α4

~v4 + α5
~v5

= (α0 + α3)~v0 + (α1 + α4)~v1 + (α2 + α5)~v2 =
~0

α0 + α1 + α2 + α3 + α4 + α5 = 3，α0 + α3 = α1 + α4 = α2 + α5より

α0 + α3 = α1 + α4 = α2 + α5 = 1

このときの確率は 23
(
1

2

)8
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(iii) a = b = c = 2のとき，裏が k回出た後に表が連続して出た回数を βk
とすると (k = 0, 1, 2)

−−→
OX8 = β0~v0 + β1~v1 + β2~v2 =

~0

β0 + β1 + β2 = 6，β0 = β1 = β2より

β0 = β1 = β2 = 2

このときの確率は
(
1

2

)8

(i)～(iii)より，求める確率は(
1

2

)8

+ 23
(
1

2

)8

+

(
1

2

)8

= 10

(
1

2

)8

=
5

128

(2) (∗)より，Xn が Oにあるとき，表の出た回数 r = a + b + cについて，
a = b = cであるから，rは 3の倍数である．まず

pr = 0 (r 6≡ 0 (mod 3))

r ≡ 0 (mod 3)，すなわち，r = 3sのとき (s = 0, 1, 2, · · · , 66)，裏が k回
出た後に表が連続して出た回数を tkとすると

t0 + t3 + t6 + · · ·+ t198−3s = s

t1 + t4 + t7 + · · ·+ t199−3s = s

t2 + t5 + t8 + · · ·+ t200−3s = s

上の 3式を満たす tkの組は，すべて

67−sHs = (67−s)+s−1Cs = 66Cs

このとき p3s = (66Cs)
3

(
1

2

)200

=
(66Cs)

3

2200
(∗∗)

よって pr =


0 (r 6≡ 0)(

66C r
3

)3
2200

(r ≡ 0)
(mod 3)



3.22. 2022年 (150分) 267

prが最大となるのは，(∗∗)より，66Csが最大となるときである．

66Cs+1

66Cs

=
66!

(s+ 1)!(65− s)!
·s!(66− s)!

66!
=

66− s
s+ 1

ゆえに 66Cs+1

66Cs

− 1 =
65− 2s

s+ 1

したがって

66C0 < 66C1 < · · · < 66C32 < 66C33 > 66C34 > · · · > 66C66

よって，s = 33，すなわち，r = 99のとき prは最大となる． �
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出題分野 (2011-2022) 180分

J 東京工業大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明 1

複素数と方程式
II 図形と方程式
三角関数 3

指数関数と対数関数 2

微分法と積分法 3

式と曲線 5 2

複素数平面 5 1 3 2 1·4
関数

III 極限 4 5 1

微分法とその応用 3 3 2 4 1 3 3 5

積分法 2 2 2 5

積分法の応用 4 4·6 4 3 5 4 4 5 5

場合の数と確率 1 1 2 4

A 整数の性質 1 1 5 4 1 2 1 2

図形の性質 3

平面上のベクトル
B 空間のベクトル 1 2 3 4

数列 5 4·5 1·3
確率分布と統計

C 行列 (旧課程) 1 5 2 3 数字は問題番号

269

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TKdai/TKdai_ri_2014.pdf
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4.15 2015年 (180分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 数列 {an}を
a1 = 5, an+1 =

4an − 9

an − 2
(n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．また数列 {bn}を

bn =
a1 + 2a2 + · · ·+ nan

1 + 2 + · · ·+ n
(n = 1, 2, 3, · · · )

と定める．

(1) 数列 {an}の一般項を求めよ．

(2) すべての nに対して，不等式 bn 5 3 +
4

n+ 1
が成り立つことを示せ．

(3) 極限値 lim
n→∞

bnを求めよ．

2 四面体OABCにおいて，OA = OB = OC = BC = 1，AB = AC = xとする．
頂点Oから平面ABCに垂線を下ろし，平面ABCとの交点をHとする．頂点
Aから平面OBCに垂線を下ろし，平面OBCとの交点をH′とする．

(1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとし，

−→
OH = p~a + q~b + r~c，

−−→
OH′ = s~b + t~cと

表す．このとき，p，q，rおよび s，tを xの式で表せ．

(2) 四面体OABCの体積 V を xの式で表せ．また，xが変化するときの V の
最大値を求めよ．

3 a > 0とする．曲線 y = e−x2
と x軸，y軸，および直線 x = aで囲まれた図形

を，y軸のまわりに 1回転してできる回転体をAとする．

(1) Aの体積 V を求めよ．

(2) 点 (t, 0) (−a 5 t 5 a)を通り x軸と垂直な平面によるAの切り口の面積
を S(t)とするとき，不等式

S(t) 5
∫ a

−a

e−(s2+t2)ds

を示せ．

(3) 不等式 √
π(1− e−a2) 5

∫ a

−a

e−x2

dx

を示せ．
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4 xy平面上を運動する点 Pの時刻 t (t > 0)における座標 (x, y)が

x = t2 cos t, y = t2 sin t

で表されている．原点をOとし，時刻 tにおけるPの速度ベクトルを~vとする．

(1)
−→
OPと~vのなす角を θ(t)とするとき，極限値 lim

t→∞
θ(t)を求めよ．

(2) ~vが y軸に平行になるような t (t > 0)のうち，最も小さいものを t1，次に
小さいものを t2とする．このとき，t2 − t1 < πを示せ．

5 nを相異なる素数 p1, p2, · · · , pk (k = 1)の積とする．a，bを nの約数とする
とき，a，bの最大公約数をG，最小公倍数を Lとし，

f(a, b) =
L

G

とする．

(1) f(a, b)が nの約数であることを示せ．

(2) f(a, b) = bならば，a = 1であることを示せ．

(3) mを自然数とするとき，mの約数であるような素数の個数をS(m)とする．

S(f(a, b)) + S(a) + S(b)

が偶数であることを示せ．
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解答例

1 (1) 数列 {an}の特性方程式は

x =
4x− 9

x− 2
すなわち (x− 3)2 = 0

この方程式の解が x = 3であるから

an+1 − 3 =
4an − 9

an − 2
− 3 ゆえに

1

an+1 − 3
=

1

an − 3
+ 1

数列
{

1

an − 3

}
は初項

1

a1 − 3
，公差 1の等差数列であるから

1

an − 3
=

1

a1 − 3
+ (n− 1) =

2n− 1

2
よって an =

6n − 1

2n − 1

(2) (1)の結果から

bn =
2

n(n+ 1)

n∑
k=1

kak =
2

n(n+ 1)

n∑
k=1

k(6k − 1)

2k − 1

=
2

n(n+ 1)

n∑
k=1

(
3k + 1 +

1

2k − 1

)
=

2

n(n+ 1)

n∑
k=1

{
3

2
n(n+ 1) + n+

1

2k − 1

}
= 3 +

2

n+ 1
+

2

n(n+ 1)

n∑
k=1

1

2k − 1
· · · 1©

ここで
n∑

k=1

1

2n− 1
5

n∑
k=1

1

2k − 1
5

n∑
k=1

すなわち
n

2n− 1
5

n∑
k=1

1

2k − 1
5 n · · · 2©

2©を 1©に代入すると，次式から明らか．

3 +
2

n+ 1
+

2

(n+ 1)(2n− 1)
5 bn 5 3 +

4

n+ 1
· · · (∗)

(3) lim
n→∞

{
3 +

2

n+ 1
+

2

(n+ 1)(2n− 1)

}
= 3, lim

n→∞

(
3 +

4

n+ 1

)
= 3

上の 2式から，(∗)にはさみうちの原理を適用すると lim
n→∞

bn = 3
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解説 p，q，r 6= 0，sを定数とする漸化式 an+1 =
pan + q

ran + s
· · · (∗)

ps− qr = 0のとき，右辺は定数となるので，ps− qr 6= 0とする．

(∗)の特性方程式

x =
px+ q

rx+ s
すなわち rx2 + (s− p)x− q = 0 · · · (∗∗)

の解を α，βとすると

an+1 − α =
pan + q

ran + s
− pα+ q

rα + s
=

(ps− qr)(an − α)
(rα + s)(ran + s)

· · · (∗ ∗ ∗)

an+1 − β =
(ps− qr)(an − β)
(rβ + s)(ran + s)

i) α 6= βのとき，上の 2式から

an+1 − β
an+1 − α

=
rα + s

rβ + s
·an − β
an − α

ゆえに
an − β
an − α

=
a1 − β
a1 − α

(
rα + s

rβ + s

)n−1

これから，anが求まる．

ii) α = βのとき，(∗)の係数について

(s− p)2 + 4rq = 0 ゆえに (p+ s)2 = 4(ps− qr) · · · 1©

また，αは (∗∗)の重解であるから

α =
p− s
2r

ゆえに rα + s =
1

2
(p+ s) · · · 2©

1©， 2©により，(∗ ∗ ∗)は

an+1 − α =
(ps− qr)(an − α)

(rα + s){r(an − α) + rα + s}

=
1
4
(p+ s)2(an − α)

1
2
(p+ s){r(an − α) + 1

2
(p+ s)}

逆数をとると
1

an+1 − α
=

1

an − α
+

2r

p+ s

このとき，数列
{

1

an − α

}
は初項

1

a1 − α
，公差

2r

p+ s
の等差数列で

あるから
1

an − α
=

1

a1 − α
+

2r

p+ s
(n− 1)

これから，anが求まる． �
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2 (1) BCの中点をMとし，θ = ∠OMAとすると

OM =

√
3

2
,

MA =
√
AB2 − BM2 =

√
x2 − 1

4

4OAMに余弦定理を適用すると

cos θ =
OM2 +MA2 −OA2

2OM·MA

=
3
4
+
(
x2 − 1

4

)
− 1

2OM·MA
=

x2 − 1
2

2OM·MA

　 O

A

B

C

MH

H′
1

1

1

x
1
2

x 1
2

θ

上式より，OMcos θ =
x2 − 1

2

2MA
，MAcos θ =

x2 − 1
2

2OM
· · · 1©であるから

−→
OH =

−−→
OM+ (OMcos θ)·

−−→
MA

MA
=
−−→
OM+

x2 − 1
2

2MA2
·
−−→
MA

=
1

2
(~b+~c) +

x2 − 1
2

2
(
x2 − 1

4

) (~a− ~b+~c
2

)

=
2x2 − 1

4x2 − 1
~a+

x2

4x2 − 1
(~b+~c),

−−→
OH′ =

−−→
OM+ (MAcos θ)·

−−→
MO

MO
=
−−→
OM−

x2 − 1
2

2OM2
·
−−→
OM

=
−−→
OM− 2

3

(
x2 − 1

2

)−−→
OM =

4− 2x2

3
·
−−→
OM =

2− x2

3
(~b+~c)

よって p =
2x2 − 1

4x2 − 1
, q = r =

x2

4x2 − 1
, s = t =

2 − x2

3

(2) 1©より，MAcos θ =
x2 − 1

2√
3
であるから

MA2 sin2 θ = MA2 − (MAcos θ)2 =

(
x2 − 1

4

)
− 1

3

(
x2 − 1

2

)2

= −1

3
x4 +

4

3
x2 − 1

3
= 1− 1

3
(x2 − 2)2

AH′ = MAsin θであるから，V =
1

3
4OBC·AH′ =

1

12

√
3 − (x2 − 2)2

よって，x =
√
2のとき，V は最大値

√
3

12
をとる．

補足 4OAM =
1

2
OM·MAsin θより，V =

1

3
4OAM·BC =

1

12

√
3− (x2 − 2)2
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別解 ~b·~c = |~b||~c| cos 60◦ = 1

2
，|~b− ~a| = |~c− ~a| = xより ~a·~b = ~c·~a = 1− x2

2−→
OHは平面ABCに垂直なので，

−→
OH·(~b− ~a) =

−→
OH·(~c−~b) = 0より

(p~a+ q~b+ r~c)·(~b− ~a) = 0, (p~a+ q~b+ r~c)·(~c−~b) = 0

これらを整理すると

−x2p+ x2q + (x2 − 1)r = 0, −q + r = 0

上の 2式および p+ q+ r = 1により p =
2x2 − 1

4x2 − 1
，q = r =

x2

4x2 − 1

また，
−−→
AH′は平面OBCに垂直なので，

−−→
AH′·~b =

−−→
OH′·~c = 0より

(s~b+ t~c− ~a)·~b = 0, (s~b+ t~c− ~a)·~c = 0

これらを整理すると

2s+ t+ x2 − 2 = 0, s+ 2t+ x2 − 2 = 0

よって s = t =
2 − x2

3
−−→
OH′ = s(~b+~c)より

OH′2 = |
−−→
OH′|2 = s2(|~b|2 + 2~b·~c+ |~c|2) = (2− x2)2

3

したがって AH′ =
√
OA2 −OH′2 =

√
1− (2− x2)2

3

よって V =
1

3
4OBC·AH′ =

1

3

(
1

2
·12 sin 60◦

)
AH′ =

1

12

√
3 − (2 − x2)2

また，V が最大となるのは，Aから平面OBCに下ろした垂線AH′の長さ
が最大となる，すなわち，H′がOと一致するときであるから

−−→
OH′ =

2− x2

3
(~b+~c) = ~0 よって x =

√
2

このとき，AH′ = AO = 1より，V の最大値は

1

3
4OBC·AH′ =

1

3
·
(
1

2
·12 sin 60◦

)
·1 =

√
3

12

�
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3 (1) 求める体積 V は

V = 2π

∫ a

0

xe−x2

dx

= π

[
−e−x2

]a
0

= π(1 − e−a2
)

　

O

y

xa

1

(2) 回転体Aの領域は，y軸からの距離が rであるとき (0 5 r 5 a)

0 5 y 5 e−r2

xy平面に垂直で原点Oを通る座標軸を z軸とすると r2 = z2 + x2

このとき，平面 x = tによるAの断面の表す領域は (−a 5 t 5 a)

x = t, −
√
a2 − t2 5 z 5

√
a2 − t2, 0 5 y 5 e−(z2+t2)

したがって，この断面積 S(t)について

S(t) =

∫ √
a2−t2

−
√
a2−t2

e−(z2+t2)dz 5
∫ a

−a

e−(z2+t2)dz

よって S(t) 5
∫ a

−a

e−(s2+t2)ds

(3) (2)の結果から S(t) 5 e−t2
∫ a

−a

e−s2ds

したがって V =

∫ a

−a

S(t) dt 5
∫ a

−a

e−t2dt

∫ a

−a

e−s2ds

上式および (1)の結果から

π(1− e−a2) 5
(∫ a

−a

e−x2

dx

)2

よって
√
π(1− e−a2) 5

∫ a

−a

e−x2

dx

�

4 (1)
−→
OP = (x, y) = t2(cos t, sin t)より (t > 0)

dx

dt
= 2t cos t− t2 sin t, dy

dt
= 2t sin t+ t2 cos t

ゆえに ~v =

(
dx

dt
,
dy

dt

)
= t(2 cos t− t sin t, 2 sin t+ t cos t)
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θ(t)は，2つのベクトル

1

t2
−→
OP = (cos t, sin t),

1

t
~v = (2 cos t− t sin t, 2 sin t+ t cos t)

のなす角であるから

cos θ(t) =
cos t(2 cos t− t sin t) + sin t(2 sin t+ t cos t)√

cos2 t+ sin2 t
√

(2 cos t− t sin t)2 + (2 sin t+ t cos t)2

=
2√

4 + t2

したがって lim
t→∞

cos θ(t) = lim
t→∞

2√
4 + t2

= 0 よって lim
t→∞

θ(t) =
π

2

(2) ~vが y軸に平行になる t (t > 0)は，
dx

dt
= 0のときであるから

2 cos t− t sin t = 0 すなわち tan t− 2

t
= 0

f(t) = tan t− 2

t
とおくと f ′(t) =

1

cos2 t
+

2

t2
> 0

lim
t→+0

f(t) = −∞， lim
t→π

2
−0
f(t) = ∞であり，区間

(
0,

π

2

)
で f(t)は単調増

加であるから，中間値の定理により

f(t1) = 0
(
0 < t1 <

π

2

)
を満たす t1が唯一存在する．

lim
t→π

2
+0
f(t) = −∞，f(π) = − 2

π
， lim

t→ 3
2
π−0

f(t) =∞であり，区間
(
π

2
,
3

2
π

)
において f(t)は単調増加であるから，中間値の定理により

f(t2) = 0

(
π < t2 <

3

2
π

)
を満たす t2が唯一存在する．したがって

tan t1 =
2

t1
>

2

t2
= tan t2 = tan(t2 − π)

t1, t2 − π ∈
(
0,

π

2

)
であるから

t1 > t2 − π よって t2 − t1 < π

�
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5 (1) a = Ga′, b = Gb′ (a′, b′は互いに素)とおくと，L = Ga′b′より

f(a, b) =
L

G
= a′b′ · · · (∗)

a = Ga′，b = Gb′は nの約数であるから，a′，b′は nの約数である．

このとき，a′，b′は互いに素であるから，a′b′は nの約数である．

よって，f(a, b)は nの約数である．

(2) f(a, b) = bのとき，(∗)および b = Gb′より

a′b′ = Gb′ ゆえに a′ = G すなわち a = G2

aは相異なる素数の積であるから，aが 1以外の平方数になることはない．

よって，a = 1

(3) x，yが相異なる素数の積であるとき，S(xy) = S(x) + S(y)であるから

S(f(a, b)) + S(a) + S(b)

=S(a′b′) + S(Ga′) + S(Gb′)

={S(a′) + S(b′)}+ {S(G) + S(a′)}+ {S(G) + S(b′)}
=2{S(G) + S(a′) + (b′)}

よって，S(f(a, b)) + S(a) + S(b)は偶数である． �
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出題分野 1 2 3 4 5

1 aを正の定数とし，放物線 y =
x2

4
をC1とする．

(1) 点PがC1上を動くとき，Pと点Q

(
2a,

a2

4
− 2

)
の距離の最小値を求めよ．

(2) Qを中心とする円 (x − 2a)2 +

(
y − a2

4
+ 2

)2

= 2a2 を C2とする．Pが

C1上を動き，点RがC2上を動くとき，PとRの距離の最小値を求めよ．

2 4ABCを一辺の長さ 6の正三角形とする．サイコロを 3回振り，出た目を順
にX，Y，Zとする．出た目に応じて，点P，Q，Rをそれぞれ線分BC，CA，
AB上に

−→
BP =

X

6

−→
BC,

−→
CQ =

Y

6

−→
CA,

−→
AR =

Z

6

−→
AB

をみたすように取る．

(1) 4PQRが正三角形になる確率を求めよ．

(2) 点B，P，Rを互いに線分で結んでできる図形を T1，点C，Q，Pを互い
に線分で結んでできる図形を T2，点A，R，Qを互いに線分で結んででき
る図形を T3とする．T1，T2，T3のうち，ちょうど 2つが正三角形になる
確率を求めよ．

(3) 4PQRの面積を Sとし，Sのとりうる値の最小値をmとする．mの値お
よび S = mとなる確率を求めよ．

3 水平な平面αの上に半径 r1の球 S1と半径 r2の球 S2が乗っており，S1と S2は
外接している．

(1) S1，S2が αと接する点をそれぞれP1，P2とする．線分P1P2の長さを求
めよ．

(2) αの上に乗っており，S1と S2の両方に外接している球すべてを考える．
それらの球と αの接点は，1つの円の上または 1つの直線の上にあること
を示せ．

4 nを 2以上の自然数とする．

(1) nが素数または 4のとき，(n− 1)!は nで割り切れないことを示せ．

(2) nが素数でなくかつ 4でもないとき，(n−1)!はnで割り切れることを示せ．
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5 次のように媒介変数表示された xy平面上の曲線をCとする：{
x = 3 cos t− cos 3t

y = 3 sin t− sin 3t

ただし 0 5 t 5 π

2
である．

(1)
dx

dt
および

dy

dt
を計算し，Cの概形を図示せよ．

(2) Cと x軸と y軸で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例

1 (1) C1上の点Pを
(
t,
t2

4

)
，f(t) = PQ2とする．a > 0より，Q

(
2a,

a2

4
− 2

)
の x座標は正であり，C1は y軸に関して対称であるから，PQの距離が最
小となるのは，t = 0のときについて調べればよい．

f(t) = (t− 2a)2 +

(
t2

4
− a2

4
+ 2

)2

f ′(t) = 2(t− 2a) + 2

(
t2

4
− a2

4
+ 2

)
· t
2

=
t3

4
− a2

4
t+ 4t− 4a

=
1

4
(t− a)(t2 + at+ 16)

このとき，t2 + at+ 16 > 0であることに注意して

t (0) · · · a · · ·
f ′(t) − 0 +

極小
f(t) ↘ ↗

a2 + 4

よって，求める最小値は
√
f(a) =

√
a2 + 4

(2) C2 : (x− 2a)2 +

(
y − a2

4
+ 2

)2

= 2a2の半径が
√
2a であるから (1)の結果に注意して
√
2a =

√
a2 + 4，すなわち，a = 2のとき

PRの最小値 0

√
2a <

√
a2 + 4，すなわち，0 < a < 2のとき

PRの最小値
√
a2 + 4−

√
2a

　

O

y

x
P

R
Q

C1

C2

よって，PRの最小値は

{
a = 2 のとき 0

0 < a < 2 のとき
√
a2 + 4 −

√
2a

�
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2 (1) 4PQRが正三角形のとき

4BPR ≡ 4CQP ≡ 4ARQ

であるから，BP = CQ = AR

したがって X = Y = Z

よって，求める確率は
6

63
=

1

36

　 A

B CP

Q

R

(2) T1と T2だけが正三角形であるとき

RB = BP, PC = CQ, QA 6= AR

ゆえに 6− Z = X, 6−X = Y, 6− Y 6= Z

すなわち Y = Z = 6−X (X = 1, 2, 4, 5)

T1と T2だけが正三角形となる確率は
4

63

　 A

B CP

Q

R

T1
T2

T3

T2と T3だけ，T3と T1だけが正三角形となる確率もこれと等しい．

よって，求める確率は
4·3
63

=
1

18

(3)
4BPR

4ABC
=

(6− Z)X
36

，
4CQP

4ABC
=

(6−X)Y

36
，
4ARQ

4ABC
=

(6− Y )Z

36
より

36S

4ABC
=

36

4ABC
(4ABC−4BPR−4CQP−4ARQ)

= 36− (6− Z)X − (6−X)Y − (6− Y )Z

= 36− 6(X + Y + Z) +XY + Y Z + ZX

= (6−X)(6− Y ) + Z(X + Y − 6)

(i) X + Y − 6 < 0のとき，Z = 6で Sは最小となり

36S

4ABC
= XY = 1 (等号はX = Y = 1のとき)

(ii) X + Y − 6 = 0のとき，X 6= 6に注意して

36S

4ABC
= (6−X)(6− Y ) = (6−X)X = 9− (X − 3)2 = 5

(iii) X + Y − 6 > 0のとき，Z = 1で Sは最小となり

36S

4ABC
= 5+(5−X)(5−Y ) = 1 (等号は (X, Y ) = (1, 6), (6, 1)のとき)
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(i)～(iii)から
36m

4ABC
= 1であるから

m =
1

36
4ABC =

1

36
·1
2
·6·6 sin 60◦ =

√
3

4

これを満たすのは，(X,Y, Z) = (1, 1, 6), (1, 6, 1), (6, 1, 1)の 3組．

よって，求める確率は
3

63
=

1

72
�

3 (1) 右の図の直角三角形について

P1P2
2 + (r1 − r2)2 = (r1 + r2)

2

P1P2
2 = 4r1r2

よって P1P2 = 2
√
r1r2

　

r1
r2

P1 P2

S1

S2

r1
r2

α

(2) α上の半径 rの球 Sが，S1および S2に外接するとき，Sと αの接点を P

とすると
P1P = 2

√
r1r, P2P = 2

√
r2r

(i) r1 6= r2のとき P1P : P2P =
√
r1 :
√
r2

2点P1，P2を
√
r1 :
√
r2に内分，外分する点をA，Bとすると，Pは

線分ABを直径とする円周上にある．

(ii) r1 = r2のとき P1P = P2P

Pは線分 P1P2の垂直二等分線上にある． �
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4 (1) nが素数のとき，n− 1以下の正の整数は nを因数に持たないので

(n− 1)! = (n− 1)(n− 2) · · · 2·1

は nで割り切れない．

また，n = 4のとき，(n− 1)! = 6は，nで割り切れない．

(2) nが素数でなくかつ 4でもないとき，n = pq，2 5 p 5 qとおくと

n− 1− q = pq − 1− q = (p− 1)(q − 1) + (p− 2) > 0

ゆえに 2 5 p 5 q < n− 1

(i) p 6= qのとき (n− 1)! = (n− 1) · · · q · · · p · · · 1

したがって，(n− 1)!は n = pqで割り切れる．

(ii) p = qのとき，n 6= 4であるから，2 < p，2p < p2 = nより，2p 5 n−1
(n− 1)!は pと 2pを因数にもつので，(n− 1)!はn = p2で割り切れる．

(i)，(ii)より，nが素数でも 4でもないとき，(n− 1)!は nで割り切れる．

�
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5 (1)

{
x = 3 cos t− cos 3t

y = 3 sin t− sin 3t
(0 5 t 5 π

2
)

上式を tについて微分すると

dx

dt
= −3 sin t+ 3 sin 3t = 6 cos 2t sin t

dy

dt
= 3 cos t− 3 cos 3t = 6 sin 2t sin t

t 0 · · · π
4

· · · π
2

dx
dt

+ 0 −
dy
dt

+ + +

(dx
dt
, dy
dt
) ↗ ↑ ↖

(x, y) (2,0) · · · (2
√
2,
√
2) · · · (0, 4)

Cの概形は右の図のようになる．

　

O

y

x2

√
2

4

2
√
2

C

(2) 求める面積を Sとすると

S =

∫ 4

0

x dy =

∫ π
2

0

x
dy

dt
dt

=

∫ π
2

0

(3 cos t− cos 3t)(3 cos t− 3 cos 3t) dt

= 3

∫ π
2

0

(3 cos2 t− 4 cos 3t cos t+ cos2 3t) dt

= 3

∫ π
2

0

{
3

2
(1 + cos 2t)− 2(cos 4t+ cos 2t) +

1

2
(1 + cos 6t)

}
dt

= 3

∫ π
2

0

(
2− 1

2
cos 2t− 2 cos 4t+

1

2
cos 6t

)
dt

= 3

[
2t− 1

4
sin 2t− 1

2
sin 4t+

1

12
sin 6t

]π
2

0

= 3π
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別解 本題は，ガウス・グリーンの定理を用いて求めることもできる．

f(t) = 3 cos t− cos 3t, g(t) = 3 sin t− sin 3t
(
0 5 t 5 π

2

)
とおくと

f ′(t) = −3(sin t− sin 3t), g′(t) = 3(cos t− cos 3t)

したがって

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = (3 cos t− cos 3t)·3(cos t− cos 3t)

− (−3)(sin t− sin 3t)(3 sin t− sin 3t)

= 12(1− cos 3t cos t− sin 3t sin t)

= 12(1− cos 2t)

よって，求める面積 Sは

S =
1

2

∫ π
2

0

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt

= 6

∫ π
2

0

(1− cos 2t) dt

= 6

[
t− 1

2
sin 2t

]π
2

0

= 3π

ガウス・グリーンの定理� �
曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

� �
�
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出題分野 1 2 3 4 5

1 次の条件 (i)，(ii)をともに満たす正の整数N をすべて求めよ．

(i) N の正の約数の個数は 12個

(ii) N の正の約数を小さい方から順に並べたとき，7番目の数は 12．

ただし，N の約数には 1とN も含める．

2 実数 xの関数 f(x) =

∫ x+π
2

x

| sin t|
1 + sin2 t

dtの最大値と最小値を求めよ．

3 aを 1以上の実数とする．図のような長方形の折り紙ABCDが机の上に置かれ
ている．ただしAD = 1，AB = aである．Pを辺AB上の点とし，AP = xと
する．頂点Dを持ち上げてPと一致するように折り紙を一回折ったとき，もと
の長方形ABCDからはみ出る部分の面積を Sとする．

(1) Sを aと xで表せ．

(2) a = 1とする．PがAからBまで動くとき，Sを最大にするような xの値
を求めよ．

PA

D

B

C

なお配布された白紙を自由に使ってよい．(白紙は回収しない．)

4 nは正の整数とし，文字 a，b，cを重複を許して n個並べてできる文字列すべ
ての集合をAnとする．Anの要素に対し次の条件 (∗)を考える．

(∗) 文字 cが 2つ以上連続して現れない．

以下Anから要素を一つ選ぶとき，どの要素も同じ確率で選ばれるとする．

(1) Anから要素を一つ選ぶとき，それが条件 (∗)を満たす確率P (n)を求めよ．

(2) n = 12とする．Anから要素を一つ選んだところ，これは条件 (∗)を満た
し，その 7番目の文字は cであった．このとき，この要素の 10番目の文
字が cである確率をQ(n)とする．極限値 lim

n→∞
Q(n)を求めよ．
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5 実数 a，b，cに対してF (x) = x4+ ax3+ bx2+ ax+1，f(x) = x2+ cx+1 とお
く．また，複素数平面内の単位円周から 2点 1，−1を除いたものを T とする．

(1) f(x) = 0の解がすべて T 上にあるための必要十分条件を cを用いて表せ．

(2) F (x) = 0の解がすべて T 上にあるならば，

F (x) = (x2 + c1x+ 1)(x2 + c2x+ 1)

を満たす実数 c1，c2が存在することを示せ．

(3) F (x) = 0の解がすべて T 上にあるための必要十分条件を a，bを用いて表
し，それを満たす点 (a, b)の範囲を座標平面上に図示せよ．



4.17. 2017年 (180分) 289

解答例

1 N の約数が 12個あり，N が 22·3を約数をもつことから，N は次の積で表され
る (pは 5以上の素数)．

(a) N = 25·3 (b) N = 23·32 (c) N = 22·33 (d) N = 22·3p

(a) N = 25·3 = 96の 12以下の正の約数は

1, 2, 3, 4, 6, 8, 12

(b) N = 23·32 = 72の 12以下の正の約数は

1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12

(c) N = 22·33 = 108の 12以下の正の約数は

1, 2, 3, 4, 6, 9, 12

(d) 条件 (ii)を満たす pは 5，7，11のいずれかである．

p = 5のとき，N = 22·3·5 = 60の 12以下の正の約数は

1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12

p = 7のとき，N = 22·3·7 = 84の 12以下の正の約数は

1, 2, 3, 4, 6, 7, 12

p = 11のとき，N = 22·3·11 = 132の 12以下の正の約数は

1, 2, 3, 4, 6, 11, 12

(a)～(d)から，条件 (ii)を満たす正の整数N は 84, 96, 108, 132 �

2 f(x) =

∫ x+π
2

x

| sin t|
1 + sin2 t

dt より f(x+ π) =

∫ x+ 3
2
π

x+π

| sin t|
1 + sin2 t

dt

第 2式について，t = u+ πとおくと
dt

du
= 1

t x+ π −→ x+ 3
2
π

u x −→ x+ π
2

ゆえに f(x+ π) =

∫ x+π
2

x

| sin(u+ π)|
1 + sin2(u+ π)

du =

∫ x+π
2

x

| sinu|
1 + sin2 u

du = f(x)

f(x)は，周期 πの周期関数であるから，0 5 x 5 πにおいて求めればよい．
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(i) 0 5 x 5 π

2
のとき f(x) =

∫ x+π
2

x

sin t

1 + sin2 t
dt · · · (∗)

f ′(x) =
sin
(
x+ π

2

)
1 + sin2

(
x+ π

2

) − sinx

1 + sin2 x
=

cos x

1 + cos2 x
− sinx

1 + sin2 x

=
(cosx− sinx)(1− sin x cos x)

(1 + sin2 x)(1 + cos2 x)
= −
√
2 sin

(
x− π

4

) (
1− 1

2
sin 2x

)
(1 + sin2 x)(1 + cos2 x)

(ii)
π

2
5 x 5 πのとき f(x) =

∫ π

x

sin t

1 + sin2 t
dt−

∫ x+π
2

π

sin t

1 + sin2 t
dt · · · (∗∗)

f ′(x) = − sinx

1 + sin2 x
−

sin
(
x+ π

2

)
1 + sin2

(
x+ π

2

) = − sin x

1 + sin2 x
− cosx

1 + cos2 x

= −(sinx+ cos x)(1 + sin x cosx)

(1 + sin2 x)(1 + cos2 x)
= −
√
2 sin

(
x+ π

4

) (
1 + 1

2
sin 2x

)
(1 + sin2 x)(1 + cos2 x)

(i)，(ii)より，f(x)の増減表は

x 0 · · · π
4

· · · π
2
· · · 3

4
π · · · π

f ′(x) + 0 − − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ ↘ 極小 ↗

ここで
∫

sin t

1 + sin2 t
dt =

∫
sin t

2− cos2 t
dt =

1

2
√
2

∫ (
sin t√
2− cos t

+
sin t√
2 + cos t

)
dt

=
1

2
√
2
log

(√
2− cos x√
2 + cos x

)
+ C (Cは積分定数)

F (x) =
1

2
√
2
log

(√
2− cos x√
2 + cosx

)
とおくと，(∗)，(∗∗)より

最大値 f
(π
4

)
= F

(
3

4
π

)
− F

(π
4

)
=

1
√
2
log 3

最小値f

(
3

4
π

)
= 2F (π)−F

(
3

4
π

)
−F

(
5

4
π

)
=

1
√
2

{
2 log(

√
2 + 1) − log 3

}
�
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3 (1) 右の図のように四角形 ABCD を
XY 座標平面上に定め，原点Oと点
P(x, 1)を結ぶ線分OPの垂直二等分
線を lとすると，その方程式は

Y − 1

2
= −x

(
X − x

2

)
l : 2xX + 2Y − x2 − 1 = 0

　
A B

C
D

P(x, 1)

X

Y

Q

1

a

C′

M
N

N′

O

(x
2
, 1
2
)

l

lとX軸との交点のX座標は X =
x2 + 1

2x

(i) a 5 x2 + 1

2x
，0 5 x 5 a すなわち 0 5 x 5 a−

√
a2 − 1 のとき

lと直線X = aの交点の Y 座標は Y =
x2 − 2ax+ 1

2
θ = ∠AOPとおくと，∠AQP = 2θより

tan θ = x ゆえに tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
=

2x

1− x2

上図で，4MNC ≡ 4MN′C′，∠NMC = 2θ，NC = MCtan 2θ より

S =
1

2
MC·NC =

1

2
MC2 tan 2θ

=
1

2

(
x2 − 2ax+ 1

2

)2
2x

1− x2
=

x(x2 − 2ax + 1)2

4(1 − x2)

(ii)
x2 + 1

2x
5 a，0 5 x 5 1 すなわち a−

√
a2 − 1 5 x 5 1のとき

S = 0

(iii) 1 5 aのとき，lと直線 Y = 1の交点のX座標は X =
x2 − 1

2x

S = 4A′TP = 4ATO =
1

2
·OA·AT =

1

2
·1·x

2 − 1

2x
=

x2 − 1

4x

A B

CD

P A B

C
D

P

X

Y

1

aO

A′

T
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(2) (1)の結果から，a = 1のとき

S =
x(x2 − 2x+ 1)2

4(1− x2)
=
x(1− x)3

4(1 + x)
(0 5 x 5 1)

0 < x < 1のとき，両辺の自然対数をとると

log S = log x+ 3 log(1− x)− log(1 + x)− log 4

これを微分すると

S ′

S
=

1

x
− 3

1− x
− 1

1 + x

=
(1− x)(1 + x)− 3x(1 + x)− x(1− x)

x(1 + x)(1− x)

= − 3x2 + 4x− 1

x(1 + x)(1− x)

ゆえに S ′ = − 3x2 + 4x− 1

x(1 + x)(1− x)
·x(1− x)

3

4(1 + x)
= −(3x2 + 4x− 1)(1− x)2

4(1 + x)2

0 < x < 1に注意して，S ′ = 0を解くと x =
−2 +

√
7

3

したがって，Sの増減表は

x 0 · · · −2+
√
7

3
· · · 1

S ′ + 0 −
S 0 ↗ 極大 ↘ 0

よって，Sを最大にする xは x =
−2 +

√
7

3
�
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4 (1) 集合Anのうち n番目の文字が aまたは bである文字列の個数を xn，n番
目の文字が cである文字列の個数を ynとすると，次の漸化式が成立する．

x1 = 2, y1 = 1 (∗)

{
xn+1 = 2xn + 2yn
yn+1 = xn

(n = 1)

漸化式から xn+1 − λyn+1 = (2− λ)xn + 2yn · · · (∗∗)

ここで，1 : −λ = 2− λ : 2とすると

−λ(2− λ) = 1·2 ゆえに λ2 − 2λ− 2 = 0

この 2次方程式の解を α，βとすると (α > β)

α = 1 +
√
3, β = 1−

√
3

とすると，2− α = β，2− β = αであるから，(∗∗)より

xn+1 − αyn+1 = β(xn − αyn)
xn+1 − βyn+1 = α(xn − βyn)

したがって xn − αyn = βn−1(x1 − αy1) = βn

xn − βyn = αn−1(x1 − βy1) = αn

上の 2式から xn =
αn+1 − βn+1

α− β
，yn =

αn − βn

α− β

xn + yn =
(α + 1)αn − (β + 1)βn

α− β

ここで，α + 1 =
α2

2
，β + 1 =

β2

2
であるから

xn + yn =
αn+2 − βn+2

2(α− β)
· · · 1©

よって P (n) =
xn + yn

3n
=
αn+2 − βn+2

2(α− β)3n

=
(1 +

√
3)n+2 − (1 −

√
3)n+2

4
√
3·3n
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(2) 1©より，Anの個数を anとすると an =
αn+2 − βn+2

2(α− β)
(∗)より，7番目の文字が cであるとき

k 1 · · · 7 8 9 · · · n

xk 2 · · · 0 2y7 4y7 · · · 2y7xn−8

yk 1 · · · y7 0 2y7 · · · 2y7yn−8

x9 = 2y7x1，y9 = 2y7y1であるから，このときの場合の数は 2y7an−8

同様に，7番目と 10番目の文字が cであるとき

k 1 · · · 7 8 9 10 11 12 · · · n

xk 2 · · · 0 2y7 4y7 0 8y7 16y7 · · · 8y7xn−11

yk 1 · · · y7 0 2y7 4y7 0 8y7 · · · 8y7yn−11

x12 = 8y7x1，y12 = 8y7y1であるから，このときの場合の数は 8y7an−11

したがって Q(n) =
8y7an−11

2y7an−8

=
4(αn−9 − βn−9)

αn−6 − βn−6

∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ < 1であるから lim

n→∞
Q(n) = lim

n→∞

4
{
1−

(
β
α

)n−9
}

α3 − β3
(
β
α

)n−9 =
4

α3

αβ = −2に注意して lim
n→∞

Q(n) =
4β3

(αβ)3
=

4(1−
√
3)3

(−2)3
= 3

√
3 − 5

発展 行列を用いると，(∗)は次のようになる．(
xn+1

yn+1

)
=

(
2 2

1 0

)(
xn
yn

)
ゆえに

(
xn
yn

)
=

(
2 2

1 0

)n−1(
2

1

)

7番目が cであるとき，9番目に注目して(
xn
yn

)
=

(
2 2

1 0

)n−9(
4y7
2y7

)
= 2y7

(
2 2

1 0

)n−9(
2

1

)

= 2y7

(
xn−8

yn−8

)

このときの場合の数は 2y7(xn−8 + yn−8) = 2y7an−8 �
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5 (1) (必要性) f(x) = 0が虚数解をもつことが必要であるから，係数について

c2 − 4 < 0 すなわち − 2 < c < 2

実数を係数とする方程式 f(x) = 0が虚数解をもつとき，それらは互いに
共役であるから，その 2解を z，zとおくと，解と係数の関係により

zz = 1 すなわち |z| = 1

したがって，zと zは T 上にある．

(十分性) T 上にある 2数 z，zを解とする 2次方程式は

x2 − (z + z)x+ zz = 0 すなわち x2 − 2Re(z)x+ 1 = 0

−1 < Re(z) < 1であるから，c = −2Re(z)とおくと −2 < c < 2

よって，求める必要十分条件は −2 < c < 2

(2) 実数を係数とする方程式 F (x) = 0の解が T 上にあるとき，(1)の結果か
ら，これらの解を α，α，β，βとおける (|α| = |β| = 1)．

x4の係数が 1であることに注意して，因数定理を用いると

F (x) = (x− α)(x− α)(x− β)(x− β)
= {x2 − (α + α)x+ |α|2}{x2 − (β + β)x+ |β|2}
= {x2 − 2Re(α)x+ 1}{x2 − 2Re(β)x+ 1}

c1 = −2Re(α)，c2 = −2Re(β)とすると −2 < c1 < 2，−2 < c2 < 2

よって F (x) = (x2+c1x+1)(x2+c2x+1) (−2 < c1 < 2, −2 < c2 < 2)
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(3) F (x) = (x2 + c1x+ 1)(x2 + c2x+ 1)

= x4 + (c1 + c2)x
3 + (c1c2 + 2)x2 + (c1 + c2)x+ 1

これとF (x) = x4+ax3+ bx2+ax+1の同じ次数の項の係数を比較すると

c1 + c2 = a, c1c2 = b− 2 · · · (∗)

c1，c2を解とする 2次方程式は x2 − ax+ b− 2 = 0

この方程式は，実数解をもつから

(−a)2 − 4·1(b− 2) = 0 すなわち b 5 a2

4
+ 2 · · · 1©

−2 < c1 < 2，−2 < c2 < 2より

−4 < c1 + c2 < 4, (c1 + 2)(c2 + 2) > 0, (c1 − 2)(c2 − 2) > 0

第 1式に (∗)を適用すると −4 < a < 4 · · · 2©

第 2式を展開すると c1c2 + 2(c1 + c2) + 4 > 0

これに (∗)を適用すると

b− 2 + 2a+ 4 > 0 ゆえに b > −2a− 2 · · · 3©

第 3式を展開すると c1c2 − 2(c1 + c2) + 4 > 0

これに (∗)を適用すると

b− 2− 2a+ 4 > 0 ゆえに b > 2a− 2 · · · 4©

1©～ 4©より，点 (a, b)の満たす領域は
−4 < a < 4

b 5
a2

4
+ 2

b > −2a − 2

b > 2a − 2

ただし，境界は実線部のみ．

　

O

b

a

6

4−4

2

−2

�
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4.18 2018年 (180分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 a，b，cを実数とし，3つの 2次方程式

x2 + ax+ 1 = 0 · · · 1©
x2 + bx+ 2 = 0 · · · 2©
x2 + cx+ 3 = 0 · · · 3©

の解を複素数平面上で考察する．

(1) 2つの方程式 1©， 2©がいずれも実数解を持たないとき，それらの解はす
べて同一円周上にあるか，またはすべて同一直線上にあることを示せ．ま
た，それらの解がすべて同一円周上にあるとき，その円の中心と半径を a，
b を用いて表せ．

(2) 3つの方程式 1©， 2©， 3©がいずれも実数解を持たず，かつそれらの解が
すべて同一円周上にあるための必要十分条件を a，b，cを用いて表せ．

2 次の問に答えよ．

(1) 35x+ 91y + 65z = 3を満たす整数の組 (x, y, z)を一組求めよ．

(2) 35x+ 91y + 65z = 3を満たす整数の組 (x, y, z)の中で x2 + y2 の値が最
小となるもの，およびその最小値を求めよ．

3 方程式
ex(1− sinx) = 1

について，次の問に答えよ．

(1) この方程式は負の実数解を持たないことを示せ．また，正の実数解を無限
個持つことを示せ．

(2) この方程式の正の実数解を小さい方から順に並べて a1, a2, a3, · · · とし，

Sn =
n∑

k=1

akとおく．このとき極限値 lim
n→∞

Sn

n2
を求めよ．
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4 xyz空間内において，連立不等式

x2

4
+ y2 5 1, |z| 5 6

により定まる領域をV とし，2点 (2, 0, 2)，(−2, 0,−2)を通る直線を `とする．

(1) |t| 5 2
√
2を満たす実数 tに対し，点Pt

(
t√
2
, 0,

t√
2

)
を通り `に垂直な

平面をHtとする．また，実数 θに対し，点 (2 cos θ, sin θ, 0)を通り z軸
に平行な直線を Lθとする．LθとHtとの交点の z座標を tと θを用いて
表せ．

(2) `を回転軸に持つ回転体で V に含まれるものを考える．このような回転体
のうちで体積が最大となるものの体積を求めよ．

5 xyz空間内の一辺の長さが 1の立方体

{(x, y, z) | 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 1, 0 5 z 5 1}

をQとする．点Xは頂点A(0, 0, 0)から出発してQの辺上を 1秒ごとに長さ
1だけ進んで隣の頂点に移動する．Xが x軸，y軸，z軸に平行に進む確率はそ
れぞれ p，q，rである．ただし

p = 0, q = 0, r = 0, p+ q + r = 1

である．Xが n秒後に頂点A(0, 0, 0)，B(1, 1, 0)，C(1, 0, 1)，D(0, 1, 1)に
ある確率をそれぞれ an，bn，cn，dnとする．

(1) an+2を an，bn，cn，dnと p，q，rを用いて表せ．

(2) an − bn + cn − dnを p，q，r，nを用いて表せ．

(3) anを p，q，r，nを用いて表せ．
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解答例

1 (1) x2 + ax+ 1 = 0 · · · 1©，x2 + bx+ 2 = 0 · · · 2©，x2 + cx+ 3 = 0 · · · 3©

a, bは実数で， 1©， 2©は実数解を持たないから， 1©の 2解を α, αとし，
2©の 2解を β, βとすると，解と係数の関係により

α + α = −a, αα = 1, β + β = −b, ββ = 2 · · · (∗)

したがって Re(α) =
α+ α

2
= −a

2
, Re(β) =

β + β

2
= − b

2

(i) a = bのとき，Re(α) = Re(β)であるから，このとき，4点α, α, β, β

は点−a
2
を通り虚軸に平行な直線上にある．

(ii) a 6= bのとき，2点α, αを通る円の中心は実軸上にあり，2点 β, βを
通る円の中心も実軸上にある．この円の中心を kとすると (kは実数)，
次式を満たすとき，4点 α, α, β, β を通る円が存在する．

|α− k| = |β − k| ゆえに αα− (α + α)k = ββ − (β + β)k

(∗)により 1 + ak = 2 + bk ゆえに k =
1

a − b

また，この円の半径を rとすると

r2 = |α− k|2 = αα− (α + α)k + k2

= 1 + ak + k2 = 1 +
a

a− b
+

1

(a− b)2
=

2a2 − 3ab+ b2 + 1

(a− b)2

よって r =

√
2a2 − 3ab + b2 + 1

|a − b|

(2) 3©の 2解を γ, γとすると γ + γ = −c, γγ = 3 · · · (∗∗)

b = cのとき，(i)と同様にして，Re(β) = Re(γ)となる．このとき，4点
β, β, γ, γ は同一直線上にあり，不適．

したがって，b 6= cのとき，(ii)の結果および次式を満たせばよい．

|β − k| = |γ − k| ゆえに ββ − (β + β)k = γγ − (γ + γ)k

(∗)，(∗∗)により 2 + bk = 3 + ck ゆえに k =
1

b− c
1©， 2©， 3©が実数解を持たないことと上式および (ii)から

a2 − 4 < 0, b2 − 8 < 0, c2 − 12 < 0, a − b = b − c 6= 0

注意 解答を a2 < 4, b2 < 8, c2 < 12, a 6= b, a + c = 2b としてもよい．
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別解 λ1 = a，λ2 = b，λ3 = cとおく．

x2 + λ1x+ 1 = 0 · · · 1©，x2 + λ2x+ 2 = 0 · · · 2©，x2 + λ3x+ 3 = 0 · · · 3©

1©， 2©， 3©は実数解を持たないから

λj = −2
√
j cos θj (0 < θj < π)

xj =
√
j (cos θj + i sin θj) (j = 1, 2, 3)

とおくと，x1，x1は 1©の解，x2，x2は 2©の解，x3，x3は 3©の解である．
6点 xj, xj (j = 1, 2, 3)の実軸に関する
対称性により，この 6点を通る円の中心を
k(kは実数)，半径を rとする．右の図の三
角形に余弦定理を適用すると

r2 = j + k2 − 2|k|
√
j cos θj

r2 − k2 = j + |k|λj

　

O

Im

Re

θj

√
j

xj

r

k

これに j = 1, 2, 3を代入すると

r2 − k2 = 1 + |k|a = 2 + |k|b = 3 + |k|c

したがって |k|(a− b) = |k|(b− c) = 1

1©， 2©， 3©が実数解を持たないことと上式から

a2 − 4 < 0, b2 − 8 < 0, c2 − 12 < 0, a− b = b− c 6= 0 �

2 (1) 35x+ 91y + 65z = 3は，5·7x+ 7·13y + 5·13z = 3 · · · (∗)

35x ≡ 3 (mod 13), 91y ≡ 3 (mod 5), 65z ≡ 3 (mod 7)

ゆえに x ≡ 9 (mod 13), y ≡ 3 (mod 5), z ≡ 5 (mod 7)

整数 a，b，cを用いて

x = 9 + 13a, y = 3 + 5b, z = 5 + 7c · · · (∗∗)

(∗∗)を (∗)に代入すると 5·7(9 + 13a) + 7·13(3 + 5b) + 5·13(5 + 7c) = 3

整理すると a+ b+ c = −2
a = b = −1, c = 0とすると (x, y, z) = (−4,−2, 5)

(2) |x| = 4 (等号は x = −4のとき)，|y| = 2 (等号は y = −2のとき)である
から，(x, y, z) = (−4,−2, 5)のとき，x2 + y2の最小値は 20 �
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3 (1) 方程式 ex(1− sin x) = 1を変形すると 1− e−x = sin x · · · (∗)

(∗)より，f(x) = 1− e−x − sin xとおくと f ′(x) = e−x − cos x

f(0) = 0, x < 0 のとき f ′(x) > 0

x < 0 において f(x) < 0 であるから，x < 0において (∗)の解はない．

x > 0において，0 < 1− e−x < 1．基本周期 2πの周期関数 sinxの値域は
−1 5 sinx 5 1であるから，(∗)の正の解は無限個ある．

O

y

x

1

−1

ππ
2

2π 5π
2

3π

(2) f(π
2
) < 0，f(π) > 0より π

2
< a1 < π

kを自然数とすると

f(2kπ) > 0, f
((
2k + 1

2

)
π
)
< 0, f((2k + 1)π) > 0

ゆえに 2kπ < a2k < (2k + 1
2
)π < a2k+1 < (2k + 1)π

m∑
k=1

a2k−1 <
m∑
k=1

(2k − 1)π = m2π

m∑
k=1

a2k >

m∑
k=1

2kπ = m(m+ 1)π

m∑
k=1

a2k−1 <
m∑
k=1

a2k であるから 2m2π <
2m∑
k=1

ak < 2m(m+ 1)π

π

2
<

1

(2m)2

2m∑
k=1

ak <
π

2

(
1 +

1

m

)
はさみうちの原理により

lim
m→∞

1

(2m)2

2m∑
k=1

ak =
π

2
よって lim

n→∞

Sn

n2
=

π

2

�
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4 (1) 点 (2 cos θ, sin θ, 0) を Q とし，Q を
通り z軸に平行な直線 Lθ と平面Htの
交点を R(2 cos θ, sin θ, zR)とすると，

Pt

(
t√
2
, 0,

t√
2

)
より

−−→
PtR =

(
2 cos θ − t√

2
, sin θ, zR −

t√
2

)
直線 `の方向ベクトルを ~v = (1, 0, 1)

とすると，~v·
−−→
PtR = 0 であるから

　
`

Pt

Lθ

Ht

(2,0,2)

(−2,0,−2)

Q

R

V

O

1

(
2 cos θ − t√

2

)
+ 1

(
zR −

t√
2

)
= 0 よって zR =

√
2t − 2 cos θ

(2) (1)の結果から
−−→
PtR =

(
2 cos θ − t√

2
, sin θ,

t√
2
− 2 cos θ

)

|−−→PtR|2 =
(
2 cos θ − t√

2

)2

+ sin2 θ +

(
t√
2
− 2 cos θ

)2

= 7 cos2 θ − 4
√
2t cos θ + t2 + 1

= 7

(
cos θ − 2

√
2t

7

)2

+ 1− t2

7

|
−−→
PtR|2の最小値を r2とすると

r2 =


1− t2

7

(
|t| 5 7

2
√
2

)
(|t| − 2

√
2)2

(
7

2
√
2
5 |t| 5 2

√
2

)
よって，求める回転体の体積は，r2が tに関する偶関数であるから

2π

∫ 7
2
√
2

0

(
1− t2

7

)
dt+ 2π

∫ 2
√
2

7
2
√
2

(t− 2
√
2)2 dt

=2π

[
t− t3

21

] 7
2
√

2

0

+
2π

3

[
(t− 2

√
2)3

]2√2

7
2
√

2

=
5
√
2

2
π

�
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5 (1) Xが n秒後にA，B，C，Dにある確率がそれぞれ an，bn，cn，dnより

nが偶数のとき an + bn + cn + dn = 1

nが奇数のとき an = bn = cn = dn = 0

Xが n+ 2秒後にAにあるとき，Xは n秒後
に 4点A，B，C，Dのいずれかある．このと
き，これらの 4点からAに移動する確率は

(i) Xがn秒後にAにあるとき p2+ q2+ r2

(ii) Xが n秒後にBにあるとき 2pq

(iii) Xが n秒後にCにあるとき 2rp

(iv) Xが n秒後にDにあるとき 2qr

　

x

y

z

1

C

1
B

1

D

O
A

よって，次の確率漸化式が成立する．

an+2 = (p2 + q2 + r2)an + 2pqbn + 2rpcn + 2qrdn

(2) (1)と同様にして，cn+2を an，bn，cn，dnを用いて表すと

cn+2 = 2rpan + 2qrbn + (p2 + q2 + r2)cn + 2pqdn

上式および (1)の辺々を加えると

an+2 + cn+2 = (p2 + q2 + r2 + 2rp)(an + cn) + (2pq + 2qr)(bn + dn)

= (p2 + q2 + r2 + 2rp)(an + cn) + (2pq + 2qr)(1− an − cn)
= (p2 + q2 + r2 − 2pq − 2qr + 2rp)(an + cn) + 2q(p+ r)

= (p− q + r)2(an + cn) + 2q(1− q)
= (1− 2q)2(an + cn) + 2q(1− q)

したがって an+2 + cn+2 −
1

2
= (1− 2q)2

(
an + cn −

1

2

)
nが偶数のとき，a0 = 1，c0 = 0より

an + cn −
1

2
= (1− 2q)n·1

2
ゆえに an + cn =

1

2
{1 + (1− 2q)n}

an − bn + cn − dn = an + cn − (bn + dn) = 2(an + cn)− 1より

an − bn + cn − dn =

{
(1 − 2q)n (nが偶数)

0 (nが奇数)
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(3) bn+2, cn+2を an，bn，cn，dnを用いて表すと

bn+2 = 2pqan + (p2 + q2 + r2)bn + 2qrcn + 2rpdn · · · 1©
dn+2 = 2qran + 2rpbn + 2pqcn + (p2 + q2 + r2)dn · · · 2©

これらは (1),(2)で求めた確率漸化式

an+2 = (p2 + q2 + r2)an + 2pqbn + 2rpcn + 2qrdn

cn+2 = 2rpan + 2qrbn + (p2 + q2 + r2)cn + 2pqdn

に対して， 1©は bn (bn+2)と cn (cn+2)，qと rを交換したものであり， 2©
は dn (dn+2)と cn (cn+2)，qと pを交換したものである．b0 = 0，d0 = 0で
あるから，(2)と同様にして

an + bn =
1

2
{1 + (1− 2r)n}

an + dn =
1

2
{1 + (1− 2p)n}

上の 2式と an + cn =
1

2
{1 + (1− 2q)n}の辺々を加えると

2an + (an + bn + cn + dn) =
1

2
{3 + (1− 2p)n + (1− 2q)n + (1− 2r)n}

an + bn + cn + dn = 1であるから

an =


1

4
{1 + (1 − 2p)n + (1 − 2q)n + (1 − 2r)n} (nが偶数)

0 (nが奇数)

補足 anを求めたことにより，an + bn，an + cn，an + dnの結果により，nが偶
数のとき

bn =
1

4
{1− (1− 2p)n − (1− 2q)n + (1− 2r)n}

cn =
1

4
{1− (1− 2p)n + (1− 2q)n − (1− 2r)n}

dn =
1

4
{1 + (1− 2p)n − (1− 2q)n − (1− 2r)n}

�
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4.19 2019年 (180分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 (1) h > 0とする．座標平面上の点O(0, 0)，点P(h, s)，点Q(h, t)に対して，
三角形OPQの面積を Sとする．ただし，s < tとする．三角形OPQの辺
OP，OQ，PQ の長さをそれぞれ p，q，rとするとき，不等式

p2 + q2 + r2 = 4
√
3S

が成り立つことを示せ．また，等号が成立するときの s，tの値を求めよ．

(2) 四面体ABCDの表面積を T，辺BC，CA，ABの長さをそれぞれ a，b，c
とし，辺AD，BD，CDの長さをそれぞれ `，m，nとする．このとき，不
等式

a2 + b2 + c2 + `2 +m2 + n2 = 2
√
3T

が成り立つことを示せ．また，等号が成立するのは四面体ABCDがどの
ような四面体のときか答えよ．

2 次の等式が 1 5 x 5 2で成り立つような関数 f(x)と定数A，Bを求めよ．∫ 2
x

1
x

| log y|f(xy) dy = 3x(log x− 1) + A+
B

x

ただし，f(x)は 1 5 x 5 2に対して定義される連続関数とする．

3 iを虚数単位とする．実部と虚部が共に整数であるような複素数 zにより
z

3 + 2i
と表される複素数全体の集合をM とする．

(1) 原点を中心とする半径 rの円上またはその内部に含まれるM の要素の個
数をN(r)とする．このとき，集合 {r | 10 5 N(r) < 25}を求めよ．

(2) 複素数平面の相異なる 2点 z，w を結ぶ線分を L(z, w)で表すとき，6

つの線分L(0, 1)，L
(
1, 1 +

i

2

)
，L

(
1 +

i

2
,
1 + i

2

)
，L

(
1 + i

2
,
1

2
+ i

)
，

L

(
1

2
+ i, i

)
，L(i, 0) で囲まれる領域の内部または境界に含まれるMの

要素の個数を求めよ．
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4 H1, · · · , Hnを空間内の相異なる n枚の平面とする．H1, · · · , Hnによって空間
が T (H1, · · · , Hn)個の空間領域に分割されるとする．例えば，空間の座標を
(x, y, z)とするとき，

• 平面 x = 0をH1，平面 y = 0をH2，平面 z = 0をH3とすると
T (H1, H2, H3) = 8，

• 平面 x = 0をH1，平面 y = 0をH2，平面 x+ y = 1をH3とすると
T (H1, H2, H3) = 7，

• 平面 x = 0をH1，平面 x = 1をH2，平面 y = 0をH3とすると
T (H1, H2, H3) = 6，

• 平面 x = 0をH1，平面 y = 0をH2，平面 z = 0をH3，平面 x+ y+ z = 1

をH4 とすると T (H1, H2, H3, H4) = 15，

である．

(1) 各nに対してT (H1, · · · , Hn)のとりうる値のうち最も大きいものを求めよ．

(2) 各nに対してT (H1, · · · , Hn)のとりうる値のうち 2番目に大きいものを求
めよ．ただし n = 2とする．

(3) 各nに対してT (H1, · · · , Hn)のとりうる値のうち 3番目に大きいものを求
めよ．ただし n = 3とする．

5 a =
28

34
として，数列

bk =
(k + 1)k+1

akk!
(k = 1, 2, 3, · · · )

を考える．

(1) 関数 f(x) = (x+ 1) log

(
1 +

1

x

)
は x > 0で減少することを示せ．

(2) 数列 {bk}の項の最大値M を既約分数で表し，bk = M となる kをすべて
求めよ．
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解答例

1 (1) O(0, 0)，P(h, s)，Q(h, t)より (s < t)

p2 = OP2 = h2 + s2, q2 = OQ2 = h2 + t2, r2 = PQ2 = (t− s)2

S = 4OPQ =
1

2
h(t− s)であるから

p2 + q2 + r2 − 4
√
3S = (h2 + s2) + (h2 + t2) + (t− s)2 − 4

√
3·1
2
h(t− s)

= 2h2 − 2
√
3(t− s)h+ 2(s2 − st+ t2)

= 2

{
h−
√
3

2
(t− s)

}2

+
1

2
(s+ t)2 = 0

したがって p2 + q2 + r2 = 4
√
3S

上式において等号が成立するとき

h−
√
3

2
(t− s) = s+ t = 0 ゆえに s = −

h
√
3
, t =

h
√
3

このとき，OP = OQ = PQ =
2√
3
hであるから，4OPQは正三角形

別解 OP，OQの偏角をそれぞれ α, βとする．(
−π
2
< α < β <

π

2

)
p2 = h2(1 + tan2 α)

q2 = h2(1 + tan2 β)

r2 = h2(tan β − tanα)2

S =
1

2
h2(tan β − tanα)

　

O

y

x

s

t

h

Q

P

α
β

p

q

r

したがって

p2 + q2 + r2 − 4
√
3S

h2
= (1 + tan2 α) + (1 + tan2 β)

+ (tan β − tanα)2 − 2
√
3(tan β − tanα)

=

(
tan β − tanα− 2√

3

)2

+

(
tanα +

1√
3

)2

+

(
tan β − 1√

3

)2

= 0

等号が成立するとき α = −π
6
，β =

π

6
すなわち 4OPQは正三角形
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(2) (1)の結果を利用すると

a2 + b2 + c2 = 4
√
34ABC

c2 + `2 +m2 = 4
√
34DAB

a2 +m2 + n2 = 4
√
34DBC

b2 + n2 + `2 = 4
√
34DCA

T = 4ABC+4DAB+4DBC+4DCA に
注意して上の 4式の辺々を加えると

　 D

A

B

C

`

m

n

a

b

c

2(a2 + b2 + c2 + `2 +m2 + n2) = 4
√
3T

したがって a2 + b2 + c2 + `2 +m2 + n2 = 2
√
3T

また，(1)の結論から，上式において等号が成立するとき，四面体ABCD

は正四面体である．

解説 2s = p+ q + rとし，3正数 s− p，s− q，s− rの相加平均・相乗平均の
大小関係により

(s− p) + (s− q) + (s− r)
3

= 3
√

(s− p)(s− q)(s− r) · · · 1©

1©における等号成立条件は s− p = s− q = s− r すなわち p = q = r

s4

27
= s(s− p)(s− q)(s− r)

(2s)2 = 12
√
3
√
s(s− p)(s− q)(s− r)

(p+ q + r)2 = 12
√
3S · · · 2©

~u = (1, 1, 1)，~v = (p, q, r)を |~u|2|~v|2 = (~u·~v)2に適用すると

(12 + 12 + 12)(p2 + q2 + r2) = (1·p+ 1·q + 1·r)2 (シュワルツの不等式)

3(p2 + q2 + r2) = (p+ q + r)2 · · · 3©

3©において等号が成立するとき ~u//~v すなわち p = q = r

2©， 3©より p2 + q2 + r2 = 4
√
3S (等号が成立とき p = q = r)

この幾何不等式をWeitzenbockの不等式という． �
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2 (∗)
∫ 2

x

1
x

| log y|f(xy) dy = 3x(log x− 1) + A+
B

x
(1 5 x 5 2)

(∗)の左辺について，t = xyとおくと
y 1

x
−→ 2

x

t 1 −→ 2

dy

dt
=

1

x

∫ 2
x

1
x

| log y|f(xy) dy =

∫ 2

1

∣∣∣∣log tx
∣∣∣∣ f(t) 1x dt

= −1

x

∫ x

1

f(t) log
t

x
dt+

1

x

∫ 2

x

f(t) log
t

x
dt

= −1

x

∫ x

1

f(t)(log t− log x) dt− 1

x

∫ x

2

f(t)(log t− log x) dt

= −1

x

∫ x

1

f(t) log t dt+
log x

x

∫ x

1

f(t) dt

− 1

x

∫ x

2

f(t) log t dt+
log x

x

∫ x

2

f(t) dt

上式により，(∗)の両辺に xを掛けると

−
∫ x

1

f(t) log t dt−
∫ x

2

f(t) log t dt+(log x)

(∫ x

1

f(t) dt+

∫ x

2

f(t) dt

)
= 3x2(log x− 1) + Ax+B · · · (∗∗)

(∗∗)の両辺を xについて微分すると

−2f(x) log x+ 1

x

(∫ x

1

f(t) dt+

∫ x

2

f(t) dt

)
+ (log x)·2f(x)

= 6x(log x− 1) + 3x+ A

上式の両辺を整理して，両辺に xを掛けると∫ x

1

f(t) dt+

∫ x

2

f(t) dt = 6x2 log x− 3x2 + Ax · · · (∗ ∗ ∗)

(∗ ∗ ∗)に x = 1, 2を代入すると∫ 1

2

f(t) dt = A− 3,

∫ 2

1

f(t) dt = 2A+ 24 log 2− 12

これを解いて A = 5 − 8 log 2,

∫ 2

1

f(t) dt = −2 + 8 log 2 · · · 1©
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(∗∗)に x = 1, 2を代入すると

−
∫ 1

2

f(t) log t dt = A+B − 3

−
∫ 2

1

f(t) log t dt+ (log 2)

∫ 2

1

f(t) dt = 2A+B + 12(log 2− 1)

上の 2式に 1©を代入すると

−
∫ 1

2

f(t) log t dt = (5− 8 log 2) +B − 3,

−
∫ 2

1

f(t) log t dt+ (log 2)(−2 + 8 log 2) = 2(5− 8 log 2) +B + 12(log 2− 1)

これらをそれぞれ整理すると

−
∫ 1

2

f(t) log t dt = B + 2− 8 log 2,

−
∫ 2

1

f(t) log t dt = B − 2− 2 log 2− 8(log 2)2

上の 2式から B = 5 log+4(log 2)2

(∗ ∗ ∗)を微分すると 2f(x) = 12x log x+ A

よって f(x) = 6x log x +
5

2
− 4 log 2 �
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3 (1) z = a+ biとおくと (a, bは整数)

r =

∣∣∣∣ z

3 + 2i

∣∣∣∣ = |a+ bi|
|3 + 2i|

=

√
a2 + b2√
13

rを小さい順に調べると

(a, b) = (0, 0)のとき r = 0 (1個)

(a, b) = (±1, 0), (0,±1)のとき r =
1√
13

(4個)

(a, b) = (±1,±1)のとき r =

√
2√
13

(4個)

(a, b) = (±2, 0), (0,±2)のとき r =
2√
13

(4個)

(a, b) = (±2,±1), (±1,±2)のとき r =

√
5√
13

(8個)

(a, b) = (±2,±2)のとき r =
2
√
2√
13

(4個)

r 0 1√
13

√
2√
13

2√
13

√
5√
13

2
√
2√

13

N(r) 1 5 9 13 21 25

よって {r | 10 5 N(r) < 25}は
2

√
13

5 r <
2
√
2

√
13

(2) 2つの領域D，Eを次のように定める．

D = {x+ yi | 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 1}，
E = {x+ yi | 1

2
< x 5 1, 1

2
< y 5 1}

6つの線分で囲まれる領域はD−Eで，右の図
の斜線部分である．z = a+ biとおくと

z

3 + 2i
=

3a+ 2b

13
+
−2a+ 3b

13
i

　

O

y

x1
2

1
2

1

1

E

D − E

これが，領域Dに含まれるとき{
0 5 3a+2b

13
5 1

0 5 −2a+3b
13

5 1
ゆえに (∗)

{
0 5 3a+ 2b 5 13

0 5 −2a+ 3b 5 13

また，領域Eに含まれるとき，a，bが整数であることに注意して{
1
2
< 3a+2b

13
5 1

1
2
< −2a+3b

13
5 1

ゆえに (∗∗)

{
7 5 3a+ 2b 5 13

7 5 −2a+ 3b 5 13
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(∗)の 2式から aを消去すると (第 1式× 2 +第 2式× 3)

0 5 2(3a+ 2b) + 3(−2a+ 3b) 5 13× 5 ゆえに 0 5 b 5 5

これらを順次，(∗)の 2式に代入することにより

b = 0 のとき a = 0 (1個)

b = 1 のとき a = 0, 1 (2個)

b = 2 のとき a = −1, 0, 1, 2, 3 (5個)

b = 3 のとき a = −2,−1, 0, 1, 2 (5個)

b = 4 のとき a = 0, 1 (2個)

b = 5 のとき a = 1 (1個)

したがって，(∗)を満たす (a, b)の個数は

1 + 2 + 5 + 5 + 2 + 1 = 16 (個)

(∗∗)の 2式から aを消去すると (第 1式× 2 +第 2式× 3)

7× 5 5 2(3a+ 2b) + 3(−2a+ 3b) 5 13× 5 ゆえに b = 3, 4, 5

これらを順次，(∗∗)の 2式に代入することにより

b = 3 のとき a = 1 (1個)

b = 4 のとき a = 0, 1 (2個)

b = 5 のとき a = 1 (1個)

したがって，(∗∗)を満たす (a, b)の個数は

1 + 2 + 1 = 4 (個)

求める個数は，(∗)を満たす (a, b)の個数から (∗∗)を満たす (a, b)の個数
を引けばよいから

16− 4 = 12 (個)

�
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4 (1) 平面の n本の直線による最大分割数を snとすると (n = 1, 2, · · · )，次の漸
化式が成立する．

s1 = 2, sn = sn−1 + n (n = 2)

n = 2のとき
n∑

k=2

(sk − sk−1) =
n∑

k=2

k ゆえに sn− s1 =
1

2
n(n+1)− 1

上の第 2式は，n = 1のときも成立するから

sn =
1

2
n(n+ 1) + 1

平面H1, · · · , Hnによる空間分割が最大分割であるとき，その最大分割数
を rn とする (n = 1, 2, · · · )．H1, · · · , Hn−1とHnとの交線による平面Hn

の分割数は sn−1に等しく，空間H1, · · · , Hn−1による最大分割数 rn−1は，
平面Hnの分割により sn−1だけ増加するから，次の漸化式が成立する．

r1 = 2, rn = rn−1 + sn−1 (n = 2)

n = 2のとき

n∑
k=2

(rk − rk−1) =
n∑

k=2

sk−1 =
n∑

k=2

{
1

2
k(k − 1) + 1

}
rn − r1 =

1

6

n∑
k=2

{(k − 1)k(k + 1)− (k − 2)(k − 1)k}

+
n∑

k=2

{k − (k − 1)}

rn − 2 =
1

6
(n− 1)n(n+ 1) + n− 1

上式は，n = 1のときも成立することから

rn =
1

6
(n− 1)n(n+ 1) + n+ 1

=
1

6
n3 +

5

6
n+ 1

よって，T (H1, · · · , Hn)のとり得る値のうち最も大きいものは

1

6
n3 +

5

6
n + 1
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(2) (i) n = 2のとき

T (H1, H2) =

{
4 (H1とH2が平行でない)

3 (H1とH2が平行)

よって，T (H1, H2)のとり得る値で，2番目に大きいものは 3

(ii) n = 3のとき，(1)の結果および問題文にある具体例1，2から，T (H1, H2, H3)

のとり得る最大値および 2番目に大きい値は，それぞれ 8，7である．
よって，T (H1, H2, H3)のとり得る値で，2番目に大きいものは 7

(iii) 問題文にある具体例 4では，閉領域

x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z 5 1

が存在し，H4 : x+ y + z = 1を平行移動した平面H ′
4 : x+ y + z = 0

に移動することで，この閉領域は退化するから

T (H1, H2, H3, H
′
4) = T (H1, H2, H3, H4)− 1 = 15− 1 = 14

O

H1
H2 H3

H4

H ′
4

A

BC

n = 4のとき，境界をもつ閉領域が存在し，閉領域 (四面体OABC)の
頂点の 1つをOとし，Oの対面に相当する平面 (平面ABC)をOを通
る平面に移動することで，この閉領域は退化する．

(i)～(iii)から，求める値は rn − 1 =
1

6
n3 +

5

6
n
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(3) 平面H1, H2, · · · , Hnは，空間の最大分割を与えるものとする．

i) n = 5のとき，閉領域は複数あるため，(2)で行った閉領域の頂点へ
の平面の移動により，その閉領域を退化させることができる．その平
面の移動を 2回行うことで，T (H1, H2, · · · , Hn)のとり得る値で 3番
目に大きいものは

rn − 2 =
1

6
n3 − 5

6
n− 1

ii) n = 3のとき，(1)の結果および問題文にある具体例 1，2，3から，
T (H1, H2, H3)のとり得る最大値，2番目および 3番目に大きい値は，
それぞれ 8，7，6である．

iii) n = 4のとき，問題文の具体例 4および (2)(iii)で示した閉領域をもつ
とき，空間分割数はその最大値 15をとる．T (H1, H2, H3, H4)が最大
値以外の値をとるとき，この閉領域が退化するA)，B)の場合がある．

A) (2)で示したように閉領域が 1つ退化して，4平面の共有点Oが，
各平面の中心となるとき，その分割数は 14で，さらに領域を退化
させるとき，Oに関する対称性により，領域は偶数個ずつ減少す
るから，空間分割数が 13になることはない (分割数は偶数)．

B) (2)で示した図で 3平面H1, H2, H3の共有点Oを解消する (領域
が 1つ減る)，すなわち，H1, H2の交線とH2, H3の交線を平行に
とるとき (H1, H3の交線もこれと平行)，その空間分割数は，H4

に関して同数 (分割数は偶数個)であることに注意して (左下の図)

15− 1 = 7× 2 = 14

H1, H2, H3のH4との交線を，それぞれ，l1, l2, l3とする．特に，
l1, l2, l3が 1点で交わるとき，その空間分割数は (右下の図)

6× 2 = 12

l3

l2

l1

l3

l2
l11

2

3 4 5

6
7

1
2

3

4

5

6
H4 H4

i)～iii)から，求める値は


1

6
n3 +

5

6
n − 1 (n 6= 4)

12 (n = 4)
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空間の最大分割数

非負の整数 p, qについて，

(
p

q

)
=

{
0 (p < q)

pCq (p = q)
とすると

(
p

q

)
=

(
p+ 1

q + 1

)
−

(
p

q + 1

)

(1)で求めた平面の直線による最大分割数 snは

sn =
1

2
n(n+ 1) + 1 = 1 + n+

1

2
n(n− 1) =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)

空間の平面による最大分割数 rnは，r1 = 2, rn = rn−1 + sn−1 (n = 2)より

n∑
k=2

(rk − rk−1) =
n∑

k=2

sk−1

rn − 2 =
n∑

k=2

{
1 +

(
k − 1

1

)
+

(
k − 1

2

)}

rn = 1 + n+
n∑

k=2

(
k − 1

1

)
+

n∑
k=2

(
k − 1

2

)

= 1 + n+
n∑

k=2

{(
k

2

)
−

(
k − 1

2

)}

+
n∑

k=2

{(
k

3

)
−

(
k − 1

3

)}

rn =

(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+

(
n

3

)

m次元空間における n個の余次元 1(m− 1次元)の超平面による最大分割数は(
n

0

)
+

(
n

1

)
+

(
n

2

)
+ · · ·+

(
n

m

)

である (帰納法により示すことができる)．
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平面の直線による分割

平面の n本の直線による分割について (n = 2)，オイラーの多面体定理 1を用いた
証明を与える．交点の総数を p，直線が交点で分断される線分の総数をS ′，半直線の
総数を S ′′とし，S = S ′ + S ′′とする．境界がすべて線分である領域を閉領域，半直
線を境界に持つ領域を開領域という．閉領域，開領域の総数を，それぞれR′，R′′と
し，R = R′ +R′′とおく．
交点の重複度を与える関数をλとする．例えば，右

の図における Pkの重複度は次のようになる．

λ(P1) = 3, λ(P2) = λ(P3) = λ(P4) = 2

l1上には交点が 2個，線分が 1個あり，l4上には交点
が 3個，線分が 2個ある (交点の数=線分の数+1)．

　

P4

P1

l1

P3

P2

l2
l3l4

一般に，n本の直線について，交点の個数および線分の本数の総和を求めると
p∑

k=1

λ(Pk) = S ′ + n

また，半直線の本数および開領域の個数は，半直線が放射状に伸びた部分から

S ′′ = 2n, R′′ = 2n

S = S ′ + S ′′より S =

p∑
k=1

λ(Pk) + n

右の図のように，n本の半直線上に点をとり，それ
らを結んでできる図形を考え，その周囲の辺を底
面とする立体を考える．その立体の頂点，辺，領
域の数は，それぞれ p + 2n，S + 2n，R + 1とな
る．これをオイラーの多面体定理に適用すると

(p+ 2n)− (S + 2n) + (R + 1) = 2

　

よって R = 1− p+ S = 1− p+
p∑

k=1

λ(Pk) + n

= 1 + n+ p+

p∑
k=1

{λ(Pk)− 2},

R′ = 1− n+ p+

p∑
k=1

{λ(Pk)− 2}

重複度が 3以上の交点について，その重複を 1つ解消する (−1)ごとに pが 2増え
るから，すべての交点の重複度が 2のとき，Rは最大となり，このとき p = nC2．�

1http://kumamoto.s12.xrea.com/temp/2016 10 19.pdfを参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/temp/2016_10_19.pdf
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5 (1) f(x) = (x+ 1) log

(
1 +

1

x

)
より (x > 0)

f ′(x) = log

(
1 +

1

x

)
+ (x+ 1)

(
1

x+ 1
− 1

x

)
= log(x+ 1)− log x− 1

x

=

∫ x+1

x

dt

t
−
∫ x+1

x

dt

x
=

∫ x+1

x

(
1

t
− 1

x

)
dt < 0

よって，関数 f(x)は x > 0で単調減少．

(2) a =
28

34
．数列

bk =
(k + 1)k+1

akk!
(k = 1, 2, 3, · · · )

bk > 0に注意して，両辺の自然対数をとると

log bk = (k + 1) log(k + 1)− k log a− log k!

ゆえに log bk+1 = (k + 2) log(k + 2)− (k + 1) log a− log(k + 1)!

上の 2式から

log bk+1 − log bk = (k + 2) log(k + 2)− (k + 2) log(k + 1)− log a

= (k + 2) log

(
1 +

1

k + 1

)
− log a

= f(k + 1)− log a · · · (∗)

22 >
28

34
> e，f(1) = 2 log 2， lim

k→∞
f(k + 1) = 1および (1)の結論により

f(k + 1)− log a = 0

を満たす kはただ一つ存在し，実際，k + 1 = 3のとき

log

(
k + 2

k + 1

)k+2

− log

(
4

3

)4

= 0

(∗)より b1 < b2 = b3 > b4 > b5 > · · ·

よって bk =M となる kは k = 2, 3

M = b2 =
33

a22!
=

33

2

(
34

28

)2

=
311

217

(
=

177147

131072

)
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補足 g(x) = x log

(
1 +

1

x

)
とすると (x > 0)

g′(x) = log

(
1 +

1

x

)
+ x

(
1

x+ 1
− 1

x

)
= log(x+ 1)− log x− 1

x+ 1

=

∫ x+1

x

dt

t
−
∫ x+1

x

dt

x+ 1
=

∫ x+1

x

(
1

t
− 1

x+ 1

)
dt > 0

よって，g(x)は x > 0で単調増加．また

f(x)− g(x) = (x+ 1) log

(
1 +

1

x

)
− x log

(
1 +

1

x

)
= log

(
1 +

1

x

)
ゆえに lim

x→∞
{f(x)−g(x)} = 0 すなわち lim

x→∞
f(x) = lim

x→∞
g(x) · · · (A)

f ′(x) < 0より log

(
1 +

1

x

)
− 1

x
< 0 ゆえに log

(
1 +

1

x

)x

< 1

g′(x) > 0より log

(
1 +

1

x

)
− 1

x+ 1
> 0 ゆえに 1 < log

(
1 +

1

x

)x+1

上の 2式から log

(
1 +

1

x

)x

< 1 < log

(
1 +

1

x

)x+1

G(x) =

(
1 +

1

x

)x

，F (x) =
(
1 +

1

x

)x+1

とおくと

G(x) < e < F (x)

(A)より， lim
x→∞

G(x) = lim
x→∞

F (x)であるから

lim
x→∞

G(x) = lim
x→∞

F (x) = e

さらに，G(x) = F (−x− 1)であるから

lim
x→−∞

G(x) = lim
x→−∞

F (−x− 1) = lim
x→∞

F (x− 1) = e

lim
x→∞

G(x) = e， lim
x→−∞

G(x) = eであるから 2

lim
h→0

(1 + h)
1
h = e

�

2数列の証明は，http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2017 kouki.pdfの p.9を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2017_kouki.pdf
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4.20 2020年 (180分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 次の問いに答えよ．

(1) |x2 − x− 23|の値が，3を法として 2に合同である正の整数 xをすべて求
めよ．

(2) k個の連続した正の整数 x1, · · · , xkに対して，

|xj2 − xj − 23| (1 5 j 5 k)

の値がすべて素数になる kの最大値と，その kに対する連続した正の整数
x1, · · · , xkをすべて求めよ．ここで k個の連続した整数とは，

x1, x1 + 1, x2 + 2, · · · , x+ k − 1

となる列のことである．

2 複素数平面上の異なる 3点A，B，Cを複素数 α，β，γで表す．ここでA，B，
Cは同一直線上にないと仮定する．

(1) 4ABCが正三角形となる必要十分条件は，

α2 + β2 + γ2 = αβ + βγ + γα

であることを示せ．

(2) 4ABCが正三角形のとき，4ABCの外接円上の点Pを任意にとる．この
とき，

AP2 + BP2 + CP2

および
AP4 + BP4 + CP4

を外接円の半径Rを用いて表せ．ただし 2点X，Yに対し，XYとは線分
XYの長さを表す．
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3 座標空間に 5点

O(0, 0, 0), A(3, 0, 0), B(0, 3, 0), C(0, 0, 4), P(0, 0,−2)

をとる．さらに 0 < a < 3，0 < b < 3に対して 2点Q(a, 0, 0)とR(0, b, 0)を
考える．

(1) 点P，Q，Rを通る平面をHとする．平面Hと線分ACの交点Tの座標，
および平面Hと線分BCの交点 Sの座標を求めよ．

(2) 点Q，R，S，Tが同一円周上にあるための必要十分条件を a，bを用いて
表し，それを満たす点 (a, b)の範囲を座標平面上に図示せよ．

4 nを正の奇数とする．曲線 y = sin x ((n− 1)π 5 x 5 nπ)と x軸で囲まれた部
分をDnとする．直線 x+ y = 0を `とおき，`の周りにDnを 1回転させてで
きる回転体を Vnとする．

(1) (n− 1)π 5 x 5 nπに対して，点 (x, sinx)を Pとおく．また Pから `に
下ろした垂線と x軸の交点をQとする．線分PQを `の周りに 1回転させ
てできる図形の面積を xの式で表せ．

(2) (1)の結果を用いて，回転体 Vnの体積を nの式で表せ．

5 kを正の整数とし，ak =
∫ 1

0

xk−1 sin
(πx

2

)
dxとおく．

(1) ak+2を akと kを用いて表せ．

(2) kを限りなく大きくするとき，数列 {kak}の極限値Aを求めよ．

(3) (2)の極限値Aに対し，kを限りなく大きくするとき，数列

{kmak − knA}

が 0ではない値に収束する整数m, n (m > n = 1)を求めよ．またそのと
きの極限値Bを求めよ．

(4) (2)と (3)の極限値A，Bに対し，kを限りなく大きくするとき，数列

{kpak − kqA− krB}

が 0ではない値に収束する整数 p, q, r (p > q > r = 1)を求めよ．またそ
のとき極限値を求めよ．



322 第 4章 東京工業大学

解答例

1 (1) f(x) = x2 − x− 23とおくと，法 3について

(∗) |f(x)| ≡ 2 (mod 3)

を満たす正の整数 xを求めればよい．

x ≡ 0 のとき f(x) ≡ 1, −f(x) ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 1 のとき f(x) ≡ 1, −f(x) ≡ 2 (mod 3)

x ≡ 2 のとき f(x) ≡ 0, −f(x) ≡ 0 (mod 3)

f(x) = (x+ 4)(x− 5)− 3 = (x+ 5)(x− 6) + 7より

1 5 x 5 5のとき f(x) < 0 より |f(x)| = −f(x)
6 5 xのとき f(x) > 0 より |f(x)| = f(x)

(∗)を満たす正の整数は，1 5 x 5 5で

x ≡ 0 または x ≡ 1 (mod 3) すなわち x = 1, 3, 4

(2) (1)で示した
x ≡ 2 のとき |f(x)| ≡ 0 (mod 3)

により，x ≡ 2 (mod 3)のとき，|f(x)|は 3で割り切れる．

x 1 2 3 4 5 6 7 8

f(x) 23 21 17 11 3 7 19 33

x = 6のとき |f(x)| = f(x) = f(6) = 7

x ≡ 2 (mod 3), x = 8のとき，|f(x)|は 3を因数にもつ合成数である．

このとき，連続して素数が現れる正の整数は高々2個である．

よって，上の表から，kの最大値は 5

連続する正の整数は 3, 4, 5, 6, 7

補足 正の整数 xを順次代入することで，結果 (k = 5)が予測できる．x = 8に
おいて，kが 5より小さいことを示してもよい．例えば，法 7について

f(8) ≡ f(1) = −23 ≡ 5, f(9) ≡ f(2) = −21 ≡ 0,

f(10) ≡ f(3) = −17 ≡ 4, f(11) ≡ f(4) = −11 ≡ 3,

f(12) ≡ f(5) = −3 ≡ 4, f(13) ≡ f(6) = 7 ≡ 0,

f(14) ≡ f(0) = −23 ≡ 5

このように，7で割り切れる数が間に現れ，k < 5であることが分かる．�
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2 (1) 複素数平面上の異なる 3点A(α)，B(β)，C(γ) が正三角形となるとき

w = cos
π

3
+ i sin

π

3
=

1

2
+

√
3

2
i

とすると
γ − α
β − α

= w または
γ − α
β − α

= w

w + w = 1，ww = |w|2 = 1より，w，wを解とする 2次方程式は

z2 − (w + w)z + ww = 0 すなわち z2 − z + 1 = 0

γ − α
β − α

は，この 2次方程式の解であるから

(
γ − α
β − α

)2

− γ − α
β − α

+ 1 = 0 · · · 1©

(γ − α)2 − (γ − α)(β − α) + (β − α)2 = 0

整理すると α2 + β2 + γ2 = αβ + βγ + γα · · · (∗)

また，(∗) =⇒ 1© =⇒ γ − α
β − α

= w, w =⇒4ABCは正三角形

よって，4ABCが正三角形となる必要十分条件は

α2 + β2 + γ2 = αβ + βγ + γα

(2) 3点A(α)，B(β)，C(γ)を頂点とする正三角形ABCの外心を原点Oとす
ると (|α| = |β| = |γ| = R)，4ABCの外心と重心は一致するから

α+ β + γ

3
= 0 ゆえに α + β + γ = 0 · · · 2©

4ABCの外接円の点 P(z)について (|z| = R)

AP2 = |z − α|2 = (z − α)(z − α) = |z|2 − (αz + αz) + |α|2

= 2R2 − (αz + αz)

同様に BP2 = 2R2 − (βz + βz)，CP2 = 2R2 − (γz + γz)

上の 3式および 2©から

AP2 + BP2 + CP2 = 6R2 − (α + β + γ)z + (α + β + γ)z

= 6R2
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(α + β + γ)2 = 0より α2 + β2 + γ2 = −2(αβ + βγ + γα)

これと (1)の結果から

α + β + γ = α2 + β2 + γ2 = αβ + βγ + γα = 0 · · · (∗∗)

AP2 = 2R2 − (αz + αz)より

AP4 = (AP2)2 = {2R2 − (αz + αz)}2

= 4R4 − 4R2(αz + αz) + α2z2 + 2R4 + α2z2

= 6R4 − 4R2(αz + αz) + α2z2 + α2z2

同様に，BP2 = 2R2 − (βz + βz)，CP2 = 2R2 − (γz + γz)より

BP4 = 6R4 − 4R2(βz + βz) + β
2
z2 + β2z2,

CP4 = 6R4 − 4R2(γz + γz) + γ2z2 + γ2z2

これらの 3式と (∗∗)により

AP4 + BP4 + CP4 = 18R4 − 4R2(α + β + γ)z − 4R2(α+ β + γ)z

+ (α2 + β2 + γ2)z2 + (α2 + β2 + γ2)z2 = 18R4

別解 w =
2π

3
+ i sin

2π

3
とおくと 1 + w + w = 0，1 + w2 + w2 = 0

A(R)，B(Rw)，C(Rw)，P(z)とおくと (|z| = R)

AP2 + BP2 + CP2 = |z −R|2 + |z −Rw|2 + |z −Rw|2

= (z −R)(z −R) + (z −Rw)(z −Rw)
+ (z −Rw)(z −Rw)

= 2R2 −R(z + z) + 2R2 −R(wz + wz)

+ 2R2 −R(wz + wz)

= 6R2 −R(1 + w + w)(z + z) = 6R2,

AP4 + BP4 + CP4 = (|z −R|2)2 + (|z −Rw|2)2 + (|z −Rw|2)2

= {2R2 −R(z + z)}2 + {2R2 −R(wz + wz)}2

{2R2 −R(wz + wz)}2

= 4R4 − 4R3(z + z) +R2(z2 + z2 + 2R2)

+ 4R4 − 4R3(wz + wz) +R2(w2z2 + w2z2 + 2R2)

+ 4R4 − 4R3(wz + wz) +R2(w2z2 + w2z2 + 2R2)

= 18R4 − 4R3(1 + w + w)(z + z) +R2(1 + w2 + w2)(z2 + z2)

= 18R4

�
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3 (1) Tは 2点 P(0, 0,−2)，Q(a, 0, 0)を通
る直線上の点であるから

−→
PT = t

−→
PQ

とおくと (tは実数)

−→
OT−

−→
OP = t(

−→
OQ−

−→
OP)

−→
OT = (1− t)

−→
OP + t

−→
OQ

= (at, 0, 2t− 2)

=
at

3

−→
OA+

t− 1

2

−→
OC

　

O

4 C

A

B

Q

R
T

S

P −2

x

y

z

H
a

b

3

3

Tは線分AC上の点であるから
at

3
+
t− 1

2
= 1

ゆえに t =
9

2a+ 3
よって T

(
9a

2a + 3
, 0,

4(3 − a)

2a + 3

)
Sは 2点 P(0, 0,−2)，R(0, b, 0)を通る直線上の点であるから

−→
PS = s

−→
PR

とおくと (sは実数)
−→
OS−

−→
OP = s(

−→
OR−

−→
OP)

−→
OS = (1− s)

−→
OP + s

−→
OR

= (0, bs, 2s− 2) =
bs

3

−→
OB+

s− 1

2

−→
OC

Sは線分BC上の点であるから
bs

3
+
s− 1

2
= 1

ゆえに s =
9

2b+ 3
よって S

(
0,

9b

2b + 3
,
4(3 − b)

2b + 3

)
別解 Tは zx平面上の 2直線AC，PQの交点であるから

AC :
x

3
+
z

4
= 1, PQ :

x

a
+

z

−2
= 1

ゆえに x =
9a

2a+ 3
, z =

4(3− a)
2a+ 3

よって T

(
9a

2a+ 3
, 0,

4(3− a)
2a+ 3

)
Sは yz平面上の 2直線BC，PRの交点であるから

BC :
y

3
+
z

4
= 1, PQ :

y

b
+

z

−2
= 1

ゆえに y =
9b

2b+ 3
, z =

4(3− b)
2b+ 3

よって S

(
0,

9b

2b+ 3
,
4(3− b)
2b+ 3

)
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(2) 方べきの定理とその逆により，点Q，R，S，Tが同一円周上にあるため
の必要十分条件は

PQ·PT = PR·PS ゆえに tPQ2 = sPR2

が成立することである．PQ2 = a2 + 4，PR2 = b2 + 4および (1)で求めた
s，tを上の第 2式に代入すると

9

2a+ 3
·(a2 + 4) =

9

2b+ 3
·(b2 + 4)

ゆえに (a2 + 4)(2b+ 3) = (b2 + 4)(2a+ 3)

(a− b)(2ab+ 3a+ 3b− 8) = 0

よって b = a または b =
−3a + 8

2a + 3

(0 < a < 3, 0 < b < 3)

　

O

b

a1 3

1

3

8
3

8
3

�

4 (1) Oを原点とする xy系から，Oを原点としX軸，Y 軸をそれぞれ `に平行
および垂直なXY 系への直交変換を行う．xy系の正規直交基底

~e1 =

(
1

0

)
, ~e2 =

(
0

1

)

に対し，XY 系の正規直交基底を

~f 1 =
1√
2

(
1

−1

)
, ~f 2 =

1√
2

(
1

1

)

とすると，x~e1 + y~e2 = X~f 1 + Y ~f 2より

x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
=

X√
2

(
1

−1

)
+

Y√
2

(
1

1

)
(
x

y

)
=

1√
2

(
X + Y

−X + Y

)

したがって


x =

X + Y√
2

y =
−X + Y√

2

逆に (∗)


X =

x− y√
2

Y =
x+ y√

2
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XY 系において点 P(X, Y )と点QのX 座標は等しく，Qは直線 Y = X

上の点であるから
Q(X, X)

線分 PQを ` (X軸)の周りに 1回転させてできる図形の面積は

π(Y 2 −X2) = π

{(
x+ y√

2

)2

−
(
x− y√

2

)2
}

= 2πxy = 2πx sinx

O

y

x

P

X

Y

X
`

Q

X

Y

nπ

(n−1)π

(n−1)π√
2

nπ√
2

Y =X

Dn

(2) (∗)より X =
x− y√

2
=
x− sinx√

2

dX

dx
=

1− cos x√
2

ゆえに
x (n− 1)π −→ nπ

X (n−1)π√
2

−→ nπ√
2

(1)の結果から，回転体の体積 Vnは，nが奇数であることに注意して

Vn
π

=

∫ nπ√
2

(n−1)π√
2

(Y 2 −X2) dX

=

∫ nπ

(n−1)π

2x sinx·1− cosx√
2

dx

=
1√
2

∫ nπ

(n−1)π

(2x sinx− x sin 2x) dx

=
1√
2

[
−2x cosx+ 2 sinx+

x

2
cos 2x− 1

4
sin 2x

]nπ
(n−1)π

=
π√
2

(
4n− 3

2

)

よって Vn =
√
2π2

(
2n −

3

4

)
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発展 Dnの面積を Snとし，x軸の周りにDnを 1回転させてできる回転体の体
積をWnとすると

Sn =

∫ nπ

(n−1)π

sinx dx =

[
− cosx

]nπ
(n−1)π

= 2,

Wn = π

∫ nπ

(n−1)π

sin2 x dx =
π

2

∫ nπ

(n−1)π

(1− cos 2x) dx

=
π

2

[
x− 1

2
sin 2x

]nπ
(n−1)π

=
π2

2

Dnの対称性によりDnの重心をGn

(
(2n− 1)π

2
, hn

)
とすると，パップス・

ギュルダンの定理 3 により

Wn = 2πhnSn ゆえに hn =
Wn

2πSn

=
π

8

重心Gn

(
(2n− 1)π

2
,
π

8

)
から直線 ` : x+y = 0までの距離を dnとすると

dn =

∣∣∣∣(2n− 1)π

2
+
π

8

∣∣∣∣
√
2

=
π

2
√
2

(
2n− 3

4

)

よって Vn = 2πdnSn = 2π· π
2
√
2

(
2n− 3

4

)
·2 =

√
2π2

(
2n− 3

4

)
別解 y = sinxの微小区間 [t, t+∆t]の面積∆Sとその重心Gは

∆S = (sin t)∆t, G

(
t,

1

2
sin t

)

Gと直線 x+ y = 0の距離 dは d =
1√
2

(
t+

1

2
sin t

)

Vn = 2π

∫ nπ

(n−1)π

1√
2

(
t+

1

2
sin t

)
sin t dt

=
√
2π

[
−t cos t+ sin t+

t

4
− 1

8
sin 2t

]nπ
(n−1)π

=
√
2π2

(
2n− 3

4

)
注意 パップス・ギュルダンの定理は，高校数学の範囲外であるから，検算とし

ての利用に留めなければならない． �

3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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5 (1) ak =

∫ 1

0

xk−1 sin
πx

2
dxより (kは正の整数)

ak+2 =

∫ 1

0

xk+1 sin
πx

2
dx =

∫ 1

0

xk+1

(
− 2

π
cos

πx

2

)′

dx

=

[
xk+1

(
− 2

π
cos

πx

2

) ]1
0

−
∫ 1

0

(k + 1)xk
(
− 2

π
cos

πx

2

)
dx

=

∫ 1

0

(k + 1)xk
(

4

π2
sin

πx

2

)′

dx

=

[
(k + 1)xk

(
4

π2
sin

πx

2

) ]1
0

−
∫ 1

0

k(k + 1)xk−1

(
4

π2
sin

πx

2

)
dx

=
4(k + 1)

π2
− 4k(k + 1)

π2

∫ 1

0

xk−1 sin
(πx

2

)
dx

よって ak+2 =
4(k + 1)

π2
− 4k(k + 1)

π2
ak =

4(k + 1)

π2
(1 − kak)

(2) (1)の結果から 1− kak =
π2

4(k + 1)
ak+2

ak+2 =

∫ 1

0

xk+1 sin
(πx

2

)
dxより

0 < ak+2 <

∫ 1

0

xk+1 dx =

[
xk+2

k + 2

]1
0

=
1

k + 2

したがって 0 < 1− kak <
π2

4(k + 1)(k + 2)

lim
k→∞

π2

4(k + 1)(k + 2)
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
k→∞

(1− kak) = 0 よって lim
k→∞

kak = 1
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別解 ak =

∫ 1

0

xk−1 sin
πx

2
dxより (kは正の整数)

ak <

∫ 1

0

xk−1 dx =
1

k
,

ak =

∫ 1

0

(
xk

k

)′

sin
πx

2
dx

=

[
xk

k
sin

πx

2
− xk+1

k(k + 1)

(π
2
cos

πx

2

) ]1
0

+

∫ 1

0

xk+1

k(k + 1)

(
−π

2

4

)
cos

πx

2
dx

=
1

k
− π2

4k(k + 1)

∫ 1

0

xk+1 cos
πx

2
dx

>
1

k
− π2

4k(k + 1)

∫ 1

0

xk+1dx =
1

k
− π2

4k(k + 1)(k + 2)

したがって
1

k
− π2

4k(k + 1)(k + 2)
< ak <

1

k

− π2

4(k + 1)(k + 2)
< kak − 1 < 0

lim
k→∞

{
− π2

4(k + 1)(k + 2)

}
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
k→∞

(kak − 1) = 0 よって A = lim
k→∞

kak = 1
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(3) ak =

∫ 1

0

xk−1 sin
πx

2
dxより (kは正の整数) [別解を参照]

ak >
1

k
− π2

4k(k + 1)(k + 2)
,

ak =

∫ 1

0

(
xk

k

)′

sin
πx

2
dx

=

[
xk

k
sin

πx

2
− xk+1

k(k + 1)

(π
2
cos

πx

2

)
+

xk+2

k(k + 1)(k + 2)

(
−π

2

4
sin

πx

2

)
− xk+3

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

(
−π

3

8
cos

πx

2

) ]1
0

+

∫ 1

0

xk+3

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

(
π4

16
sin

πx

2

)
dx

<
1

k
− π2

4k(k + 1)(k + 2)
+

∫ 1

0

xk+3

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)
·π

4

16
dx

=
1

k
− π2

4k(k + 1)(k + 2)
+

π4

16k(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

したがって

(∗) 0 < ak −
1

k
+

π2

4k(k + 1)(k + 2)
<

π4

16k(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

A = 1および (∗)から，{kmak − knA}が 0ではない値に収束することに
注意して，辺々に k3 > 0を掛けると

0 < k3ak − k2A+
π2k2

4(k + 1)(k + 2)
<

π4k2

16(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

さらに，辺々に
π2(3k + 2)

4(k + 1)(k + 2)
を加えると

π2(3k + 2)

4(k + 1)(k + 2)
< k3ak − k2A+

π2

4

<
π2(3k + 2)

4(k + 1)(k + 2)
+

π4k2

16(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)
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lim
k→∞

π2(3k + 2)

4(k + 1)(k + 2)
= 0, lim

k→∞

π4k2

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)
= 0

であるから，はさみうちの原理により

lim
k→∞

(
k3ak − k2A+

π2

4

)
= 0

よって B = lim
k→∞

(k3ak − k2A) = −
π2

4
, m = 3, n = 2

(4) (3)の結果から

π2(3k + 2)

4(k + 1)(k + 2)
< k3ak − k2A−B

<
π2(3k + 2)

4(k + 1)(k + 2)
+

π4k2

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

辺々に k > 0を掛けると

π2k(3k + 2)

4(k + 1)(k + 2)
< k4ak − k3A− kB

<
π2k(3k + 2)

4(k + 1)(k + 2)
+

π4k3

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

さらに，辺々に−3π2

4
を加えると

− π2(7k + 6)

4(k + 1)(k + 2)
< k4ak − k3A− kB −

3π2

4

< − π2(7k + 6)

4(k + 1)(k + 2)
+

π4k3

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)

lim
k→∞

{
− π2(7k + 6)

4(k + 1)(k + 2)

}
= 0, lim

k→∞

π4k3

(k + 1)(k + 2)(k + 3)(k + 4)
= 0

であるから，はさみうちの原理により

lim
k→∞

(
k4ak − k3A− kB −

3π2

4

)
= 0

よって lim
k→∞

(k4ak − k3A − kB) =
3π2

4
, p = 4, q = 3, r = 1
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解説 本来，部分積分法∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx

は漸化式である．f(x)の第n次導関数を f (n)(x)と表すように (nは自然数)，こ
こで，nを 0さらに負の整数まで拡張することにする．実際にはこのような定
義はないが，f (−n)(x)を f(x)の第 n次原始関数と定義する．上の積分につい
て，部分積分法を繰り返すと∫

f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)− f (1)(x)g(−1)(x) + f (2)(x)g(−2)(x)

· · ·+ (−1)nf (n)(x)g(−n)(x) + (−1)n+1

∫
f (n+1)(x)g(−n)(x) dx

が成立する．同様に，次式も成立する．∫
f ′(x)g(x) dx = f(x)g(x)− f (−1)(x)g(1)(x) + f (−2)(x)g(2)(x)

· · ·+ (−1)nf (−n)(x)g(n)(x) + (−1)n+1

∫
f (−n)(x)g(n+1)(x) dx

例えば，
∫
xk−1 sin

πx

2
dxについて，f(x) =

xk

k
，g(x) = sin

πx

2
とすると

∫ (
xk

k

)′

sin
πx

2
dx =

xk

k
sin

πx

2
− xk+1

k(k + 1)

(π
2
cos

πx

2

)
+

xk+2

k(k + 1)(k + 2)

(
−π

2

4
sin

πx

2

)
− xk+3

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

(
−π

3

8
cos

πx

2

)
+

∫
xk+3

k(k + 1)(k + 2)(k + 3)

(
π4

16
sin

πx

2

)
dx

本題 (3)はこれを利用して，定積分を行っている．
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発展 前ページで示した結果から，定積分についても同様に，次式が成立する．∫ a

x

f(t)g′(t) dt =

[
f(t)g(t)

]a
x

+
n−1∑
k=0

[
(−1)kf (k)(t)g(−k)(t)

]a
x

+ (−1)n
∫ a

x

f (n)(t)g(−n+1)(t) dt

g(−k)(t) =
1

k!
(t− x)kとおくと (k = −1, 0, 1, . . .)，g(t) = 1，g′(t) = 0より

0 =

[
f(t)

]a
x

+
n−1∑
k=1

[
(−1)kf (k)(t)

(t− x)k

k!

]a
x

+ (−1)n
∫ a

x

f (n)(t)
(t− x)n−1

(n− 1)!
dt

したがって

f(x) = f(a) +
n−1∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k + (−1)n

∫ a

x

f (n)(t)
(t− x)n−1

(n− 1)!
dt

ここで

J = (−1)n
∫ a

x

(t− x)n−1

(n− 1)!
dt = (−1)n

[
(t− x)n

n!

]a
x

=
(x− a)n

n!

とおき，積分区間における f (n)(t)の最大値をM，最小値をmとすると

K = (−1)n
∫ a

x

f (n)(t)
(t− x)n−1

(n− 1)!
dt

はMJ とmJ の間にあるから

K = f (n)(c)J

を満たす cが積分区間に少なくとも 1つ存在する (積分学の平均値の定理)．

よって，次の等式が成立する (テイラー展開)．

f(x) = f(a) +
n−1∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k + f (n)(c)

n!
(x− a)n

例えば，n次多項式 f(x)の xnの係数がAであるとき，次式が成立する．

f(x) = f(a) +
n−1∑
k=1

f (k)(a)

k!
(x− a)k + A(x− a)n

�
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4.21 2021年 (180分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 正の整数に関する条件

(∗) 10進法で表したときに，どの位にも数字 9が現れない

を考える．以下の問いに答えよ．

(1) kを正の整数とするとき，10k−1以上かつ 10k未満であって条件 (∗)を満た
す正の整数の個数を akとする．このとき，akを kの式で表せ．

(2) 正の整数 nに対して，

bn =


1

n
(nが条件 (∗)を満たすとき)

0 (nが条件 (∗)を満たさないとき)

とおく．このとき，すべての正の整数 kに対して次の不等式が成り立つこ
とを示せ．

10k−1∑
n=1

bn < 80

2 xy平面上の楕円

E :
x2

4
+ y2 = 1

について，以下の問いに答えよ．

(1) a, bを実数とする．直線 ` : y = ax+ bと楕円Eが異なる 2点を共有する
ための a, bの条件を求めよ．

(2) 実数 a, b, cに対して，直線 ` : y = ax+ bと直線m : y = ax+ cが，それ
ぞれ楕円 Eと異なる 2点を共有しているとする．ただし，b > cとする．
直線 `と楕円Eの 2つの共有点のうち x座標の小さい方をP，大きい方を
Qとする．また，直線mと楕円Eの 2つの共有点のうち x座標の小さい
方を S，大きい方をRとする．このとき，等式

−→
PQ =

−→
SR

が成り立つための a，b，cの条件を求めよ．

(3) 楕円 E上の 4点の組で，それらを 4頂点とする四角形が正方形であるも
のをすべて求めよ．
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3 以下の問いに答えよ．

(1) 正の整数 nに対して，二項係数に関する次の等式を示せ．

n 2nCn = (n+ 1)2nCn−1

また，これを用いて 2nCnは n+ 1の倍数であることを示せ．

(2) 正の整数 nに対して，

an =
2nCn

n+ 1

とおく．このとき，n = 4ならば an > n+ 2であることを示せ．

(3) anが素数となる正の整数 nをすべて求めよ．

4 Sを，座標空間内の原点Oを中心とする半径 1の球面とする．S上を動く点A，
B，C，Dに対して

F = 2(AB2 + BC2 + CA2)− 3(AD2 + BD2 + CD2)

とおく．以下の問いに答えよ．

(1)
−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~c，

−→
OD = ~dとするとき，~a，~b，~c，~dによらない

定数 kによって

F = k(~a+~b+~c)·(~a+~b+~c− 3~d)

と書けることを示し，定数 kを求めよ．

(2) 点A，B，C，Dが球面 S上を動くときの，F の最大値M を求めよ．

(3) 点Cの座標が

(
−1

4
,

√
15

4
, 0

)
，点Dの座標が (1, 0, 0)であるとき，

F =M となる S上の点A，Bの組をすべて求めよ．

5 xy平面上の円C : x2 + (y − a)2 = a2 (a > 0)を考える．以下の問いに答えよ．

(1) 円Cが y = x2で表される領域に含まれるための aの範囲を求めよ．

(2) 円Cが y = x2 − x4で表される領域に含まれるための aの範囲を求めよ．

(3) aが (2)の範囲にあるとする．xy平面において連立不等式

|x| 5 1√
2
, 0 5 y 5 1

4
, y = x2 − x4, x2 + (y − a)2 = a2

で表される領域Dを，y軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求
めよ．
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解答例

1 (1) 10k−1以上かつ 10k未満で条件 (∗)を満たす数は，最高位の k桁の数は 1～
8の 8通りで，他の 1桁から k − 1桁の数は 0～8の 9通りであるから

ak = 8·9k−1

(2) jを k以下の自然数とし，10j−1以上かつ 10j未満で条件 (∗)を満たす整数
の集合を Ujとすると

10k−1∑
n=1

bn =
k∑

j=1

∑
n∈Uj

1

n

5
k∑

j=1

∑
n∈Uj

1

10j−1
=

k∑
j=1

aj
10j−1

=
k∑

j=1

8·9j−1

10j−1

= 8
k∑

j=1

(
9

10

)j−1

= 8×
1−

(
9
10

)k
1− 9

10

= 80

{
1−

(
9

10

)k
}
< 80

�
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2 (1) E :
x2

4
+ y2 = 1と ` : y = ax+ bを y軸を元に x軸方向に

1

2
だけ縮小した

図形はそれぞれE ′ : x2 + y2 = 1，`′ : y = 2ax+ bである．

Eと `が異なる 2点を共有するとき，E ′と `′も異なる 2点を共有するから

|b|√
(2a)2 + 1

< 1 ゆえに b2 < 4a2 + 1

(2) m : y = ax+ cを y軸を元に x軸方向に
1

2
だけ縮小した図形は

m′ : y = 2ax+ c

である．条件を満たすとき，`′，m′がE ′と異なる 2点で交わり，その弦
の長さが等しいから

|b|√
(2a)2 + 1

=
|c|√

(2a)2 + 1
< 1

b > cであるから，求める条件は

c = −b, b2 < 4a2 + 1

(3) (2)の結果から，` : y = ax+ bとm : y = ax− bは原点に関して対称であ

り，楕円E :
x2

4
+ y2 = 1も原点に関して対称である．また，(2)の 4点P，

Q，S，Rが正方形の頂点となるとき，これらの頂点を

P(−v, u), Q(u, v), S(−u,−v), R(v,−u)

とすると (u, v > 0)

u = −av + b, v = au+ b,
u2

4
+ v2 = 1,

v2

4
+ u2 = 1

上の第 3式および第 4式から u = v =
2√
5

これを第 1式および第 2式に代入すると a = 0, b =
2√
5

また，直線PQおよび直線 SRが y軸に平行な場合も上の 4頂点とみなし
てよい．よって，求める 4頂点は(

2
√
5
,

2
√
5

)
,

(
2
√
5
,−

2
√
5

)
,

(
−

2
√
5
,−

2
√
5

)
,

(
2
√
5
,−

2
√
5

)
�
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3 (1) 正の整数 nに対して

n 2nCn = (n+ 1)· n

n+ 1
·(2n)!
n!n!

= (n+ 1)· (2n)!

(n− 1)!(n+ 1)!
= (n+ 1)2nCn−1

nと n+1は互いに素であるから，上式より，2nCnは n+1の倍数である．

(2) 正の整数 nに対して，n = 4のとき

an =
2nCn

n+ 1
=

1

n+ 1

n−1∏
k=0

2n− k
n− k

=
1

n+ 1
·2n(2n− 1) · · · (n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

n(n− 1) · · · 3·2·1

= (n+ 2)·(2n− 1)(2n− 2) · · · (n+ 3)

(n− 1)(n− 2) · · · 3

= (n+ 2)
n−3∏
k=1

2n− k
n− k

> n+ 2

(3) an =
2nCn

n+ 1
より (anはカタラン数 4 )

an+1 =
2n+2Cn+1

n+ 2
=

1

n+ 2
· (2n+ 2)!

(n+ 1)!(n+ 1)!

=
1

n+ 2
·(2n+ 2)(2n+ 1)

(n+ 1)(n+ 1)
·(2n)!
n!n!

=
2(2n+ 1)

n+ 2
· 2nCn

n+ 1
=

4n+ 2

n+ 2
an (∗)

したがって (n+ 2)an+1 = (4n+ 2)an (∗∗)

(∗)から an+1 > an · · · 1©
また，(2)の結果を (∗)に適用すると，n = 4のとき

an+1 >
4n+ 2

n+ 2
·(n+ 2) = 4n+ 2 · · · 2©

an+1 (n = 4)が素数のとき，(∗∗)より，an+1は 4n+ 2または anの素因数
となるが， 1©， 2©より，an+1が 4n+ 2または anの素因数にはならない．

an (n = 1, 2, 3, 4)について，求めると

a1 = 1, a2 = 2, a3 = 5, a4 = 14 = 2·7

よって，anが素数となる正の整数 nは n = 2, 3 �
4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2008 kouki.pdf (p.6参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2008_kouki.pdf 
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4 (1) 3点A，B，Cは原点Oを中心とする半径 1の球面上の点であるから

|~a| = |
−→
OA| = 1, |~b| = |

−→
OB| = 1, |~c| = |

−→
OC| = 1, |~d| = |

−→
OD| = 1

F = 2(AB2 + BC2 + CA2)− 3(AD2 + BD2 + CD2)より

F = 2{|~b− ~a|2 + |~c−~b|2 + |~a−~c|2} − 3{|~d− ~a|2 + |~d−~b|2 + |~d−~c|2}

= 4(|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 − ~a·~b−~b·~c−~c·~a)

− 3(|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 + 3|~d|2 − 2~a·~d− 2~b·~d− 2~c·~d)

= 4(3− ~a·~b−~b·~c−~c·~a)− 3(6− 2~a·~d− 2~b·~d− 2~c·~d)

= −4(~a·~b+~b·~c+~c·~a) + 6(~a·~d+~b·~d+~c·~d)− 6

= −2{|~a|2 + |~b|2 + |~c|2 + 2~a·~b+ 2~b·~c+ 2~c·~a}+ 6(~a+~b+~c)·~d

= −2(~a+~b+~c)·(~a+~b+~c) + 6(~a+~b+~c)·~d

= −2(~a+~b+~c)·(~a+~b+~c− 3~d)

よって k = −2

(2) 4ABCの重心をG(~g)とすると ~g =
~a+~b+~c

3
~gは球 Sの内部にあるから |~g| 5 1

したがって，(1)の結果から

F = −2·3~g·(3~g − 3~d) = −18(~g·~g − ~d·~g)

= −18
∣∣∣∣~g − 1

2
~d

∣∣∣∣2 + 9

2
|~d|2 = −18

∣∣∣∣~g − 1

2
~d

∣∣∣∣2 + 9

2

|~g| = 1

2
のとき，~d = 2~gとすると，このとき，F は最大値

9

2
をとる．

よって M =
9

2
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(3) (2)の結果から，F =M となるとき，~d = 2~gであるから

~d = 2·
~a+~b+~c

3
ゆえに ~a+~b =

3

2
~d−~c

C

(
−1

4
,

√
15

4
, 0

)
，D(1, 0, 0)より ~a+~b =

(
7

4
,−
√
15

4
, 0

)

したがって |~a+~b|2 =
(
7

4

)2

+

(
−
√
15

4

)2

+ 02 = 4

|~a|2 + 2~a·~b+ |~b|2 = 4 ゆえに ~a·~b = 1

~aと~bのなす角を θ (0 5 θ 5 π)とすると

cos θ =
~a·~b
|~a||~b|

=
1

1·1
= 1 すなわち θ = 0, ~a = ~b

したがって ~a = ~b =

(
7

8
,−
√
15

8
, 0

)

よって A

(
7

8
,−

√
15

8
, 0

)
，B

(
7

8
,−

√
15

8
, 0

)
�

5 (1) C : x2 + (y − a)2 = a2の中心をA(0, a)，点 P(s, s2)とすると (a > 0)

AP2 = s2 + (s2 − a)2

であるから，t = s2，f(t) = AP2とおくと

f(t) = t+ (t− a)2 =
(
t− a+ 1

2

)2

+ a− 1

4
(t = 0)

条件を満たすとき，f(t)は t = 0で最小でなければならないから

a− 1

2
5 0 よって 0 < a 5

1

2

O

y

x

a

P(s, s2)

A
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(2) 2点A(0, a)，Q(u, u2 − u4)について (a > 0)

AQ2 = u2 + (u2 − u4 − a)2

であるから，t = u2，g(t) = AQ2とおくと

g(t) = t+ (t− t2 − a)2 (t = 0)

a
Q(u, u2 − u4)

A

O

y

x1−1

g(t)を微分すると

g′(t) = 1 + 2(t− t2 − a)(1− 2t)

= 4t3 − 6t2 + (4a+ 2)t+ 1− 2a

条件を満たすとき，g(t)は t = 0で最小でなければならないから，t→ +0

において g′(t) = 0であることが必要である．

1− 2a = 0 すなわち 0 < a 5 1

2

このとき g(t) = t+ (t− t2)2 − 2a(t− t2) + a2

= (1− 2a)t+ 2at2 + (t− t2)2 + a2 = a2 = g(0)

上式において，等号が成立するのは，t = 0のときに限る．

よって，求める条件は 0 < a 5
1

2

補足 a =
1

2
のとき，Cは曲線 y = x2および y = x2 − x4の原点における接触円

(曲率円)である 5．これらの曲線は，x = 0において，y, y′, y′′がそれぞ
れ等しく，原点における接触円が一致する．

5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdf (p.10を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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(3) y = x2 − x4より y′ = 2x− 4x3 = 2x(1− 2x2)

y = x2 − x4は y軸に関して対称であるから，x = 0における増減表は

x 0 · · · 1√
2
· · ·

y′ 0 + 0 −
y 0 ↗ 1

4
↘

求める回転体の体積を V，y = x2 − x4と y =
1

4
で囲まれた部分を y軸の

周りに回転させてできる立体の体積を V1とすると

V1 = π

∫ 1
4

0

x2 dy = π

∫ 1√
2

0

x2y′ dx

= π

∫ 1√
2

0

x2(2x− 4x3) dx

= π

[
1

2
x4 − 2

3
x6
] 1√

2

0

=
π

24

(i) 0 < a 5 1

8
のとき

V = V1 −
4

3
πa3 =

π

24
− 4

3
πa3

O

y

x

1
4

1−1
1√
2− 1√

2

a

2a
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(ii)
1

8
< a 5 1

2
のとき

x2 + (y− a)2 5 a2，y 5 1

4
を満たす領域を y軸の周り回転してできる

立体の体積を V2とすると

V2 = π

∫ 1
4

0

x2 dy = π

∫ 1
4

0

(2ay − y2) dy

= π

[
ay2 − 1

3
y3
] 1

4

0

=
π

16
a− π

192

したがって

V = V1 − V2 =
π

24
−
( π
16
a− π

192

)
=

3

64
π − π

16
a

O

y

x
1−1

1√
2− 1√

2

a

y = 1
4

2a

よって V =


π

24
−

4

3
πa3

(
0 < a 5

1

8

)
3

64
π −

π

16
a

(
1

8
< a 5

1

2

)
�
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4.22 2022年 (180分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 a, bを実数とし，f(z) = z2 + az + bとする．a, bが

|a| 5 1, |b| 5 1

を満たしながら動くとき，f(z) = 0を満たす複素数 zがとりうる値の範囲を複
素数平面上に図示せよ．

2 3つの正の整数 a, b, cの最大公約数が 1であるとき，次の問いに答えよ．

(1) a+ b+ c, bc+ ca+ ab, abcの最大公約数は 1であることを示せ．

(2) a+ b+ c, a2 + b2 + c2, a3 + b3 + c3の最大公約数となるような正の整数を
すべて求めよ．

3 αは 0 < α <
π

2
を満たす実数とする．∠A = αおよび∠P =

π

2
を満たす直角三

角形 APBが，次の 2つの条件 (a)，(b)を満たしながら，時刻 t = 0から時刻
t =

π

2
まで xy平面上を動くとする．

(a) 時刻 tでの点A，Bの座標は，それぞれA(sin t, 0)，B(0, cos t)である．

(b) 点 Pは第一象限内にある．

このとき，次の問いに答えよ．

(1) 点Pはある直線上を動くことを示し，その直線の方程式をαを用いて表せ．

(2) 時刻 t = 0から時刻 t =
π

2
までの間に点Pが動く道のりをαを用いて表せ．

(3) xy平面内において，連立不等式

x2 − x+ y2 < 0, x2 + y2 − y < 0

により定まる領域をDとする．このとき，点Pは領域Dには入らないこ
とを示せ．
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4 aは正の実数とする．複素数 zが |z − 1| = aかつ z 6= 1

2
を満たしながら動くと

き，複素数平面上の点w =
z − 3

1− 2z
が描く図形をKとする．このとき，次の問

いに答えよ．

(1) Kが円となるための aの条件を求めよ．また，そのときKの中心が表す
複素数とKの半径を，それぞれ aを用いて表せ．

(2) aが (1)の条件を満たしながら動くとき，虚軸に平行で円Kの直径となる
線分が通過する領域を複素数平面上に図示せよ．

5 aは 0 < a 5 π

4
を満たす実数とし，f(x) =

4

3
sin
(π
4
+ ax

)
cos
(π
4
− ax

)
とす

る．このとき，次の問いに答えよ．

(1) 次の等式 (∗)を満たす aがただ 1つ存在することを示せ．

(∗)
∫ 1

0

f(x) dx = 1

(2) 0 5 b < c 5 1を満たす実数 b, cについて，不等式

f(b)(c− b) 5
∫ c

b

f(x) dx 5 f(c)(c− b)

が成り立つことを示せ．

(3) 次の試行を考える．

［試行］n個の数 1, 2, · · · , nを出目とする．あるルーレットを k回まわす．

この［試行］において，各 i = 1, 2, · · · , nについて iが出た回数を Sn,k,i

とし，

(∗∗) lim
k→∞

Sn,k,i

k
=

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx

が成り立つとする．このとき，(1)の等式 (∗)が成り立つことを示せ．

(4) (3)の［試行］において出た数の平均値をAn,kとし，An = lim
k→∞

An,kとす

る．(∗∗)が成り立つとき，極限 lim
n→∞

An

n
を aを用いて表せ．
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解答例

1 f(z) = z2 + az + bについて (|a| 5 1, |b| 5 1)，f(z) = 0の解は

z =
−a±

√
a2 − 4b

2

(i) a2 − 4b = 0のとき，2つの実数解を

α =
−a−

√
a2 − 4b

2
, β =

−a+
√
a2 − 4b

2

とおく．まず，aを固定すると，−1 5 b 5 1より

−a−
√
a2 + 4

2
5 α 5 −a

2
, −a

2
5 β 5 −a+

√
a2 + 4

2

これらの解は，閉区間
[
−a−

√
a2 + 4

2
,
−a+

√
a2 + 4

2

]
にある．

−1 5 a 5 1より，閉区間
[
−1−

√
5

2
,
1 +
√
5

2

]
である．

(ii) a2 − 4b < 0のとき，2つの虚数解を α, αとおくと，解と係数の関係から

α + α = −a, αα = b ゆえに Re(α) =
α + α

2
= −a

2
, |α|2 = b

このとき，−1 5 a 5 1，0 < b 5 1に注意して

−1

2
5 Re(α) 5 1

2
, |α|2 5 1 (|α| 5 1)

したがって −1

2
5 Re(z) 5 1

2
, |z| 5 1

(i)，(ii)より，zのとりうる値の範囲は，次の境界線を含む領域である．

O

Im

Re1+
√
5

2
−1−

√
5

2
1
2

−1
2

1

−1

1−1

�
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2 (1) A = a+ b+ c，B = bc+ ca+ ab，C = abcとおくと，a, b, cを解とする
3次方程式は

x3 − Ax2 +Bx− C = 0

A, B, Cが素数 pを因数にもつと仮定する (背理法)．

aはこの方程式の解であるから

a3 = Aa2 −Ba+ C

上式の右辺は pを因数にもつから，左辺 a3は pを因数にもつ，すなわち，
aは pを因数にもつ．同様の議論により，b, cも pを因数にもつ．
これから，pは a, b, cの公約数となり，条件に反する．

別証 A = a+ b+ c，B = bc+ ca+ ab，C = abcとおき，A, B, Cが素数 pを
因数にもつと仮定する (背理法)．

Cが pを因数にもつから，a, b, cの少なくとも 1つが pを因数もつ．
一般性を失うことなく，aが pを因数にもつと

b+ c = A− a, bc = B − a(b+ c)

上の 2式の右辺は，ともに pを因数にもつから，b+c, bcは，pを因数もつ．

bcが pを因数にもつと，b, cの一方が pを因数もち，bが pを因数にもつ
とすれば，c = (b+ c)− bより，cも pを因数にもつ．
これから，pは a, b, cの公約数となり，条件に反する．
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(2) D = a2 + b2 + c2, E = a3 + b3 + c3とおくと

D = (a+ b+ c)2 − 2(ab+ bc+ ca)

= A2 − 2B

E = (a+ b+ c){(a+ b+ c)2 − 3(ab+ bc+ ca)}+ 3abc

= A(A2 − 3B) + 3C

ゆえに (∗) 2B = A2 −D, 3C = E − A(A2 − 3B)

A, D, Eが素数 q (q = 5)を因数にもつと仮定すると，(∗)の第 1式から，
Bは qを因数にもつ．これを (∗)の第 2式に適用すると，Cも qを因数に
もつ．このとき，A, B, Cが素数 qを因数にもち，条件に反する．

したがって，A, D, Eの最大公約数は 2m3n (m ,nは 0以上の整数)と表
される．(∗)より，2B, 3Cは 2m3nで割り切れるから，m = 2, n = 2の
とき，Aは 2m3nで割り切れ，Bは 2m−13nで割り切れ，Cは 2m3n−1で割
り切れる．このことは，A, B, Cの最大公約数が 1であることに反する．

A, D, Eの最大公約数をGとすると

G ⊂ {1, 2, 3, 6}

に絞られる．これらGの存在をすべて示せば十分である．

a b c A D E G

1 1 1 3 3 3 3

1 1 2 4 6 10 2

1 1 3 5 11 29 1

1 1 4 6 18 66 6

よって，求める最大公約数となる正の整数は 1, 2, 3, 6 �
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3 (1) ABを直径とする円をCtとする．

∠P =
π

2
より，PはCt上にある．

円周角の定理により

∠BOP = ∠BAP

ゆえに ∠BOP = α

直線OPの偏角は
π

2
− α

直線OPの方程式は

y = x tan
(π
2
− α

)
よって y =

x

tanα

　

O

y

x

t

αα

A

P

B Ct

(2) ∠OBP = t+
(π
2
− α

)
=
π

2
− (α− t)

4OBPに正弦定理を適用すると

OP

sin∠OBP
= 1 ゆえに OP = sin

{π
2
− (α− t)

}
= cos(α− t)

f(t) = OPとおくと，f(t)は t = 0から t = αまで単調増加，

t = αから t =
π

2
まで単調減少である．

f(0) = cosα, f(α) = 1, f
(π
2

)
= sinα

よって，点 Pが動く道のりを Lとすると

L = {f(α)− f(0)}+
{
f(α)− f

(π
2

)}
= 1− cosα + (1− sinα) = 2 − sinα − cosα
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(3) 与えらた連立不等式から(
x− 1

2

)2

+ y2 <
1

4
,

x2 +

(
y − 1

2

)2

<
1

4

これを満たす領域Dは右の図の斜線
部分である (境界線を含まない)．2点
O，Pを通る直線を `とし，`とDの
境界線の交点をQとする．

　

O

y

x1
2

1
2

1

1

(i) 0 < α 5 π

4
のとき

OQ = sinα 5 cosα = f(0) < f(t) = OP

(ii)
π

4
5 α <

π

2
のとき

OQ = cosα 5 sinα = f
(π
2

)
< f(t) = OP

(i)，(ii)より，点 Pは領域Dには入らない．

O

y

x1

1

O

y

x1

1

α

α

Q

Q

0 < α 5 π

4

π

4
5 α <

π

2

`

`

α

�
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4 (1) w =
z − 3

1− 2z
より (2w+1)z = w+3 w 6= −1

2
であるから z =

w + 3

2w + 1

これを |z − 1| = aに代入すると∣∣∣∣ w + 3

2w + 1
− 1

∣∣∣∣ = a ゆえに

∣∣∣∣−w + 2

2w + 1

∣∣∣∣ = a (∗)

上の第 2式より |w − 2|2 = a2|2w + 1|2

(4a2 − 1)|w|2 + 2(a2 + 1)(w + w) + a2 − 4 = 0

a =
1

2
のとき，Re(w) =

w + w

2
=

3

4
となり，wは直線を表す．

a 6= 1

2
のとき |w|2 + 2(a2 + 1)

4a2 − 1
(w + w) +

a2 − 4

4a2 − 1
= 0∣∣∣∣w +

2(a2 + 1)

4a2 − 1

∣∣∣∣2 = 25a2

(4a2 − 1)2

したがって，Kが円である条件は a 6=
1

2
かつ a > 0

Kの中心−
2(a2 + 1)

4a2 − 1
，半径

5a

|4a2 − 1|

別解 a 6= 1

2
のとき，(∗)より |w − 2| : |w + 1

2
| = 2a : 1

a =
1

2
のとき，Kは 2点 2,−1

2
の垂直二等分線Re(w) =

3

4

Kは 2点 2,−1

2
を 2a : 1に内分および外分する 2点

1·2 + 2a
(
−1

2

)
2a+ 1

,
−1·2 + 2a

(
−1

2

)
2a− 1

, すなわち
2− a
2a+ 1

,
−2− a
2a− 1

を直径の両端とする円である．

中心は
1

2

(
2− a
2a+ 1

+
−2− a
2a− 1

)
= −2(a2 + 1)

4a2 − 1

半径は
1

2

∣∣∣∣ 2− a2a+ 1
− −2− a

2a− 1

∣∣∣∣ = 5a

|4a2 − 1|
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(2) (1)の結果から，2点−2(a2 + 1)

4a2 − 1
+

5a

|4a2 − 1|
i, − 2(a2 + 1)

4a2 − 1
− 5a

|4a2 − 1|
iを

結ぶ線分が通過する領域である．その領域を表す点を x+ yiとすると

x = −2(a2 + 1)

4a2 − 1
, |y| 5 5a

|4a2 − 1|

上の第 1式から a2 =
x− 2

2(2x+ 1)
> 0 ゆえに x < −1

2
, 2 < x

x+
1

2
= −5

2
· 1

4a2 − 1
より −2

5

(
x+

1

2

)
=

1

4a2 − 1
，

2

5
|y| 5 2a

4a2 − 1(
2

5
|y|
)2

−
{
2

5

(
x+

1

2

)}2

5 4a2

(4a2 − 1)2
− 1

(4a2 − 1)2
=

1

4a2 − 1

したがって
4

25
y2 − 4

25

(
x+

1

2

)2

5 −2

5

(
x+

1

2

)

以上の結果から
(
x− 3

4

)2

− y2 = 25

16
, x 6= −1

2
, 2

求める領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．ただし，◦は含まない．

O

y

x−1
2

3
4

2

3
4

−3
4

�
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5 (1) f(x) =
4

3
sin
(π
4
+ ax

)
cos
(π
4
− ax

)
より f(x) =

2

3
+

2

3
sin 2ax∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

(
2

3
+

2

3
sin 2ax

)
dx

=

[
2

3
x− 1

3a
cos 2ax

]1
0

=
2

3
− 1

3a
cos 2a+

1

3a∫ 1

0

f(x) dx = 1が成立するとき

2

3
− 1

3a
cos 2a+

1

3a
= 1 ゆえに a+ cos 2a− 1 = 0 (∗)

g(a) = a+ cos 2a− 1とおくと g′(a) = 1− 2 sin 2a

0 < a 5 π

4
における g(a)の増減表は

a (0) · · · π
12

· · · π
4

g′(a) + 0 −
g(a) (0) ↗ 極大 ↘ π

4
− 1

π

4
− 1 < 0であるから，(∗)を満たす aがただ 1つ存在する．

別解 0 < a 5 π

4
において

cos 2a = −a+ 1 (A)

が満たす aがただ 1つ存在することを示して
もよい．0 < a 5 π

4
において，y = cos 2aと

y = −a + 1のグラフをかくと，右の図から，
(A)を満たす aがただ 1つ存在する．

　

O

y

a1π
4

1

(2) 0 5 x 5 1において，f(x)は単調増加であるから，0 5 b < c 5 1について

f(b) 5 f(x) 5 f(c) (b 5 x 5 c)∫ c

b

f(b) dx 5
∫ c

b

f(x) dx 5
∫ c

b

f(c) dxにより，次式が成立する．

f(b)(c− b) 5
∫ c

b

f(x) dx 5 f(c)(c− b)
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(3) 定義から
n∑

i=1

Sn,k,i = k ゆえに
n∑

i=1

Sn,k,i

k
= 1

上の第 2式および (∗∗)が成立するとき∫ 1

0

f(x) dx =
n∑

i=1

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx = lim
k→∞

n∑
i=1

Sn,k,i

k
= 1

(4) Sn,k,iを用いて An,k =
1

k

n∑
i=1

iSn,k,i =
n∑

i=1

i·Sn,k,i

k

(∗∗)を適用すると

An = lim
k→∞

An,k = lim
k→∞

n∑
i=1

i·Sn,k,i

k
=

n∑
i=1

i

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx (A)

ここで，b =
i− 1

n
, c =

i

n
を (2)に代入した不等式を用いると

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
i

n
f

(
i− 1

n

)
5 i

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx 5 i

n
f

(
i

n

)

(A)より
n∑

i=1

i

n
f

(
i− 1

n

)
5 An 5

n∑
i=1

i

n
f

(
i

n

)

ゆえに lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

i

n
f

(
i− 1

n

)
5 lim

n→∞

An

n
5 lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

i

n
f

(
i

n

)
lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

i

n
f

(
i− 1

n

)
= lim

n→∞

1

n

n∑
i=1

i

n
f

(
i

n

)
=

∫ 1

0

xf(x) dxであるから，

はさみうちの原理により

lim
n→∞

An

n
=

∫ 1

0

xf(x) dx =

∫ 1

0

x

(
2

3
+

2

3
sin 2ax

)
dx

=

[
x2

3
− x

3a
cos 2ax+

1

6a2
sin 2ax

]1
0

=
1

3
−

cos 2a

3a
+

sin 2a

6a2

�
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出題分野 (2011-2022) 150分

J 名古屋大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数 1

図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式 2

II 図形と方程式 3

三角関数
指数関数と対数関数 2

微分法と積分法 1 1 1

式と曲線 1

複素数平面 4 3

関数
III 極限 3

微分法とその応用 2 1 2 2 1

積分法 2 1 3 4

積分法の応用 1 4 1 3 1 1·4
場合の数と確率 3 4 4 3 2

A 整数の性質 4 4 3 4 3 3 2

図形の性質
平面上のベクトル

B 空間のベクトル 3 2

数列 1 4 4 3 2 4 4

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 2 数字は問題番号

357

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Ndai/Ndai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Ndai/Ndai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Ndai/Ndai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Ndai/Ndai_ri_2014.pdf
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5.15 2015年 (150分)

出題分野 1 2 3 4

1 次の問に答えよ．

(1) 関数 f(x) = x−2 2x (x 6= 0)について，f ′(x) > 0となるための xに関する
条件を求めよ．

(2) 方程式 2x = x2は相異なる 3個の実数解をもつことを示せ．

(3) 方程式 2x = x2の解で有理数であるものをすべて求めよ．

2 次の問に答えよ．

(1) α =
√
13+

√
9 + 2

√
17+

√
9− 2

√
17 とするとき，整数係数の 4次多項式

f(x)で f(α) = 0となるもののうち，x4の係数が 1であるものを求めよ．

(2) 8つの実数
±
√
13±

√
9 + 2

√
17±

√
9− 2

√
17

(ただし，複号±はすべての可能性にわたる)の中で，(1)で求めた f(x)に
対して方程式 f(x) = 0の解となるものをすべて求め，それ以外のものが
解でないことを示せ．

(3) (2)で求めた f(x) = 0の解の大小関係を調べ，それらを大きい順に並べよ．

3 eを自然対数の底とし，tを t > eとなる実数とする．このとき，曲線C : y = ex

と直線 y = txは相異なる 2点で交わるので，交点のうち x座標が小さいものを
P，大きいものをQとし，P，Qの x座標をそれぞれ α, β (α < β)とする．ま
た，PにおけるCの接線とQにおけるCの接線との交点をRとし，

曲線C，x軸および 2つの直線 x = α，x = βで囲まれる部分の面積をS1，

曲線Cおよび 2つの直線 PR，QRで囲まれる部分の面積を S2

とする．このとき，次の問に答えよ．

(1)
S2

S1

を αと βを用いて表せ．

(2) α <
e

t
，β < 2 log tとなることを示し， lim

t→∞

S2

S1

を求めよ．必要ならば，

x > 0のとき ex > x2であることを証明なしに用いてよい．
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4 数直線上にある 1, 2, 3, 4, 5の 5つの点と 1つの石を考える．石がいずれかの
点にあるとき，

石が点 1にあるならば，確率 1で点 2に移動する
石が点 k (k = 2, 3, 4)にあるならば，

確率
1

2
で点 k − 1に，確率

1

2
で点 k + 1に移動する

石が点 5にあるならば，確率 1で 4に移動する

という試行を行う．石が点 1にある状態から始め，この試行を繰り返す．また，
石が移動した先の点に印をつけていく (点 1には初めから印がついているもの
とする)．このとき，次の問に答えよ．

(1) 試行を 6回繰り返した後に，石が点 k (k = 1, 2, 3, 4, 5) にある確率をそれ
ぞれ求めよ．

(2) 試行を 6回繰り返した後に，5つの点すべてに印がついている確率を求
めよ．

(3) 試行を n回 (n = 1)繰り返した後に，ちょうど 3つの点に印がついている
確率を求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) = x−2 2xを微分すると

f ′(x) = −2x−3 2x + x−2 2x log 2 = x−3 2x(−2 + x log 2)

=
2x

x2
·x log 2− 2

x

2x

x2
> 0 であるから，f ′(x) > 0となるのは

x log 2− 2

x
> 0 すなわち x < 0,

2

log 2
< x

(2) f(x) = 1が異なる 3つの実数解をもつことを示せばよい．

(1)の結果により，f(x)の増減表は次のようになる．

x · · · (0) · · · 2

log 2
· · ·

f ′(x) + − 0 +

f(x) ↗ ↘ 極小 ↗

2 < e < 4より，log 2 < 1 < 2 log 2であるから

2 <
2

log 2
< 4

f(2) = f(4) = 1であるから f

(
2

log 2

)
< 1

また lim
x→−0

f(x) =∞， lim
x→+0

f(x) =∞，

lim
x→−∞

f(x) = 0

　

O

y

x

1

2 4
2

log 2

補足 直接 f

(
2

log 2

)
< 1を示すこともできる．

f

(
2

log 2

)
=

(
2

log 2

)−2

2
2

log 2 =

(
log 2

2

)2

e2 =

(
e log 2

2

)2

ここで，g(x) =
log x

x
とおくと g′(x) =

1− log x

x2

2 < x < eにおいて g′(x) > 0であるから，g(2) < g(e)より

log 2

2
<

log e

e
ゆえに 0 <

e log 2

2
< 1 よって f

(
2

log 2

)
< 1
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(3) (2)の結果から，2x = x2が負の有理数−p
q

(p, qは正の整数で互いに素)

をもつと仮定すると

2−
p
q =

(
−p
q

)2

ゆえに 2
p
q =

(
q

p

)2

さらに両辺を q乗すると 2p =

(
q

p

)2q

上式の右辺は整数であるから p = 1 ゆえに 2 = q2q

これを満たす正の整数 qは存在しない．

よって，(2)の結果から，求める有理数の解は 2, 4 �

2 (1) p =
√
9 + 2

√
17，q =

√
9− 2

√
17とおくと

p2 + q2 = 18, pq =
√
13

であるから，α = pq + p+ qより

(α− pq)2 = (p+ q)2 ゆえに α2 − 2pqα + (pq)2 = p2 + q2 + 2pq

したがって α2 − 2
√
13α + 13 = 18 + 2

√
13

α2 − 5 = 2
√
13(α + 1)

この両辺を平方すると

(α2 − 5)2 = 52(α+ 1)2 すなわち α4 − 62α2 − 104α− 27 = 0

よって f(x) = x4 − 62x2 − 104x − 27

(2) (1)の式変形に注意すると，f(x) = 0は (x2 − 5)2 = 52(x+ 1)2

(i) x2 − 5 = 2
√
13(x+ 1)のとき

x2 − 2
√
13x+ 13 = 18 + 2

√
13 ゆえに (x− pq)2 = (p+ q)2

したがって x−pq = ±(p+ q) すなわち x = pq+p+ q, pq−p− q
(ii) x2 − 5 = −2

√
13(x+ 1)のとき

x2 + 2
√
13x+ 13 = 18− 2

√
13 ゆえに (x+ pq)2 = (p− q)2

したがって x+pq = ±(p−q) すなわち x = −pq+p−q,−pq−p+q
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(i)，(ii)から，f(x) = 0の解は
√
13 +

√
9 + 2

√
17 +

√
9 − 2

√
17,

√
13 −

√
9 + 2

√
17 −

√
9 − 2

√
17,

−
√
13 +

√
9 + 2

√
17 −

√
9 − 2

√
17,

−
√
13 −

√
9 + 2

√
17 +

√
9 − 2

√
17

(3) (2)で求めた解を

α = pq + p+ q, β = −pq + p− q,
γ = pq − p− q, δ = −pq − p+ q

とおく．ここで p =
√

9 + 2
√
17 >

√
9 + 2

√
16 =

√
17,

q =
√
9− 2

√
17 <

√
9− 2

√
16 = 1

したがって α− β = 2pq + 2q = 2q(p+ 1) > 0

β − γ = 2p− 2pq = 2p(1− q) > 0

γ − δ = 2pq − 2q = 2q(p− 1) > 0

上の 3式から，α > β > γ > δとなる．よって，大きい順に
√
13 +

√
9 + 2

√
17 +

√
9 − 2

√
17,

−
√
13 +

√
9 + 2

√
17 −

√
9 − 2

√
17,

√
13 −

√
9 + 2

√
17 −

√
9 − 2

√
17,

−
√
13 −

√
9 + 2

√
17 +

√
9 − 2

√
17

解説 4次方程式 x4 − 62x2 − 104x− 27 = 0 · · · (∗)が

(x2 − 5)2 = 52(x+ 1)2

と変形できることを利用して (フェラーリの方法)，解を求めている．

本題 (1)はこの変形につながる設問となっている．

手がかりになしに，方程式 (∗)を解くとすると

x4 − 62x2 − 104x− 27 = (x2 + k)2 − (px+ q)2

とおき (k, p, qは定数)，上式の右辺を展開して整理すると

x4 − 62x2 − 104x− 27 = x4 + (2k − p2)x2 − 2pqx+ k2 − q2
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同じ次数の項の係数を比較すると p2 = 2k + 62，pq = 52，q2 = k2 + 27

これらの 3式から，p，qを消去すると (2k + 62)(k2 + 27) = 522

整理すると k3 + 31k2 + 27k − 515 = 0 · · · (∗∗)

因数定理により (k + 5)(k2 + 26k − 103) = 0

k = −5とすると，p = q = ±2
√
13となり，(∗)の解が求まる．

余談だが，3次方程式 (∗∗)を一般的な方法 (カルダノの方法)で解いてみる．

k = t− 31

3
· · · 1©とおいて，(∗∗)に代入すると(

t− 31

3

)3

+ 31

(
t− 31

3

)2

+ 27

(
t− 31

3

)
− 515 = 0

整理すると t3 − 880

3
t+

38144

27
= 0

t = u+ vとおいて，これに代入すると

(u+ v)3 − 880

3
(u+ v) +

38144

27
= 0

3(u+ v)

(
uv − 880

9

)
+ u3 + v3 +

38144

27
= 0

uv =
880

9
，u3 + v3 = −38144

27
とし，u3，v3を解とする 2次方程式

X2 +
38144

27
X +

(
880

9

)3

= 0

これを解くと X =
64

27
(−298± 39

√
51i) =

{
4

3
(2∓

√
51i)

}3

(複号同順)

z =
4

3
(2 +

√
51i)，w =

1

2
(−1 +

√
3i) とおくと，uvは実数であるから

t = z + z, zw + z w, zw + zw

=
16

3
, − 8

3
− 4
√
17, − 8

3
+ 4
√
17

1©より k = −5, − 13− 4
√
17, − 13 + 4

√
17

一般に，4次方程式 x4 + a3x
3 + a2x

2 + a1x + a0 = 0は，x = y − a3
4
おくこと

により，y4 + b2y
2 + b1y+ b0 = 0と変形でき，フェラーリの方法が適用できる．

フェラーリの方法の中で，3次方程式を解く必要があり，3次方程式の一般的
な解法がカルダノの方法である．さらにカルダノの方法の中で 2次方程式の解
の公式を用いている． �
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3 (1) y = exを微分すると y′ = ex

C上の点P(α, eα)およびQ(β, β)における接
線の方程式は，それぞれ{

y − eα = eα(x− α)
y − eβ = eβ(x− β)

eα = tα，eβ = tβであるから，上の 2式は

　

O

y

x

C

P

Q

α β

R

α+β−1

tβ

tα

{
y = tα(x+ 1− α)
y = tβ(x+ 1− β)

これを解いて R(α + β − 1, tαβ)

S1 =

∫ β

α

ex dx =

[
ex
]β
α

= eβ − eα = tβ − tα = t(β − α)

3点P(α, tα)，R(α+β−1, tαβ)，Q(β, tβ)からx軸にそれぞれ垂線PP′，
RR′，QQ′を引くと，P′R′ = β − 1，R′Q′ = 1− αより

S2 = S1 − (台形 PP′R′Rの面積)− (台形RR′Q′Qの面積)

= t(β − α)− 1

2
(β − 1)(tα+ tαβ)− 1

2
(1− α)(tαβ + tβ)

= t(β − α)− 1

2
tα(β − 1)(β + 1)− 1

2
tβ(1− α)(1 + α)

= t(β − α)− 1

2
tα(β2 − 1)− 1

2
tβ(1− α2)

= t(β − α)− 1

2
t(β − α)− 1

2
tαβ(β − α) = 1

2
t(β − α)(1− αβ)

よって
S2

S1

=
1

2
(1 − αβ)
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(2) C上の点 Pにおける接線の傾きは eα

これと直線 PQの傾き tとの大小関係により eα < t

このとき，eα = tαであるから tα < t

t > 0であるから α < 1 ゆえに tα = eα < e よって α <
e

t

また，eβ > β2 (β > 0)であるから tβ = eβ > β2 より t > β

ゆえに t2 > tβ = eβ したがって log t2 > β よって β < 2 log t

0 < α <
e

t
，0 < β < 2 log tより 0 < αβ < 2e· log t

t
· · · 1©

ここで，t = euとおくと 0 <
log t

t
=

u

eu
<

u

u2
=

1

u

t −→∞のとき，u −→∞であるから

lim
u→∞

1

u
= 0 ゆえに lim

t→∞

t

log t
= 0

1©より lim
t→∞

αβ = 0 よって lim
t→∞

S2

S1

= lim
t→∞

1

2
(1− αβ) =

1

2

補足 C : y = ex上の点 (1, e)における接線の方程式は y = ex

ex > x2 · · · (∗)

(i) 0 < x < 1のとき，ex > 1 > x2 よって，(∗)は成立する．
(ii) x = 1のとき，明らかに (∗)は成立する．
(iii) x > 1のとき，ex − ex > 0であるから (y = exと y = exのグラフ)∫ x

1

(et − et) dt =
[
et − e

2
t2
]x
1

= ex − e− e

2
(x2 − 1)

= ex − e

2
x2 − e

2
> 0

したがって ex >
e

2
x2 +

e

2
> x2 よって，(∗)は成立する．

(i)～(iii)から，x > 0のとき，(∗)は成立する． �
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4 (1) n回繰り返した後に，石が点kにある確率をPn(k)とする (k = 1, 2, 3, 4, 5)．

nが奇数のとき Pn(1) = Pn(3) = Pn(5) = 0

nが偶数のとき Pn(2) = Pn(4) = 0

nが奇数のとき，石は点 2または 4にある．このとき

P2j+1(2) = p2j−1(2)×
(
1

2
·1 + 1

2
·1
2

)
+ P2j−1(4)×

1

2
·1
2

P2j+1(4) = P2j−1(2)×
1

2
·1
2
+ P2j−1(4)×

(
1

2
·1 + 1

2
·1
2

)
したがって，jを自然数とすると，次の確率漸化式が成立する．

P1(2) = 1, P1(4) = 0

(∗)


P2j+1(2) =

3

4
P2j−1(2) +

1

4
P2j−1(4)

P2j+1(4) =
1

4
P2j−1(2) +

3

4
P2j−1(4)

(∗)に j = 1を代入すると

P3(2) =
3

4
·1 + 1

4
·0 =

3

4
, P3(4) =

1

4
·1 + 3

4
·0 =

1

4

さらに，(∗)に j = 2を代入すると

P5(2) =
3

4
·3
4
+

1

4
·1
4
=

5

8
, P5(4) =

1

4
·3
4
+

3

4
·1
4
=

3

8

したがって

P6(1) = P5(2)×
1

2
=

5

8
× 1

2
=

5

16

P6(3) = P5(2)×
1

2
+ P5(4)×

1

2
=

5

8
× 1

2
+

3

8
× 1

2
=

1

2

P6(5) = P5(4)×
1

2
=

3

8
× 1

2
=

3

16

P6(2) = P6(4) = 0
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別解 (∗)より，自然数 jについて

P2j+1(2) + P2j+1(4) = P2j−1(2) + P2j−1(4)

= 1 + 0 = 1,

P2j+1(2)− P2j+1(4) =
1

2
(P2j−1(2)− P2j−1(4))

=
1

2j
(P1(2)− P1(4)) =

1

2j

P2j−1(2) + P2j−1(4) = 1および P2j−1(2)− P2j−1(4) =
1

2j−1
から

P2j−1(2) =
1

2
+

1

2j
, P2j−1(4) =

1

2
− 1

2j

したがって P2j(1) =
1

2
P2j−1(2) =

1

4
+

1

2j+1
,

P2j(3) =
1

2
P2j−1(2) +

1

2
P2j−1(4) =

1

2
,

P2j(5) =
1

2
P2j−1(4) =

1

4
− 1

2j+1

上式に，j = 3を代入すると P6(1) =
5

16
，P6(3) =

1

2
，P6(5) =

3

16
また P6(2) = P6(4) = 0

補足 nが奇数のとき，Pn(1) = Pn(3) = Pn(5) = 0

Pn(2) =
1

2
+

1

2
n+1
2

, Pn(4) =
1

2
− 1

2
n+1
2

nが偶数のとき，Pn(2) = Pn(4) = 0

Pn(1) =
1

4
+

1

2
n
2
+1
, Pn(3) =

1

2
, Pn(5) =

1

4
− 1

2
n
2
+1

(2) 4回繰り返した後に，点 5，点 3にある確率は

P4(5) = P3(4)×
1

2
=

1

4
× 1

2
=

1

8

P4(3) = P3(2)×
1

2
+ P3(4)×

1

2
=

3

4
× 1

2
+

1

4
× 1

2
=

1

2

よって，6回繰り返した後に，5つの点すべてに印がつく確率は

P4(5) + P4(3)×
1

2
× 1

2
=

1

8
+

1

2
× 1

2
× 1

2
=

1

4
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(3) 試行により，石が点 1，点 2，点 3のいずれかを移動するとき，奇数回目
の試行の後に石は，点 2にある．2j − 1回目の試行の後に石が点 2にある
確率を x2j−1とすると

x2j+1 = x2j−1 ×
(
1

2
·1 + 1

2
·1
2

)
したがって，次の確率漸化式が成立する．

x1 = 1, x2j+1 =
3

4
x2j−1

これを解いて x2j−1 =

(
3

4

)j−1

(j = 1)

このとき，2j回目の試行の後に石が点1または点3にある確率は
(
3

4

)j−1

試行により，石が点 1，点 2のいずれかを移動するとき，奇数回目の試行
の後に石は，点 2にある．2j − 1回目の試行の後に石が点 2にある確率を
y2j−1とすると

y2j+1 = y2j−1 ×
1

2
·1

したがって，次の確率漸化式が成立する．

y1 = 1, y2j+1 =
1

2
y2j−1

これを解いて y2j−1 =

(
1

2

)j−1

(j = 1)

このとき，2j回目の試行の後に石が点 1にある確率は y2j−1×
1

2
=

(
1

2

)j

以上の結果から

(i) n = 2j − 1のとき，求める確率は
(
3

4

)j−1

−
(
1

2

)j−1

(ii) n = 2jのとき，求める確率は
(
3

4

)j−1

−
(
1

2

)j

(i)，(ii)から nが奇数のとき
(
3

4

)n−1
2

−
(
1

2

)n−1
2

nが偶数のとき
(
3

4

)n−2
2

−
(
1

2

)n
2

�
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5.16 2016年 (150分)

出題分野 1 2 3 4

1 曲線 y = x2上に 2点A(−2, 4)，B(b, b2)をとる．ただし b > −2とする．この
とき，次の条件を満たす bの範囲を求めよ．

条件： y = x2上の点 T(t, t2) (−2 < t < b)で，∠ATBが直角になるものが
存在する．

2 2つの円C : (x− 1)2 + y2 = 1とD : (x+ 2)2 + y2 = 72を考える．また原点を
O(0, 0)とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 円 C 上に，y座標が正であるような点 Pをとり，x軸の正の部分と線分
OPのなす角を θとする．このとき，点Pの座標と線分OPの長さを θを
用いて表せ．

(2) (1)でとった点Pを固定したまま，点Qが円D上を動くとき，4OPQの
面積が最大となるときのQの座標を θを用いて表せ．

(3) 点 Pが円 C上を動き，点Qが円D上を動くとき，4OPQの面積の最大
値を求めよ．ただし (2)，(3)においては，3点O，P，Qが同一直線上に
あるときは，4OPQの面積は 0であるとする．

3 玉が 2個ずつ入った 2つの袋A，Bがあるとき，袋Bから玉を 1個取り出して
袋Aに入れ，次に袋Aから玉を 1個取り出して袋Bに入れる，という操作を 1

回の操作と数えることにする．Aに赤玉が 2個，Bに白玉が 2個入った状態か
ら始め，この操作を n回繰り返した後に袋Bに入っている赤玉の個数が k個で
ある確率を Pn(k) (n = 1, 2, 3, · · · )とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) k = 0, 1, 2に対する P1(k)を求めよ．

(2) k = 0, 1, 2に対する Pn(k)を求めよ．
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4 次の問に答えよ．ただし 2次方程式の重解は 2つと数える．

(1) 次の条件 (∗)を満たす整数 a，b，c，d，e，f の組をすべて求めよ．

(∗)


2次方程式 x2 + ax+ b = 0の 2つの解が c, dである．
2次方程式 x2 + cx+ d = 0の 2つの解が e, f である．
2次方程式 x2 + ex+ f = 0の 2つの解が a, bである．

(2) 2つの数列 {an}，{bn}は，次の条件 (∗∗)を満たすとする．

(∗∗) すべての正の整数 nについて，an，bnは整数であり，2次方程式

x2 + anx+ bn = 0

の 2つの解が an+1，bn+1である．

このとき

(i) 正の整数mで，|bm| = |bm+1| = |bm+2| = · · · となるものが存在する
ことを示せ．

(ii) 条件 (∗∗)を満たす数列 {an}，{bn}の組をすべて求めよ．
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解答例

1 直線ATの傾きは
t2 − 4

t+ 2
= t− 2, 直線BTの傾きは

t2 − b2

t− b
= t+ b

∠ATBが直角であるから

(t− 2)(t+ b) = −1 整理すると t2 + (b− 2)t− 2b+ 1 = 0 · · · (∗)

方程式 (∗)が，−2 < t < bに解をもつ条件を求めればよい．ここで

f(t) = t2 + (b− 2)t− 2b+ 1 =

(
t+

b− 2

2

)2

− b2 + 4b

4
(−2 5 t 5 b)

の最大値をM，最小値をmとすると

M =

{
f(−2) (−2 < b < 2)

f(b) (2 5 b)
, m =


f(b) (−2 < b < 2

3
)

f
(
2−b
2

)
(2
3
5 b 5 6)

f(−2) (6 < b)

f(−2) = −4b+ 9, f(b) = 2b2 − 4b+ 1, f

(
2− b
2

)
= −b

2 + 4b

4

方程式 (∗)が−2 < t < bに解をもつことから

(i) −2 < b <
2

3
のとき

{
−4b+ 9 > 0

2b2 − 4b+ 1 < 0
ゆえに

2−
√
2

2
< b <

2

3

(ii)
2

3
5 b < 2のとき

 −4b+ 9 > 0

−b
2 + 4b

4
5 0

ゆえに
2

3
5 b < 2

(iii) 2 5 b 5 6のとき

 2b2 − 4b+ 1 > 0

−b
2 + 4b

4
5 0

ゆえに 2 5 b 5 6

(iv) 6 < bのとき

{
2b2 − 4b+ 1 > 0

−4b+ 9 < 0
ゆえに 6 < b

(i)～(iv)より b >
2 −

√
2

2
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別解 1 直線ATの傾きは
t2 − 4

t+ 2
= t− 2, 直線BTの傾きは

t2 − b2

t− b
= t+ b

∠ATBが直角であるから

(t− 2)(t+ b) = −1 整理すると t2 + (b− 2)t− 2b+ 1 = 0 · · · (∗)

方程式 (∗)は，実数解をもつから

(b− 2)2 − 4·1(−2b+ 1) = 0 ゆえに b(b+ 4) = 0

b > −2に注意すると，b = 0の範囲について調べればよい．

(∗)を変形すると 2(b− 2)t+ 1 = −(t+ 2)(t− b)

直線 l : y = 2(b− 2)t+ 1と放物線C : y = −(t+ 2)(t− b)が−2 < t < bで共有
点をもつ bの値の範囲を求めればよい．

O

y

t O

y

t
b b

−2−2

1 1
2b

2b

1
2
5 bのとき0 5 b < 1

2
のとき

C C

ll

α

(i) 0 5 b <
1

2
のとき，(∗)を解いて t =

2− b±
√
b2 + 4b

2

α =
2− b−

√
b2 + 4b

2
とおく．lの傾きは負であるから，0 < α < bより

2− b−
√
b2 + 4b

2
< b ゆえに

√
b2 + 4b > 2− 3b

2− 3b > 0であるから，両辺を平方して整理すると 2b2 − 4b+ 1 < 0

0 5 b <
1

2
に注意して，これを解くと

2−
√
2

2
< b <

1

2

(ii)
1

2
5 bのとき，Cおよび lが y軸とそれぞれ 2b，1で交わるので，このと

き，Cと lは常に−2 < t < bに共有点をもつ．

(i)，(ii)より b =
2 −

√
2

2
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別解 2 直線ATの傾きは
t2 − 4

t+ 2
= t− 2, 直線BTの傾きは

t2 − b2

t− b
= t+ b

∠ATBが直角であるから

(t− 2)(t+ b) = −1 ゆえに b = −t− 1

t− 2
· · · (∗)

−2 < t < bより t < −t− 1

t− 2
ゆえに

2t2 − 4t+ 1

t− 2
< 0

tの範囲に注意して −2 < t <
2−
√
2

2
,
2 +
√
2

2
< t < 2 · · · (∗∗)

f(t) = −t− 1

t− 2
とおくと

f ′(t) = −1 + 1

(t− 2)2
= −(t− 1)(t− 3)

(t− 2)2

f(t)は−2 < t <
2−
√
2

2
で単調減少，

2 +
√
2

2
< t < 2で単調増加．

f

(
2−
√
2

2

)
=

2−
√
2

2
, f

(
2 +
√
2

2

)
=

2 +
√
2

2
, lim

t→2−0
f(t) =∞

したがって，(∗∗)において，(∗)を満たす bの値の範囲は b >
2 −

√
2

2
�
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2 (1) OP = 2 cos θ．P(x, y)とすると

x = OPcos θ = 2 cos θ· cos θ = 2 cos2 θ

y = OP sin θ = 2 cos θ· sin θ = 2 sin θ cos θ

よって P(2 cos2 θ, 2 sin θ cos θ)

　

O

y

x

P

θ 2θ
21

別解
−→
OP = (1, 0) + (cos 2θ, sin 2θ) = (1 + cos 2θ, sin 2θ)

(2) 右の図から

−→
OQ = (−2, 0) + 7

(
cos
(π
2
+ θ
)
, sin

(π
2
+ θ
))

= (−2, 0) + 7(− sin θ, cos θ)

= (−2− 7 sin θ, 7 cos θ)

よって Q(−2 − 7 sin θ, 7 cos θ)

　

O

y

x

P

Q

2−2
θ

H

D

C

(3) Qから直線OPに垂線QHを引くと QH = 7 + 2 sin θ

4OPQの面積を f(θ)とすると

f(θ) =
1

2
OP·QH =

1

2
·2 cos θ(7 + 2 sin θ)

= cos θ(7 + 2 sin θ) = 7 cos θ + sin 2θ,

f ′(θ) = −7 sin θ + 2 cos 2θ = −7 sin θ + 2(1− 2 sin2 θ)

= −(4 sin2 θ + 7 sin θ − 2) = −(sin θ + 2)(4 sin θ − 1)

sinα =
1

4

(
0 < α <

π

2

)
とおくと，cosα =

√
15

4

θ 0 · · · α · · · π
2

f ′(θ) + 0 −
f(θ) ↗ 極大 ↘

よって，求める最大値は

f(α) = cosα(7 + 2 sinα) =

√
15

4

(
7 + 2× 1

4

)
=

15
√
15

8

�
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3 (1) 定められた操作により，次の確率漸化式 (∗)を得る．

(∗)


Pn+1(0) =

1

3
Pn(0) +

1

6
Pn(1) · · · 1©

Pn+1(1) =
2

3
Pn(0) +

2

3
Pn(1) +

2

3
Pn(2) · · · 2©

Pn+1(2) =
1

6
Pn(1) +

1

3
Pn(2) · · · 3©

白白

白赤

白赤

赤赤

白白

白赤

白赤

赤赤

白白赤

白赤赤

白白赤

赤赤白白白

白赤

赤赤

白

赤

白

赤

白

赤

白

赤

白

赤

白

赤

A BB

Pn(0)

Pn(1)

Pn(2)

Pn(0)× 1
3

Pn(0)× 2
3

Pn(1)× 1
2
× 2

3

Pn(1)× 1
2
× 1

3

Pn(1)× 1
2
× 1

3

Pn(1)× 1
2
× 2

3

Pn(2)× 2
3

Pn(2)× 1
3

Pn+1(0)

Pn+1(1)

Pn+1(2)

P0(0) = 1，P0(1) = 0，P0(2) = 0として，(∗)に n = 0を代入すると

P1(0) =
1

3
, P1(1) =

2

3
, P1(2) = 0

(2) 1©， 3©より Pn+1(0) + Pn+1(2) =
1

3
{Pn(0) + Pn(1) + Pn(2)}

Pn+1(0)− Pn+1(2) =
1

3
{Pn(0)− Pn(2)}

したがって Pn(0) + Pn(2) =
1

3
(n = 1)

Pn(0)− Pn(2) =

(
1

3

)n

(n = 1)

上の 2式から Pn(0) =
1

2

{
1

3
+

(
1

3

)n}
, Pn(2) =

1

2

{
1

3
−
(
1

3

)n}
2©より Pn+1(1) =

2

3
{Pn(0) + Pn(1) + Pn(2)} よって Pn(1) =

2

3

補足 Pn+1(0), Pn+1(1), Pn+1(2)が Pn(0), Pn(1), Pn(2)によって定まる確率過
程 (1つ前の時点だけで決定する) をマルコフ連鎖 (Markov chain)という．

�
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4 (1) 条件 (∗)に解と係数の関係を適用すると

(A)


c+ d = −a
e+ f = −c
a+ b = −e

(B)


cd = b

ef = d

ab = f

(B)の 3式の辺々を掛けると

cd·ef ·ab = b·d·f ゆえに bdf(ace− 1) = 0

i) b = 0のとき (B)の第 3式から f = 0 第 2式から d = 0

このとき (A)は

(A)


c = −a
e = −c
a = −e

これを解いて a = c = e = 0

a = b = c = d = e = f = 0は (B)を満たす．

ii) d = 0または f = 0のとき (i)と同様にして

a = b = c = d = e = f = 0

iii) a = c = e = 1のとき，(A)，(B)は

(A)


1 + d = −1
1 + f = −1
1 + b = −1

(B)


d = b

f = d

b = f

上の (A)を解いて b = d = f = −2 これは (B)を満たす．

iv) (a, c, e) = (1,−1,−1)のとき，(A)，(B)は

(A)


−1 + d = −1
−1 + f = 1

1 + b = 1

(B)


−d = b

−f = d

b = f

上の (A)を解いて b = d = 0, f = 2 これは (B)を満たさない．

v) (a, c, e) = (−1, 1,−1), (−1,−1, 1)のとき，(iv)と同様に (A)から
得られる b，d，f は (B)を満たさない．

i)～v)から (a, b, c, d, e, f) = (0, 0, 0, 0, 0, 0),

(1,−2, 1,−2, 1,−2)
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(2) (i) 2次方程式 x2+ anx+ bn = 0の 2つの解が an+1，bn+1であるから，解
と係数の関係により，次の漸化式が成立する．

1©

{
an+1 + bn+1 = −an
an+1bn+1 = bn

(a) ak = 0となる自然数 kが存在するとき

(C)


ak+1 + bk+1 = −ak = 0

ak+2 + bk+2 = −ak+1

ak+2bk+2 = bk+1

(C)から ak+1，bk+1を消去すると (ak+2 − 1)(bk+2 − 1) = 1

これを解いて (ak+2, bk+2) = (0, 0), (2, 2)

2次方程式 x2 + ak+2x+ bk+2 = 0は実数解をもつから

ak+2
2 − 4bk+2 = 0

上式を満たすのは (ak+2, bk+2) = (0, 0)

これを (C)の第 2式，第 3式に代入すると ak+1 = bk+1 = 0

さらに，ak+1bk+1 = bkより bk = 0

ak = bk = 0のとき，ak+1 = bk+1 = 0であるから

an = bn = 0 (n = k)

また，漸化式 1©から，ak = bk = 0のとき

an = bn = 0 (1 5 n 5 k)

したがって，すべての自然数 nについて an = bn = 0

よって |b1| = |b2| = |b3| = · · · = 0

(b) すべての自然数について，an 6= 0のとき，漸化式により

|an+1bn+1| = |bn| ゆえに |bn+1| 5 |bn|

数列 {|bn|}は正の整数からなる下に有界な単調減少列であるから，

|bm| = |bm+1| = |bm+2| = · · ·

となる正の整数mが存在する．

(a)，(b)より，題意は示された．
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(ii) (i)の結果から

|bm| = |bm+1| = |bm+2| = · · · = N

とおく (N は正の整数)．

(a) N = 0のとき
bm = bm+1 = bm+2 = · · · = 0

漸化式 1©の第 2式より，bn+1 = 0のとき bn = 0である．bm = 0

であるから
bn = 0 (1 5 n < m)

したがって，すべての自然数 nについて bn = 0

bn+1 = 0を漸化式 1©の第 1式に代入すると an+1 = −an
数列 {an}は公比−1の等比数列であるから，初項を aとすると

an = a(−1)n−1

(b) N = 1のとき

|bn| = N (n = m)であるから，|an+1||bn+1| = |bn|より

|an+1|N = N すなわち |an+1| = 1

2次方程式 x2 + an+1x+ bn+1 = 0は実数解をもつから

an+1
2 − 4bn+1 = 1− 4bn+1 = 0 ゆえに bn+1 5

1

4

|bn| = N = 1 (n = m)であるから bn = −N (n = m)

an+1bn+1 = bnにより

an+1(−N) = −N ゆえに an+1 = 1 (n = m)

an+2 + bn+2 = −an+1により

1 + bn+2 = −1 ゆえに bn+2 = −2

したがって an = 1, bn = −2 (n = m+ 2)

am+2 = 1，bm+2 = −2であるから，漸化式 1©より

an = 1, bn = −2 (n 5 m+ 2)

よって，すべての自然数 nについて an = 1, bn = −2
(a)，(b)より (an, bn) = (a(−1)n−1, 0), (1,−2) (aは整数) �
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5.17 2017年 (150分)

出題分野 1 2 3 4

1 不等式 0 < a < 1を満たす定数 aに対して，曲線C : y = a− 1− log x (x > 0)

を考える．sを正の実数とし，曲線C上の点 P(s, a− 1− log s)における接線
が x軸，y軸と交わる点をそれぞれ (u(s), 0)，(0, v(s))とする．このとき，次
の問に答えよ．必要があれば， lim

x→+0
x log x = 0を証明なしで使ってよい．

(1) 関数 u(s)，v(s)を sの式で表せ．

(2) 関数 t = u(s)，t = v(s)の 2つのグラフを，増減・凹凸および交点の座標
に注意して，同じ st平面上に図示せよ．

(3) 関数 t = u(s)，t = v(s)の 2つのグラフで囲まれた図形を t軸のまわりに
1回転させてできる立体の体積を求めよ．

2 下図のような立方体を考える．この立方体の 8つの頂点の上を点Pが次の規則
で移動する．時刻 0では点 Pは頂点Aにいる．時刻が 1増えるごとに点 Pは，
今いる頂点と辺で結ばれている頂点に等確率で移動する．例えば時刻 nで点P

が頂点Hにいるとすると，時刻n+1では，それぞれ
1

3
の確率で頂点D，E，G

のいずれかにいる．自然数 n = 1に対して，(i)点 Pが時刻 nまでの間一度も
頂点Aに戻らず，かつ時刻 nで頂点B，D，Eのいずれかにいる確率を pn，(ii)

点Pが時刻 nまでの間一度も頂点Aに戻らず，かつ時刻 nで頂点C，F，Hの
いずれかにいる確率を qn，(iii)点 Pが時刻 nまでの間一度も頂点Aに戻らず，
かつ時刻 nで頂点Gにいる確率を rn，とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) p2，q2，r2と p3，q3，r3を求めよ．

(2) n = 2のとき，pn，qn，rnを求めよ．

(3) 自然数m = 1に対して，点Pが時刻 2mで頂点Aに初めて戻る確率 smを
求めよ．

(4) 自然数m = 2に対して，点Pが時刻 2mで頂点Aに戻るのがちょうど 2回
目となる確率を tmとする．このとき，tm < smとなるmをすべて求めよ．

A

E

D

B

C

GH

F
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3 xyz空間の 2点A(0, 0, 2)，P(a, b, 0)を通る直線を lとする．また，点 (2, 0, 0)

を中心とし，半径が
√
2である球面を Sで表し，Sのうち z座標が z > 0を満

たす部分を T とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) l上に点Qがある．実数 tを
−→
AQ = t

−→
APで定めるとき，点Qの座標を a，

b，tを使って表せ．

(2) lがSと相異なる 2点で交わるような実数 a，bに関する条件を求め，ab平
面上に図示せよ．

(3) lがT と相異なる 2点で交わるような実数 a，bに関する条件を求め，ab平
面上に図示せよ．

4 nを自然数とする．0でない複素数からなる集合M が次の条件 (I)，(II)，(III)

を満たしている．

(I) 集合M は n個の要素からなる．

(II) 集合M の要素 zに対して，
1

z
と−zはともに集合M の要素である．

(III) 集合M の要素 z，wに対して，その積 zwは集合M の要素である．ただ
し，z = wの場合も含める．

このとき，次の問に答えよ．

(1) 1および−1は集合M の要素であることを示せ．

(2) nは偶数であることを示せ．

(3) n = 4のとき，集合M は一通りに定まることを示し，その要素をすべて
求めよ．

(4) n = 6のとき，集合M は一通りに定まることを示し，その要素をすべて
求めよ．
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解答例

1 (1) y = a− 1− log xを微分すると y′ = −1

x

C上の点 P(s, a− 1− log s)における接線の方程式は

y − (a− 1− log s) = −1

s
(x− s) すなわち y = −x

s
+ a− log s

y = 0を代入すると x = s(a− log s) ゆえに u(s) = s(a − log s)

x = 0を代入すると y = a− log s ゆえに v(s) = a − log s

(2) u(s) = s(a− log s)より u′(s) = a− 1− log s，u′′(s) = −1

s

s (0) · · · ea−1 · · ·
u′(s) + 0 −
u′′(s) − − −

極大
u(s) ea−1

lim
s→+0

u(s) = lim
s→+0

(sa− s log s) = 0， lim
s→∞

u(s) = lim
s→∞

s(a− log s) = −∞

v(s) = a− log sより v′(s) = −1

s
, v′′(s) =

1

s2
> 0

したがって，v(s)は下に凸で単調減少．

t = u(s)，t = v(s)から tを消去すると

s(a− log s) = a− log s

ゆえに (s− 1)(a− log s) = 0

これを解いて s = 1, ea

2曲線 t = u(s)，t = v(s)の交点の座標は

(1, a), (ea, 0)

　

O

t

s1ea−1 ea

a

t = v(s)

t = u(s)

ea−1

0 < a < 1より，t = u(s)，t = v(s)のグラフは，右の図のようになる．
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(3) 求める立体の体積を V とすると，(2)のグラフから

V

2π
=

∫ ea

1

s{u(s)− v(s)} ds =
∫ ea

1

s(s− 1)(a− log s) ds

=

∫ ea

1

(
s3

3
− s2

s

)′

(a− log s) ds

=

[(
s3

3
− s2

2

)
(a− log s)

]ea
1

−
∫ ea

1

(
s3

3
− s2

2

)(
−1

s

)
ds

=
a

6
+

[
s3

9
− s2

4

]ea
1

=
1

9
e3a − 1

4
e2a +

5

36
+
a

6

よって V =
π

18
(4e3a − 9e2a + 6a + 5)

バウムクーヘン型求積法� �
a 5 x 5 bの範囲で f(x) = 0のとき，y = f(x)のグラフと x軸および 2直
線 x = a，x = bで囲まれた部分を y軸のまわりに 1回転してできる立体の
体積 V は

V = 2π

∫ b

a

xf(x) dx

� �
補足 まず，0 < x 5 1のとき，− 2√

x
< log x を示す．

g(x) = log x+
2√
x
(0 < x 5 1)とおくと

0 < x < 1 のとき g′(x) =
1

x
− 1

x
√
x
=

√
x− 1

x
√
x

< 0

g(x)は単調減少で，g(1) = 2であるから

g(x) > 0 ゆえに log x+
2√
x
> 0

すなわち 0 < x < 1 のとき − 2√
x
< log x < 0

したがって 0 < x < 1のとき −2
√
x < x log x < 0

lim
x→+0

(−2
√
x ) = 0であるから，はさみうちの原理により lim

x→+0
x log x = 0

�
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2 (1) 与えられた規則により，次の確率漸化式が成立する．

p1 = 1, q1 = 0, r1 = 0

(∗)


pn+1 =

2

3
qn

qn+1 =
2

3
pn + rn

rn+1 =
1

3
qn

(n = 1, 2, 3, · · · )

(∗)に n = 1を代入すると

p2 =
2

3
q1 = 0, q2 =

2

3
p1 + r1 =

2

3
, r2 =

1

3
q1 = 0

(∗)に n = 2を代入すると，上の結果により

p3 =
2

3
q2 =

4

9
, q3 =

2

3
p2 + r2 = 0, r3 =

1

3
q2 =

2

9

(2) (∗)の第 2式から qn+2 =
2

3
pn+1 + rn+1

これに (∗)の第 1式，第 3式を代入すると

qn+2 =
2

3
·2
3
qn +

1

3
qn すなわち qn+2 =

7

9
qn

(i) nが奇数のとき (n = 1) qn = q1

(
7

9

)n−1
2

= 0

pn+1 =
2

3
qn = 0, rn+1 =

1

3
qn = 0

(ii) nが偶数のとき (n = 2) qn = q2

(
7

9

)n−2
2

=
2

3

(
7

9

)n−2
2

pn+1 =
2

3
qn =

2

3
·2
3

(
7

9

)n−2
2

=
4

9

(
7

9

)n−2
2

rn+1 =
1

3
qn =

1

3
·2
3

(
7

9

)n−2
2

=
2

9

(
7

9

)n−2
2

(i)，(ii)の結果から

nが偶数のとき pn = 0, qn =
2

3

(
7

9

)n−2
2

, rn = 0

nが奇数のとき pn =
4

9

(
7

9

)n−3
2

, qn = 0, rn =
2

9

(
7

9

)n−3
2

(n 6= 1)
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(3) sm =
1

3
p2m−1であるから

s1 =
1

3
p1 =

1

3
,

sm =
1

3
p2m−1 =

1

3
·4
9

(
7

9

) (2m−1)−3
2

=
4

27

(
7

9

)m−2

(m = 2)

(4) 点 Pが時刻 2k (1 5 k 5 m− 1)および 2mのときに限り点Aに戻る確率

であるから，a =
4

27
，b =

7

9
とおくと，sm = abm−2より

tm =
m−1∑
k=1

sksm−k = 2s1sm−1 +
m−2∑
k=2

sksm−k

= 2·1
3
·abm−3 +

m−2∑
k=2

abk−2abm−k−2

=
2

3
abm−3 +

m−2∑
k=2

a2bm−4 =
2

3
abm−3 + (m− 3)a2bm−4

tm < smより
2

3
abm−3 + (m− 3)a2bm−4 < abm−2

2

3
+ (m− 3)

a

b
< b ゆえに

2

3
+

4

21
(m− 3) <

7

9

整理すると m < 3 +
7

12
条件m = 2に注意して m = 2, 3 �

3 (1)
−→
OQ =

−→
OA+ t

−→
AP = (0, 0, 2) + t(a, b, − 2) = (at, bt, 2− 2t)

よって Q(at, bt, 2 − 2t)

(2) Sの方程式は (x− 2)2 + y2 + z2 = 2

Qが S上にあるとき (at− 2)2 + (bt)2 + (2− 2t)2 = 2

(a2 + b2 + 4)t2 − 2(2a+ 4)t+ 6 = 0

この tに関する 2次方程式が異なる 2つの実
数解をもつので，係数について

(2a+ 4)2 − 6(a2 + b2 + 4) > 0

a2 − 8a+ 3b2 + 4 < 0

(a− 4)2 + 3b2 < 12

よって
(a − 4)2

12
+

b2

4
< 1

　

O

b

a4

2

4 + 2
√
34− 2

√
3

不等式の表す領域は，右の楕円の内部で境界線を含まない．
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別解 Sの中心をB(2, 0, 0)とおくと

AB = 2
√
2

Sの半径は
√
2であるから，lと S が接

するとき，直線ABと lのなす角は 30◦．
lと S が異なる 2点で交わるとき，lと
ABのなす角を θとすると

| cos θ| =
√
3

2
· · · (∗)

　 z

y

x

O

A

Pa

b

2

B
2
S

l

A

30◦
√
2

B
2
√
2

S

A B

S

l

θ

P

−→
AB = (2, 0,−2)と

−→
AP = (a, b, − 2)のなす角が θ であるから

cos θ =

−→
AB·
−→
AP

|
−→
AB||
−→
AP|

=
2a+ 4

2
√
2
√
a2 + b2 + 4

=
a+ 2√

2
√
a2 + b2 + 4

(∗)より |a+ 2|√
2
√
a2 + b2 + 4

=
√
3

2
ゆえに

√
3
√
a2 + b2 + 4 =

√
2|a+2|

この両辺を平方して整理すると

a2 − 8a+ 3b2 + 4 < 0 すなわち
(a− 4)2

12
+
b2

4
< 1

補足 Aを頂点，軸 (中心軸)をABとし，母線と軸のなす角が 30◦である円錐面
の内部をR(x, y, z)とすると

−→
AB·
−→
AR

|
−→
AB||
−→
AR|

> cos 30◦ ゆえに
2x− 2(z − 2)

2
√
2
√
x2 + y2 + (z − 2)2

>

√
3

2

平方して整理すると x2 + 3y2 + z2 + 4zx− 8x− 4z + 4 < 0

上式が円錐面の内部を表す領域である．

とくに，平面 z = 0上における領域が x2 + 3y2 − 8x+ 4 < 0
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(3) Qの z座標が正であるとき 2− 2t > 0 すなわち t < 1

2次方程式 (a2 + b2 + 4)t2 − 2(2a+ 4)t+ 6 = 0の 2つの解を α，βとする
と，解と係数の関係により

α + β =
2(2a+ 4)

a2 + b2 + 4
, αβ =

6

a2 + b2 + 4

α < 1，β < 1であるから，α− 1 < 0，β − 1 < 0より

(α− 1) + (β − 1) < 0, (α− 1)(β − 1) > 0

したがって α+ β − 2 < 0，αβ − (α + β) + 1 > 0

2(2a+ 4)

a2 + b2 + 4
− 2 < 0,

6

a2 + b2 + 4
− 2(2a+ 4)

a2 + b2 + 4
+ 1 > 0

すなわち (a− 1)2 + b2 > 1，(a− 2)2 + b2 > 2

これと，(1)の結果により
(a − 4)2

12
+

b2

4
< 1

(a − 1)2 + b2 > 1

(a − 2)2 + b2 > 2

不等式の表す領域は，右の図斜線部分で境界
線を含まない．

　

O

b

a4

2

4 + 2
√
3

21

1

−1

2 +
√
2
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別解 l と T が相異なる 2点で交わるとき，xy 平面上の点 P(a, b, 0)は楕円
x2 + 3y2 − 8x + 4 = 0 · · · 1©の内部で，円 (x − 2)2 + y2 = 2 · · · 2©の外部
にあるから

a2 + 3b2 − 8a+ 4 < 0, (a− 2)2 + b2 > 2

1©， 2©から yを消去すると

x2 + 3{2− (x− 2)2} − 8x+ 4 = 0 ゆえに (x− 1)2 = 0

x = 1のとき y = ±1

1©， 2©は，点 (1,±1, 0)で接する．

ゆえに，点Pの x座標について a > 1

よって


a > 1

(a − 4)2 + 3b2 < 12

(a − 2)2 + b2 > 2

　

O

b

a4

2

4 + 2
√
3

21

1

−1

2 +
√
2

不等式の表す領域は，右の図斜線部分で境界線を含まない．

注意 楕円x2+3y2−8x+4 = 0の長軸上の頂点をC，Dとすると，∠OAC = 15◦，
∠OAD = 75◦であるから

OC = OAtan 15◦ = 2(2−
√
3)

OD = OAtan 75◦ = 2(2 +
√
3)

O

z

x

A2

B
2

30◦

C
DE

x軸上の 2点C，Eの x座標は，それぞれ 4− 2
√
3，2−

√
2であり，直線

ACと直線AEの間を lが通過するとき (不適)，第 2式，第 3式を満たす
ので，a > 1が必要となる． �
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4 (1) z ∈M のとき，1

z
∈M であるから，この積は z·1

z
= 1 ∈M

さらに，1 ∈M に対して −1 ∈M
(2) M = {z1, z2, · · · , zn}とすると M = {−z1,−z2, · · · ,−zn}
それぞれの要素の積は

z1z2 · · · zn = (−1)nz1z2 · · · zn

zk 6= 0 (k = 1, 2, · · · , n)であるから (−1)n = 1 よって nは偶数

(3) (1)の結果から，1 ∈M，−1 ∈M

z 6= ±1について z ∈M とすると，1

z
∈M，−z ∈M

1

z
∈M に対して −1

z
∈M

したがって M =

{
1,−1, z,−z, 1

z
,−1

z

}
z 6= 0,±1であるから，z 6= −z，z 6= 1

z
に注意すると

n = 4のとき z = −1

z
, −z = 1

z
これを解いて z = ±i よって M = {1,−1, i,−i}

(4) (3)と同様に，M =

{
1,−1, z,−z, 1

z
,−1

z

}
· · · (∗) とおくと

これらの要素に zを掛けて {z,−z, z2,−z2, 1,−1}

(i) z2 =
1

z

(
−z2 = −1

z

)
のとき

z3 = 1 ゆえに (z − 1)(z2 + z + 1) = 0

z 6= 1であるから z =
−1±

√
3i

2

(∗)より M =

{
1,−1, −1 +

√
3i

2
,
−1−

√
3i

2
,
1−
√
3i

2
,
1 +
√
3i

2

}
(ii) z2 = −1

z

(
−z2 = 1

z

)
のとき

z3 = −1 ゆえに (z + 1)(z2 − z + 1) = 0

z 6= −1であるから z =
1±
√
3i

2

(∗)より M =

{
1,−1, 1 +

√
3i

2
,
1−
√
3i

2
,
−1−

√
3i

2
,
−1 +

√
3i

2

}
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(i)，(ii)より

M =

{
1,−1,

1 +
√
3i

2
,
1 −

√
3i

2
,
−1 +

√
3i

2
,
−1 −

√
3i

2

}

解説 M = {z1, z2, · · · , zn}，w ∈M とすると M = {wz1, wz2, · · · , wzn}
それぞれの要素の積は

z1z2 · · · zn = wnz1z2 · · · zn

zk 6= 0 (k = 1, 2, · · · , n)であるから wn = 1

M のそれぞれの要素は異なるから，zk ∈M を次のようにとればよい．

zk = cos
2k

n
π + i sin

2k

n
π (k = 1, 2, · · · , n)

これに n = 4, 6をそれぞれ代入すると，(3)，(4)の結果を得る． �
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5.18 2018年 (150分)

出題分野 1 2 3 4

1 自然数 nに対し，定積分 In =

∫ 1

0

xn

x2 + 1
dx を考える．このとき，次の問に答

えよ．

(1) In + In+2 =
1

n+ 1
を示せ．

(2) 0 5 In+1 5 In 5 1

n+ 1
を示せ．

(3) lim
n→∞

nInを求めよ．

(4) Sn =
n∑

k=1

(−1)k−1

2k
とする．このとき (1)，(2)を用いて lim

n→∞
Snを求めよ．

2 aを 1より大きい実数とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 関数 y = axと y = loga xのグラフの共有点は，存在すれば直線 y = x上
にあることを示せ．

(2) 関数 y = axと y = loga xのグラフの共有点は 2個以下であることを示せ．

(3) 関数 y = axと y = loga xのグラフの共有点は 1個であるとする．このと
きの共有点の座標と aの値を求めよ．

3 pを素数，a，bを整数とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) (a+ b)p − ap − bpは pで割り切れることを示せ．

(2) (a+ 2)p − apは偶数であることを示せ．

(3) (a+ 2)p − apを 2pで割ったときの余りを求めよ．
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4 図 1のように 2つの正方形ABCDとCDEFを並べた図形を考える．2点P，Q

が 6個の頂点A，B，C，D，E，Fを以下の規則 (a)，(b)に従って移動する．

(a) 時刻 0では図 2のように点 Pは頂点Aに，点Qは頂点Cにいる．

(b) 点P，Qは時刻が 1増えるごとに独立に，今いる頂点と辺で結ばれている
頂点に等確率で移動する．

時刻 nまで 2点 P，Qが同時に同じ頂点にいることが一度もない確率を pnと
表す．また時刻 nまで 2点 P，Qが同時に同じに頂点にいることが一度もな
く，かつ時刻 n に 2点 P，Qがともに同じ正方形上にいる確率を an と表し，
bn = pn − anと定める．このとき，次の問に答えよ．

(1) 時刻 1での点 P，Qの可能な配置を，図 2にならってすべて図示せよ．

(2) a1, b1, a2, b2を求めよ．

(3) an+1，bn+1を an，bnで表せ．

(4) pn 5
(
3

4

)n

を示せ．

A

B C

D E

F

P

Q

図 1 図 2



392 第 5章 名古屋大学

解答例

1 (1) In =

∫ 1

0

xn

x2 + 1
dx より

In + In+2 =

∫ 1

0

xn

x2 + 1
dx+

∫ 1

0

xn+2

x2 + 1
dx

=

∫ 1

0

xn dx =

[
xn+1

n+ 1

]1
0

=
1

n+ 1

(2) 0 5 x 5 1において，0 5 xn+1

x2 + 1
5 xn

x2 + 1
5 xn より

0 5
∫ 1

0

xn+1

x2 + 1
dx 5

∫ 1

0

xn

x2 + 1
dx 5

∫ 1

0

xn dx

よって 0 5 In+1 5 In 5 1

n+ 1

(3) In+2 5 Inであるから，(1)の結果から 2In+2 5 In + In+2 5 2In

2In+2 5
1

n+ 1
5 2In ゆえに

n

2(n+ 1)
5 nIn 5 n

2(n− 1)

lim
n→∞

n

2(n+ 1)
= lim

n→∞

n

2(n− 1)
=

1

2
であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

nIn =
1

2

(4) (1)の結果から，自然数 kに対して，I2k−1 + I2k+1 =
1

2k
であるから

(−1)k−1I2k−1 − (−1)kI2k+1 =
(−1)k−1

2k

ゆえに Sn =
n∑

k=1

(−1)k−1

2k
=

n∑
k=1

{(−1)k−1I2k−1−(−1)kI2k+1} = I1−I2n−1

(2)の結果より， lim
n→∞

I2n−1 = 0であるから

lim
n→∞

Sn = I1 =

∫ 1

0

x

x2 + 1
dx =

[
1

2
log(x2 + 1)

]1
0

=
1

2
log 2

�
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2 (1) 関数 y = axと y = loga xのグラフの共有点を (p, q)とすると{
q = ap

q = loga p
ゆえに

{
q = ap

p = aq

上の第 2式から q − p = ap − aq = aq(ap−q − 1) · · · (∗)

p− q > 0と仮定すると，a > 1より ap−q − 1 > 0であるから，

(∗)より，q − p > 0となり，矛盾．

また，p− q < 0と仮定すると，a > 1より ap−q − 1 < 0であるから，

(∗)より，q − p < 0となり，矛盾．

したがって，p− q = 0．よって，共有点は直線 y = x上にある．

(2) y = exとすると y′ = ex

曲線 y = ex上の点 (t, et)における接線の方程式は

y − et = et(x− t) ゆえに y = etx+ (1− t)et

この接線が原点を通るとき

(1− t)et = 0 ゆえに t = 1 接点は (1, e)

したがって，原点を通る直線で曲線 y = exに接する直線は y = ex

曲線 y = exを y軸を元に x軸方向に e倍だけ拡大した曲線 y = e
x
e は，直

線 y = xと点 (e, e)で接する．このことから，曲線 y = axは

• 1 < a < e
1
e のとき，直線 y = xと 2点で交わる．

• a = e
1
e のとき，直線 y = xと点 (e, e)で接する．

• e 1
e < aのとき，直線 y = xと共有点を持たない．

(1)の結論から，2曲線 y = axと y = loga xの共有点は直線 y = x上にあ
るから，この 2曲線の共有点は 2個以下である．

(3) (2)の結果から，共有点は (e, e)，a = e
1
e �
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3 (1) 二項定理により (a+ b)p − ap − bp =
p−1∑
k=1

pCka
p−kbk

1 5 k 5 p− 1のとき pCk =
p!

k!(p− k)!
= p· (p− 1)!

k!(p− k)!

素数 pは 1, 2, · · · , p− 1で割り切れないから，pCkは pで割り切れる．

よって (a+ b)p − ap − bp =
p−1∑
k=1

pCka
p−kbk ≡ 0 (mod p)

(2) (a+ 2)p − ap = 2

p∑
k=1

(a+ 2)p−kak−1 よって (a+ 2)p − ap ≡ 0 (mod 2)

補足 xn − yn = (x− y)
n∑

k=1

xn−kyk−1

(3) (1)の結果に b = 2を代入することにより

(a+ 2)p − ap ≡ 2p (mod p)

(1)の結果に a = b = 1を代入することにより

2p ≡ 2 (mod p)

上の 2式から (a+ 2)p − ap ≡ 2 (mod p)

したがって (a+ 2)p − ap − 2 ≡ 0 (mod p) · · · 1©
(2)の結果から (a+ 2)p − ap − 2 ≡ 0 (mod 2) · · · 2©

(i) p 6= 2のとき， 1©， 2©より

(a+ 2)p − ap − 2 ≡ 0 ゆえに (a+ 2)p − ap ≡ 2 (mod 2p)

(ii) p = 2のとき，2p = 4であるから

(a+ 2)p − ap = (a+ 2)2 − a2 = 4(a+ 1) ≡ 0 (mod 2p)

(i)，(ii)より，求める余りは

p 6= 2のとき 2, p = 2のとき 0

�
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4 (1) 時刻 1で動点 P，Qの可能な配置は，次の 6通り

P,Q P P

Q

Q
P P,Q P

Q Q

(2) (1)の 6通りの配置は同様に確からしい．

a1は時刻 1で動点 P，Qが同じ正方形上の対角にある，すなわち，

(P,Q) = (B,D), (D,B), (D,F)

にある確率であるから a1 =
3

6
=

1

2

b1は時刻 1で動点P，Qが同じ正方形上にない，すなわち，(P,Q) = (B,F)

にある確率であるから b1 =
1

6

動点P，Qが頂点B，D，F上にあるのは偶数時刻で，頂点A，C，E上に
あるのは奇数時刻である．動点P，Qが時刻 nまで同じ頂点にないという
条件を満たしながら時刻 nにおいて，動点P，Qが同じ正方形上の対角に
ある確率 an，動点P，QがAとEまたはBとFにある確率 bnについて次
の確率漸化式が成立する．

an+1 =
1

2
an +

1

2
bn, bn+1 =

1

6
an +

1

4
bn · · · (∗)

したがって a2 =
1

2
a1 +

1

2
b1 =

1

2
·1
2
+

1

2
·1
6
=

1

3

b2 =
1

6
a1 +

1

4
b1 =

1

6
·1
2
+

1

4
·1
6
=

1

8

(3) (∗)より an+1 =
1

2
an +

1

2
bn, bn+1 =

1

6
an +

1

4
bn

(4) a0 = 1，b0 = 0，(∗)より，an = 0, bn = 0であるから

an+1 + bn+1 =
2

3
an +

3

4
bn 5 3

4
(an + bn)

ゆえに p0 = 1，pn+1 5
3

4
pn よって pn 5

(
3

4

)n

p0 =

(
3

4

)n

�
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5.19 2019年 (150分)

出題分野 1 2 3 4

1 正の整数 nに対し

In =

∫ π
3

0

dθ

cosn θ

とする．

(1) I1を求めよ．必要ならば
1

cos θ
=

1

2

(
cos θ

1 + sin θ
+

cos θ

1− sin θ

)
を使ってよい．

(2) n = 3のとき，Inを In−2と nで表せ．

(3) xyz空間において xy平面内の原点を中心とする半径 1の円板をDとする．

Dを底面とし，点 (0, 0, 1)を頂点とする円錐をCとする．Cを平面x =
1

2
で 2つの部分に切断したとき，小さい方を Sとする．z軸に垂直な平面に
よる切り口を考えて Sの体積を求めよ．

2 空間内に∠BAC =
π

2
の直角二等辺三角形ABCと平面 P がある．点Aは P 上

にあり，点 Bと点 Cは P 上にはなく，P に関して同じ側に位置している．点
B，Cから P に下ろした垂線と P との交点をそれぞれB′，C′とする．

(1)
−−→
AB′·
−−→
AC′ +

−−→
B′B·
−−→
C′C = 0を示せ．

(2) ∠B′AC′ >
π

2
を示せ．

(3) P 上の三角形AB′C′の辺の長さは短いものから 4，
√
21，7であった．こ

のとき，辺ABの長さを求めよ．

3 正の整数 nの正の平方根
√
nは整数ではなく，それを 10進数で表すと，小数第

1位は 0であり，第 2位は 0以外の数であるとする．

(1) このような nの中で最小のものを求めよ．

(2) このような nを小さいものから順に並べたときに 10番目にくるものを求
めよ．
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4 正の整数 nに対して 1, 2, · · · , nを一列に並べた順列を考える．そのような順
列は n!個ある．このうち 1つを等確率で選んだものを (a1, a2, · · · , an)とする．
この (a1, a2, · · · , an)に対し，各添字 i = 1, 2, · · · , nについて，aiの値が jであ
るとき，その jを添字にもつ ajの値が kであることを ai = j → aj = kと書く
ことにする．ここで ai = j → aj = k → ak = l→ · · · のようにたどり，それを
続けていく．例えば (a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7) = (2, 5, 6, 1, 4, 3, 7)のとき，

(i) a1 = 2→ a2 = 5→ a5 = 4→ a4 = 1→ a1 = 2

(ii) a3 = 6→ a6 = 3→ a3 = 6

(iii) a7 = 7→ a7 = 7

となり，どの iから始めても列は必ず一巡する．この一巡するそれぞれの列を
サイクル，列に現れる相異なる整数の個数をサイクルの長さと呼ぶ．上の (i)，
(ii)，(iii)は長さがそれぞれ 4，2，1のサイクルになっている．

(1) n = 3とする．選んだ順列が長さ 1のサイクルを含む確率を求めよ．

(2) n = 4とする．長さ 4のサイクルを含む順列をすべて挙げよ．

(3) n以下の正の整数 kに対して

n∑
j=k

1

j
> log(n+ 1)− log k

を示せ．

(4) nを奇数とする．選んだ順列が長さ
n+ 1

2
以上のサイクルを含む確率 pは

p > log 2をみたすことを示せ．
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解答例

1 (1) I1 =

∫ π
3

0

dθ

cos θ
=

1

2

∫ π
3

0

(
cos θ

1 + sin θ
+

cos θ

1− sin θ

)
dθ

=
1

2

[
log

1 + sin θ

1− sin θ

]π
3

0

= log(2 +
√
3)

(2) n = 3のとき

In =

∫ π
3

0

dθ

cosn θ
=

∫ π
3

0

(tan θ)′(cos θ)−n+2 dθ

=

[
tan θ(cos θ)−n+2

]π
3

0

−
∫ π

3

0

tan θ·(−n+ 2)(cos θ)−n+1(− sin θ) dθ

= 2n−2
√
3− (n− 2)

∫ π
3

0

sin θ

cos θ
· sin θ

cosn−1 θ
dθ

= 2n−2
√
3− (n− 2)

∫ π
3

0

1− cos2 θ

cosn θ
dθ = 2n−2

√
3− (n− 2)(In − In−2)

ゆえに (n− 1)In = (n− 2)In−2 + 2n−2
√
3

よって In =
n − 2

n − 1
In−2 +

2n−2
√
3

n − 1

補足 m = 3に対して，Jm =

∫ π
3

0

cosm θ dθとすると

Jm =

∫ π
3

0

(sin θ)′ cosm−1 θ dθ

=

[
sin θ cosm−1 θ

]π
3

0

−
∫ π

3

0

sin θ(m− 1) cosm−2 θ(− sin θ) dθ

=

√
3

2m
− (m− 1)

∫ π
3

0

(cos2 θ − 1) cosm−2 θ dθ =

√
3

2m
− (m− 1)(Jm − Jm−2)

ゆえに mJm = (m− 1)Jm−2 +

√
3

2m
· · · (∗)

(∗)は負の整数mについても成立する．

実際，m = −n+ 2 (n = 3)とすると，J−n = Inに注意して

(−n+2)In−2 = (−n+1)In+2n−2
√
3 よって In =

n− 2

n− 1
In−2+

2n−2
√
3

n− 1



5.19. 2019年 (150分) 399

(3) 円錐 C : x2 + y2 = (z − 1)2 と S の z 軸に
垂直な平面 z = tによる断面は，右の図の

線分 PQおよび

(

PQ で囲まれた斜線部分で，
∠POQ = 2θとすると，OP = 1− tより

(1− t) cos θ = 1

2
ゆえに 1− t = 1

2 cos θ

その面積を S(t)とすると

S(t) =
1

2
(1− t)2(2θ − sin 2θ)

=
1

2

(
1

2 cos θ

)2

(2θ − 2 sin θ cos θ)

=
θ

4 cos2 θ
− sin θ

4 cos θ

　

O

y

x

1−t

1−tθ
1
2

P

Q

0 5 t 5 1

2
，1− t = 1

2 cos θ
より

t 0 −→ 1
2

θ π
3
−→ 0

dt

dθ
= − sin θ

2 cos2 θ

よって，求める体積を V とすると，(1)，(2)の結果に注意して

V =

∫ 1
2

0

S(t) dt =

∫ 0

π
3

(
θ

4 cos2 θ
− sin θ

4 cos θ

)(
− sin θ

2 cos2 θ

)
dθ

=

∫ π
3

0

(
θ sin θ

8 cos4 θ
− sin2 θ

8 cos3 θ

)
dθ

=

∫ π
3

0

{
θ

24

(
1

cos3 θ

)′

− 1

8 cos3 θ
+

1

8 cos θ

}
dθ

=

[
θ

24 cos3 θ

]π
3

0

− 1

24

∫ π
3

0

1

cos3 θ
dθ − 1

8

∫ π
3

0

1

cos3 θ
dθ +

1

8

∫ π
3

0

1

cos θ
dθ

=
π

9
− 1

24
I3 −

1

8
I3 +

1

8
I1 =

π

9
− 1

6
I3 +

1

8
I1

=
π

9
− 1

6

(
1

2
I1 +

√
3

)
+

1

8
I1 =

π

9
+

1

24
I1 −

√
3

6

=
π

9
+

1

24
log(2 +

√
3) −

√
3

6

補足 C : x2 + y2 = (z− 1)2の z軸に垂直な平面による断面は円であるから，積
分は，楕円型関数，すなわち，三角関数を用いる．円錐 C の x軸に垂直
な平面を考えると，その断面は双曲線となり，双曲線関数

a

2
(et + e−t) または

a

2
(et − e−t)
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を用いる．特に母線と平行な断面は放物線となる 1．Cの方程式から

z = 1−
√
x2 + y2

x軸に垂直な平面による断面積を S(x)とすると (1
2
5 x 5 1)

S(x) =

∫ √
1−x2

−
√
1−x2

z dy = 2

∫ √
1−x2

0

z dy

y =
x

2
(et − e−t)とおくと

y 0 −→
√
1− x2

t 0 −→ log 1+
√
1−x2

x

dy

dt
=
x

2
(et + e−t)

S(x) = 2

∫ log 1+
√

1−x2

x

0

{
1− x

2
(et + e−t)

}
·x
2
(et + e−t) dt

= x

∫ log 1+
√

1−x2

x

0

{
et + e−t − x

2

(
e2t + e−2t

)
− x
}
dt

= x

[
et − e−t − x

4
(e2t − e2t)− xt

]log 1+
√

1−x2

x

0

=
√
1− x2 − x2 log 1 +

√
1− x2
x

よって，求める体積 V は

V =

∫ 1

1
2

S(x) dx =

∫ 1

1
2

(√
1− x2 − x2 log 1 +

√
1− x2
x

)
dx

=

[
2

3
x
√
1− x2 − x3

3
log

1 +
√
1− x2
x

]1
1
2

+
1

3

∫ 1

1
2

dx√
1− x2

=
π

9
+

1

24
log(2 +

√
3)−

√
3

6

なお，
∫ √

A+ y2 dy =
y

2

√
A+ y2+

A

2
log(y+

√
A+ y2)+Cを用いると

S(x) = 2

∫ √
1−x2

0

(1−
√
x2 + y2) dy

= 2

[
y − y

2

√
x2 + y2 − x2

2
log(y +

√
x2 + y2)

]√1−x2

0

=
√
1− x2 − x2 log 1 +

√
1− x2
x

�
1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai ri 2018.pdf 5 参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai_ri_2018.pdf
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2 (1)
−→
AB·
−→
AC = 0に注意して

−−→
AB′·
−−→
AC′ +

−−→
B′B·
−−→
C′C =

−−→
AB′·
−−→
AC′ + (

−→
AB−

−−→
AB′)·(

−→
AC−

−−→
AC′)

=
−−→
AB′·
−−→
AC′ +

−→
AB·
−→
AC−

−→
AB·
−−→
AC′ −

−−→
AB′·
−→
AC+

−−→
AB′·
−−→
AC′

=2
−−→
AB′·
−−→
AC′ −

−→
AB·
−−→
AC′ −

−−→
AB′·
−→
AC

=(
−−→
AB′ −

−→
AB)·

−−→
AC′ +

−−→
AB′·(

−−→
AC′ −

−→
AC)

=
−−→
BB′·
−−→
AC′ +

−−→
AB′·
−−→
CC′

−−→
AB′，

−−→
AC′はP上のベクトル，

−−→
BB′，

−−→
CC′はPに垂直なベクトルであるから

−−→
BB′·
−−→
AC′ = 0,

−−→
AB′·
−−→
CC′ = 0

よって
−−→
AB′·
−−→
AC′ +

−−→
B′B·
−−→
C′C = 0

(2) P の法線ベクトルを ~nとし
−→
AB =

−−→
AB′ + β~n,

−→
AC =

−−→
AC′ + γ~n

とおく．点Bと点Cは P に関して同じ側にあるから，βγ > 0より
−→
AB·
−→
AC =

−−→
AB′·
−−→
AC′ + βγ|~n|2 = 0 ゆえに

−−→
AB′·
−−→
AC′ = −βγ|~n|2 < 0

よって ∠B′AC′ >
π

2

(3) AB = AC = xとし，AB′ =
√
21，AC′ = 4とすると

BC =
√
2x, BB′ =

√
x2 − 21, CC′ =

√
x2 − 16

点Bから線分CC′に垂線BHを引き，4BCHに三平方の定理を適用すると

(
√
x2 − 16−

√
x2 − 21)2 + 72 = (

√
2x)2

整理すると
√
x2 − 16

√
x2 − 21 = 6 ゆえに x4 − 37x2 + 300 = 0

したがって (x2 − 12)(x2 − 25) = 0

x >
√
21に注意してこれを解くと x = 5 よって AB = 5

A

B

C

B′

C′

P

~n

7

√
x2−21

B

B′

C

C′

√
2x

√
x2−16

x

H

√
21 7

4

x

�
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3 (1)
√
nの整数部分をA，小数部分を hとすると

√
n = A+ h ゆえに n− A2 = 2Ah+ h2

上の第 2式の両辺は整数であるから，これをmとすると (mは整数)

m = 2Ah+ h2 ゆえに A2 +m = (A+ h)2

hについて解くと h =
√
A2 +m− A =

m√
A2 +m+ A

条件により，
1

100
5 h <

1

10
であるから

1

100
5 m√

A2 +m+ A
<

1

10

10 <

√
A2 +m+ A

m
5 100 · · · (∗)

n = A2 +mであるから，これを満たす最小の nはm = 1のとき

10 <
√
A2 + 1 + A 5 100

nを最小にする整数A, mは A = 5，m = 1 よって n = 26

(2) (i) m = 1のとき，(∗)より

10 <
√
A2 + 1 + A 5 100 ゆえに 5 5 A < 50

(ii) m = 2のとき，(∗)より

20 <
√
A2 + 2 + A 5 200 ゆえに 10 5 A < 100

(i)，(ii)の結果により，n = A2 +mを小さい順に 10個並べると

52 + 1, 62 + 1, 72 + 1, 82 + 1, 92 + 1,

102 + 1, 102 + 2, 112 + 1, 112 + 2, 122 + 1

よって，求める 10番目の数 nは 122 + 1 = 145 �
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4 (1) ak = kとなる k (k = 1, 2, 3)が存在する次の 4通りである．

(a1, a2, a3) = (1, 2, 3), (1, 3, 2), (3, 2, 1), (2, 1, 3)

よって，求める確率は
4

3!
=

2

3

(2) 4個の数字 1, 2, 3, 4を円形 (サイクル)に並べる円順列の総数は次の 3!通
りある．(1を起点とすると)

1→ 2→ 3→ 4, 1→ 2→ 4→ 3, 1→ 3→ 2→ 4,

1→ 3→ 4→ 2, 1→ 4→ 2→ 3, 1→ 4→ 3→ 2

よって，n = 4のとき長さ 4のサイクルは，次の 6通りある．

(a1, a2, a3, a4) =(2, 3, 4, 1), (2, 4, 1, 3), (3, 4, 2, 1),

(3, 1, 4, 2), (4, 3, 1, 2), (4, 1, 2, 3)

(3) jを正の整数とすると
1

j
>

∫ j+1

j

dx

x

よって，n以下の正の整数 kに対して
n∑

j=k

1

j
>

n∑
j=k

∫ j+1

j

dx

x
=

∫ n+1

k

dx

x
= log(n+ 1)− log k

(4) 1から nまでの n個 (nは奇数)の順列に長さ
n+ 1

2
以上のサイクルがあれ

ば，他のサイクルは
n− 1

2
以下である．n個から選んだ順列の長さ jのサ

イクルは，n個から j個取り出して並べた円順列であり，その総数は nPj

j
通りで，残りの (n− j)個の並べ方は (n− j)!通りである．

したがって，
n+ 1

2
以上のサイクルを含む確率 pは

p =
1

n!

n∑
j=n+1

2

nPj

j
·(n− j)! = 1

n!

n∑
j=n+1

2

n!

j
=

n∑
j=n+1

2

1

j

よって，(3)の結果により

p =
n∑

j=n+1
2

1

j
> log(n+ 1)− log

n+ 1

2
= log 2

�
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5.20 2020年 (150分)

出題分野 1 2 3 4

1 双曲線 x2 − y2 = 1の x > 0の部分をC1，x < 0の部分をC2とする．以下の問
に答えよ．

(1) 直線 ax− by = 1がC1，C2の両方と 1点ずつで交わるための a，bの条件
を求めよ．

(2) a，bは (1)で求めた条件をみたすものとする．点 A(a, b)をとり，直線
ax− by = 1とC1，C2の交点をそれぞれ P，Qとする．このとき4APQ

の面積 Sを a，bを用いて表せ．

(3) 面積 Sの最小値を求めよ．また，その最小値をとるための a，bの条件を
求めよ．

2 3つの数 2，m2 + 1，m4 + 1が相異なる素数となる正の整数mが 1つ固定され
ているものとする．以下の問に答えよ．

(1) 3つの数 2，m2 + 1，m4 + 1のうち，1つを aとし，残りの 2つを b，cと
する．このとき a2 < bcとなる aをすべて求めよ．

(2) 正の整数 x，yが (x+ y)(x2 +2y2 +2xy) = 2(m2 +1)(m4 +1)をみたして
いるとき x，yを求めよ．

3 以下の問に答えよ．

(1) 関数 f(x)は，区間 0 5 x 5 2πで第 2次導関数 f ′′(x)をもち f ′′(x) > 0を
みたしているとする．区間 0 5 x 5 πで関数 F (x)を

F (x) = f(x)− f(π − x)− f(π + x) + f(2π − x)

と定義するとき，区間 0 5 x 5 π

2
で F (x) = 0であることを示せ．

(2) f(x)を (1)の関数とするとき∫ 2π

0

f(x) cos x dx = 0

を示せ．

(3) 関数 g(x)は，区間 0 5 x 5 2πで導関数 g′(x)をもち g′(x) < 0をみたして
いるとする．このとき， ∫ 2π

0

g(x) sin x dx = 0

を示せ．
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4 2名が先攻と後攻にわかれ，次のようなゲームを行う．

(i) 正方形の 4つの頂点を反時計回りにA，B，C，Dとする．両者はコマを
1つずつ持ち，ゲーム開始時には先攻の持ちゴマは A,後攻の持ちゴマは
Cに置いてあるとする．

(ii) 先攻から始めて，交互にサイコロを振る．ただしサイコロは 1から 6まで
の目が等確率で出るものとする．出た目を 3で割った余りが 0のときコマ
は動かさない．また余りが 1のときは，自分のコマを反時計回りに隣の頂
点に動かし，余りが 2のときは，自分のコマを時計回りに隣の頂点に動か
す．もし移動した先に相手のコマがあれば，その時点でゲームは終了とし，
サイコロを振った者の勝ちとする．

ちょうど n回サイコロが振られてときに勝敗が決まる確率を pnとする．この
とき，以下の問に答えよ．

(1) p2，p3を求めよ．

(2) pnを求めよ．

(3) このゲームは後攻にとって有利であること，すなわち 2以上の任意の整数
N に対して

[N+1
2 ]∑

m=1

p2m−1 <

[N2 ]∑
m=1

p2m

が成り立つことを示せ．ただし正の実数 aに対し [a]は，その整数部分
(k 5 a < k + 1となる整数 k)を表す．



406 第 5章 名古屋大学

解答例

1 (1) 直線 ax− by = 1は，b = 0のとき，直線 ax = 1は y軸と平行であり，C1

とC2の両方で共有点をもつことはない．b 6= 0より，直線 y =
a

b
x− 1

b
と

双曲線 x2 − y2 = 1から yを消去すると

x2 −
(
a

b
x− 1

b

)2

= 1 ゆえに (a2 − b2)x2 − 2ax+ b2 + 1 = 0 (∗)

(i) a2 − b2 = 0のとき，方程式 (∗)の解は 1個となり，不適．

(ii) a2 − b2 6= 0のとき，2次方程式 (∗)の解を p, qとすると (p < q)，条
件より，2数の解の積が負であるから，解と係数の関係により

pq =
b2 + 1

a2 − b2
< 0 ゆえに b2 > a2 よって |b| > |a|

(2) 2次方程式 (∗)の解が p, qであるから (p < q)

q − p = −a+ |b|
√
b2 − a2 + 1

b2 − a2
− −a− |b|

√
b2 − a2 + 1

b2 − a2

=
2|b|
√
b2 − a2 + 1

b2 − a2

直線 ax− by = 1とC1，C2との交点をそれぞれ P，Qとすると

P

(
p,

ap− 1

b

)
, Q

(
q,

aq − 1

b

)
ゆえに PQ =

(q − p)
√
a2 + b2

|b|

したがって PQ =
2
√
a2 + b2

√
b2 − a2 + 1

b2 − a2

点A(a, b)から直線 ax− by − 1 = 0までの距離を dとすると

d =
|a2 − b2 − 1|√

a2 + b2
=
b2 − a2 + 1√
a2 + b2

4APQの面積を Sとすると

S =
1

2
PQ·d =

(b2 − a2 + 1)
3
2

b2 − a2
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(3) t = b2 − a2とすると (t > 0) S =
(t+ 1)

3
2

t

dS

dt
=

3
2
(t+ 1)

1
2 t− (t+ 1)

3
2

t2
=

(t− 2)
√
t+ 1

2t2

t (0) · · · 2 · · ·
dS
dt

− 0 +

S ↘ 3
√
3

2
↗

t = 2，すなわち，b2 − a2 = 2のとき，Sは最小値
3
√
3

2
となる．

別解 S =
(t+ 1)

3
2

t
=

(
t+ 1

t
2
3

) 3
2

=

(
t
1
3 +

1

t
2
3

) 3
2

t > 0より，相加平均・相乗平均の大小関係により

t
1
3 +

1

t
2
3

=
t
1
3

2
+
t
1
3

2
+

1

t
2
3

= 3
3

√
t
1
3

2
·t

1
3

2
· 1
t
2
3

=
3
3
√
4

よって S =
(

3
3
√
4

) 3
2

=
3
√
3

2

上式において，等号が成立するとき

t
1
3

2
=

1

t
2
3

すなわち t = 2

�

2 (1) 3つの数 2, m2 + 1, m4 + 1が相異なる素数であるから (mは正の整数)

m 6= 1 ゆえに 2 < m2 + 1 < m4 + 1

(i) a = 2のとき

bc = (m2 + 1)(m4 + 1) = (22 + 1)(24 + 1) > 22

したがって a2 < bc

(ii) a = m2 + 1のとき

bc− a2 = 2(m4 + 1)− (m2 + 1)2 = (m2 − 1)2 > 0

したがって a2 < bc
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(iii) a = m4 + 1のとき

bc− a2 = 2(m2 + 1)− (m4 + 1)2

< 2(m4 + 1)− (m4 + 1)2 = (m4 + 1)(1−m4) < 0

したがって a2 > bc

(i)～(iii)より，a2 < bcを満たす aは a = 2, m2 + 1

(2) 与えられた条件から，正の整数 x，yに対して

(x+ y){(x+ y)2 + y2} = 2(m2 + 1)(m4 + 1) · · · (∗)

をみたすとき，(∗)の右辺が 3つ相異なる素数の積であること

x+ y < (x+ y)2 + y2, 2(m2 + 1) < m4 + 1

に注意して場合分けを行う．

(i) x+ y = 2，(x+ y)2 + y2 = (m2 + 1)(m4 + 1)のとき
x = y = 1であるから，これを (∗)に代入すると

2·5 = 2(m2 + 1)(m4 + 1) ゆえに 5 = (m2 + 1)(m4 + 1)

m2 + 1 = 5, m4 + 1 = 17より，上式をみたす正の整数mはない．

(ii) x+ y = m2 + 1，(x+ y)2 + y2 = 2(m4 + 1)のとき

(m2 + 1)2 + y2 = 2(m4 + 1) ゆえに y2 = (m2 − 1)2

したがって y = m2 − 1 このとき x = 2

(iii) x+ y = 2(m2 + 1)，(x+ y)2 + y2 = m4 + 1のとき

4(m2 + 1)2 + y2 = m4 + 1 ゆえに y2 = −3m4 − 8m2 − 3 < 0

これを満たす正の整数 yは存在しない．

(i)～(iii)から x = 2, y = m2 − 1 �
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3 (1) F (x) = f(x)− f(π − x)− f(π + x) + f(2π − x)より (0 5 x 5 2π)

F
(π
2

)
= f

(π
2

)
− f

(
π − π

2

)
− f

(
π +

π

2

)
+ f

(
2π − π

2

)
= 0,

F ′(x) = f ′(x) + f ′(π − x)− f ′(π + x)− f ′(2π − x)
= −{f ′(π + x)− f ′(x)} − {f ′(2π − x)− f ′(π − x)}

0 5 x 5 2πにおいて，f ′′(x) > 0であるから

f ′(π + x) > f ′(x), f ′(2π − x) > f ′(π − x)

したがって f ′(π + x)− f ′(x) > 0，f ′(2π − x)− f ′(π − x) > 0

上の 2式と F ′(x)により F ′(x) < 0 また，F
(π
2

)
= 0であるから

区間 0 5 x 5 π

2
において F (x) = 0

(2)

∫ π

π
2

f(x) cos x dxについて，x = π − tとおくと

∫ π

π
2

f(x) cosx dx =

∫ 0

π
2

f(π − t) cos(π − t)(−dt)

= −
∫ π

2

0

f(π − x) cos x dx (A)

∫ 3π
2

π

f(x) cos x dxについて，x = π + tとおくと

∫ 3π
2

π

f(x) cos x dx =

∫ π
2

0

f(π + t) cos(π + t) dt

= −
∫ π

2

0

f(π + x) cos x dx (B)

∫ 2π

3π
2

f(x) cos x dxについて，x = 2π − tとおくと

∫ 2π

3π
2

f(x) cos x dx =

∫ 0

π
2

f(2π − t) cos(2π − t)(−dt)

=

∫ π
2

0

f(2π − x) cosx dx (C)
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(A)～(C)および F (x)の定義式により∫ 2π

0

f(x) cos x dx =

∫ π
2

0

f(x) cos x dx+

∫ π

π
2

f(x) cos x dx

+

∫ 3π
2

π

f(x) cos x dx+

∫ 2π

3π
2

f(x) cos x dx

=

∫ π
2

0

f(x) cos x dx−
∫ π

2

0

f(π − x) cos x dx

−
∫ π

2

0

f(π + x) cos x dx+

∫ π
2

0

f(2π − x) cos x dx

=

∫ π
2

0

F (x) cos x dx

(1)の結果から，0 5 x 5 π

2
において，F (x) = 0であるから

∫ 2x

0

f(x) cos x dx = 0

(3) g(x)の原始関数をG(x)とすると∫ 2π

0

g(x) sinx dx =

∫ 2π

0

G′(x) sin x dx

=

[
G(x) sin x

]2π
0

−
∫ 2π

0

G(x) cos x dx

=

∫ 2π

0

{−G(x)} cos x dx

{−G(x)}′′ = −g′(x) > 0であるから，(1),(2)の結果に適用すると∫ 2π

0

g(x) sin x dx = 0

補足 f(x) = −G(x)と考えると f ′′(x) = −g′(x) > 0である． �
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4 (1) n秒後，PからQをみて時計回りの隣の頂点，対角の頂点，反時計回りの
隣の頂点にある確率をそれぞれ xn，yn，znとすると

pn+1 =
1

3
xn +

1

3
zn (n = 0, 1, 2, · · · )

また，次の確率漸化式が成立する．

x0 = 0, y0 = 1, z0 = 0

xn+1 =
1

3
xn +

1

3
yn

yn+1 =
1

3
xn +

1

3
yn +

1

3
zn

zn+1 =
1

3
yn +

1

3
zn

xn+1 − zn+1 =
1

3
(xn − zn)，x0 − z0 = 0より xn − zn = 0

したがって (∗)



x0 = 0, y0 = 1,

xn+1 =
1

3
xn +

1

3
yn

yn+1 =
2

3
xn +

1

3
yn

pn+1 =
2

3
xn

(∗)の {xn}, {yn}に順次，n = 0, 1を代入すると

x1 =
1

3
, y1 =

1

3
, x2 =

2

9
, y2 =

1

3
,

よって p2 =
2

3
x1 =

2

3
·1
3
=

2

9
, p3 =

2

3
x2 =

2

3
·2
9
=

4

27

(2) (∗)より

xn+1 + kyn+1 =

(
1

3
+

2k

3

)
xn +

(
1

3
+
k

3

)
yn

とし (kは定数)，kが次式をみたすとき

1 : k =
1

3
+

2k

3
:
1

3
+
k

3
これを解くと k = ± 1√

2

このとき

xn+1 ±
yn+1√

2
=

1±
√
2

3

(
xn ±

yn√
2

)
(複号同順)
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したがって

xn +
yn√
2
=

1√
2

(
1 +
√
2

3

)n

, xn −
yn√
2
= − 1√

2

(
1−
√
2

3

)n

上の 2式の辺々を加えると

2xn =
1√
2

{(
1 +
√
2

3

)n

−

(
1−
√
2

3

)n}

よって，n = 1のとき

pn =
2

3
xn−1 =

1

3
√
2


(
1 +

√
2

3

)n−1

−
(
1 −

√
2

3

)n−1


(3) (2)の結果について，α =
1 +
√
2

3
，β =

1−
√
2

3
とおくと

α + β =
2

3
, αβ = −1

9
, α− 1 =

√
2β, β − 1 = −

√
2α

n = 2のとき

3
√
2(pn − pn+1) = (αn−1 − βn−1)− (αn − βn)

= −αn−1(α− 1) + βn−1(β − 1)

= −
√
2αβαn−2 −

√
2αββn−2

=

√
2

9
αn−2 +

√
2

9
βn−2

27(pn − pn+1) = αn−2

{
1 +

(
β

α

)n−2
}

このとき
β

α
=

1−
√
2

3
· 3

1 +
√
2
= − 1

3 + 2
√
2
より

∣∣∣∣βα
∣∣∣∣ < 1

27(pn − pn+1) = αn−2

{
1 +

(
β

α

)n−2
}
> 0 ゆえに pn > pn+1

n = 2において，{pn}は，単調減少列である．ただし，p1 = 0
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(i)
[
N
2

]
= N

2
のとき，

[
N+1
2

]
= N

2
より，p1 = 0に注意して

[N2 ]∑
m=1

p2m −
[N+1

2 ]∑
m=1

p2m−1 =

N
2∑

m=1

p2m −
N
2∑

m=1

p2m−1

=

(
pN +

N
2
−1∑

m=1

p2m

)
−

N
2
−1∑

m=1

p2m+1

= pN +

N
2
−1∑

m=1

(p2m − p2m+1) > 0

(ii)
[
N+1
2

]
= N+1

2
のとき，

[
N
2

]
= N−1

2
より，p1 = 0に注意して

[N2 ]∑
m=1

p2m −
[N+1

2 ]∑
m=1

p2m−1 =

N−1
2∑

m=1

p2m −
N+1

2∑
m=1

p2m−1

=

N−1
2∑

m=1

p2m −
N−1

2∑
m=1

p2m+1

=

N−1
2∑

m=1

(p2m − p2m+1) > 0

(i)，(ii)より，2以上の任意の整数N に対して，次式が成立する．

[N+1
2 ]∑

m=1

p2m−1 <

[N2 ]∑
m=1

p2m

�
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5.21 2021年 (150分)

出題分野 1 2 3 4

1 aの正の実数とする．放物線 y = x2をC1，放物線 y = −x2 + 4ax− 4a2 + 4a4

をC2とする．以下の問に答えよ．

(1) 点 (t, t2)におけるC1の接線の方程式を求めよ．

(2) C1とC2が異なる 2つの共通接線 `, `′を持つような aの範囲を求めよ．た
だしC1とC2の共通接線とは，C1とC2の両方に接する直線のことである．

以下，aは (2)で求めた範囲にあるとし，`, `′をC1とC2の異なる 2つの共通
接線とする．

(3) `, `′の交点の座標を求めよ．

(4) C1と `, `′で囲まれた領域をD1とし，不等式 x 5 aの表す領域をD2とす
る．D1とD2の共通部分の面積 S(a)を求めよ．

(5) S(a)を (4)の通りとする．aが (2)で求めた範囲を動くとき，S(a)の最大
値を求めよ．

2 4つの実数を α = log2 3, β = log3 5, γ = log5 2, δ =
3

2
とおく．以下の問に答

えよ．

(1) αβγ = 1を示せ．

(2) α, β, γ, δを小さい順に並べよ．

(3) p = α + β + γ，q =
1

α
+

1

β
+

1

γ
とし，f(x) = x3 + px2 + qx + 1とする．

このとき f

(
−1

2

)
，f(−1)および f

(
−3

2

)
の正負を判定せよ．
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3 1から 12までの数字が下の図のように並べて書かれている．以下のルール (a)，
(b)と (終了条件)を用いたゲームを行う．ゲームを開始すると最初に (a)を行
い，(終了条件)が満たされたならゲームを終了する．そうでなければ (終了条
件)が満たされるまで (b)の操作を繰り返す．ただし，(a)と (b)における数字
を選ぶ操作はすべて独立な試行とする．

(a) 1から 12までの数字のどれか 1つを等しい確率で選び，下の図において
選んだ数字を丸で囲み，その上に石を置く．

(b) 石が置かれた位置の水平右側または垂直下側の位置にある数字のどれか 1

つを等しい確率で選び，その数字を丸で囲み，そこに石を移して置く．例
えば，石が 6の位置に置かれているときは，その水平右側または垂直下側
の位置にある数字 7，8，9，10，12のどれか 1つの数字を等しい確率で選
び，その数字を丸で囲み，そこに石を移して置く．

(終了条件) 5，9，11，12の数字のどれか 1つが丸で囲まれ石が置かれている．

ゲームの終了時に数字 jが丸で囲まれている確率を pj とする．以下の問に答
えよ．

1 2 3 4 5

6 7 8 9

10 11

12

(1) 確率 p2を求めよ．

(2) 確率 p5と p11を求めよ．

(3) 確率 p5, p9, p11, p12のうち最も大きいものの値を求めよ．
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4 0 5 a < 1を満たす実数 aに対し，数列 {an}を

a1 = a, an+1 = 3

[
an +

1

2

]
− 2an (n = 1, 2, 3, · · · )

という漸化式で定める．ただし [x]は x以下の最大の整数を表す．以下の問に
答えよ．

(1) aが 0 5 a < 1の範囲を動くとき，点 (x, y) = (a1, a2)の軌跡を xy平面
上に図示せよ．

(2) an − [an] =
1

2
ならば，an < an+1であることを示せ．

(3) an > an+1ならば，an+1 = 3[an]− 2anかつ [an+1] = [an]− 1 であることを
示せ．

(4) ある 2以上の自然数 kに対して，a1 > a2 > · · · > akが成り立つとする．
このとき akを aの式で表せ．
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解答例

1 (1) C1 : y = x2より y′ = 2x

C1上の点 (t, t2)における接線の方程式は

y − t2 = 2t(x− t) すなわち y = 2tx − t2

(2) (1)で求めた接線とC2 : y = −x2 + 4ax− 4a2 + 4a4から yを消去すると

2tx− t2 = −x2 + 4ax− 4a2 + 4a4

これを xについて整理すると

x2 + 2(t− 2a)x+ 4a2 − 4a4 − t2 = 0

このとき，上の xの 2次方程式は重解をもつから，係数について

D/4 = (t− 2a)2 − (4a2 − 4a4 − t2) = 0

これを tについて整理すると t2 − 2at+ 2a4 = 0 · · · (∗)

C1とC2が異なる 2つの共通接線 `, `′をもつとき，その 2つの接点の x座
標，すなわち，2次方程式 (∗)の解が異なる 2つの実数解をもつから，係
数について

D/4 = (−a)2 − 2a4 = a2(1− 2a2) > 0

a > 0に注意してこれを解くと 0 < a <
1
√
2

(3) 2次方程式 (∗)の異なる 2つの実数解 p, qと係数の関係により

(∗∗) p+ q = 2a, pq = 2a4

C1上の 2点 (p, p2), (q, q2)における接線をそれぞれ `, `′とすると，(1)

の結果から
` : y = 2px− p2, `′ : y = 2qx− q2

`, `′の交点の座標は
(
p+ q

2
, pq

)
すなわち (a, 2a4)
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(4) p < qとすると，D1とD2の共通部分の面積 S(a)は

S(a) =

∫ a

p

{x2 − (2px− p2)}dx =

∫ a

p

(x− p)2 dx

=
1

3

[
(x− p)3

]a
p

=
1

3
(a− p)3

2a = p+ qより S(a) =
1

3

(
q − p
2

)3

(∗∗)より (q − p)2 = (p+ q)2 − 4pq = (2a)2 − 4·2a4 = 4(a2 − 2a4)

p < qより
q − p
2

=
√
a2 − 2a4 よって S(a) =

1

3
(a2 − 2a4)

3
2

O

y

xp qa

C1

C2

`′

`

(5) (4)の結果から S =
1

3

{
−2
(
a2 − 1

4

)2

+
1

8

} 3
2

(2)の結果に注意すると，S(a)の最大値は

S

(
1

2

)
=

1

3

(
1

8

) 3
2

=
1

48
√
2

補足 D1と x 5 aの共通部分の面積とD1と x = aの共通部分の面積は等しい．
また，C1上の 2点P(p, p2)，Q(q, q2)を結ぶ直線PQとC1で囲まれた部
分の面積は 4S(a)に等しい 2． �

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai bun 2009.pdf (p.6参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_bun_2009.pdf
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2 (1) α = log2 3, β = log3 5, γ = log5 2より

αβγ = log2 3 log3 5 log5 2 = log2 3·
log2 5

log2 3
· log2 2
log2 5

= 1

補足 積における真数の交換法則 logaA logbB = logaB logbAを用いると

αβγ = log2 3 log3 5 log5 2 = log2 5 log3 3 log5 2

= log2 5 log5 2 = log2 2 log5 5 = 1

(2) α = log2 3, β = log3 5, γ = log5 2, δ =
3

2
より

log5 2 < 1 < log3 5 < log3
√
27 =

3

2
= log2

√
8 < log2 3

よって γ < β < δ < α

(3) (1)の結果から

q =
1

α
+

1

β
+

1

γ
=
αβ + βγ + γα

αβγ
= αβ + βγ + γα (∗)

また，p = α + β + γ，αβγ = 1であるから

f(x) = x3 + px2 + qx+ 1

= x3 + (α+ β + γ)x2 + (αβ + βγ + γα)x+ αβγ

= (x+ α)(x+ β)(x+ γ) (∗∗)

log5 2 < log5
√
5 =

1

2
および (∗)から γ <

1

2
< 1 < β <

3

2
< α

−α < −3

2
< −β < −1 < −1

2
< −γ

(∗∗)より f

(
−
1

2

)
< 0, f(−1) < 0, f

(
−
3

2

)
> 0 �
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3 i = 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 10とし，iの位置にある石が移動可能なそれぞれの位置に
移動する確率を qiとすると

q1 =
1

7
, q2 = q6 =

1

5
, q3 = q7 =

1

3
, q4 =

1

2
, q8 = 1, q10 =

1

2

(1) p1 =
1

12
であるから，求める確率 p2は

p2 = p1q1 +
1

12
=

1

12
·1
7
+

1

12
=

2

21

(2) (1)の結果を利用して

p3 = p1q1 + p2q2 +
1

12
= p2 + p2q2 = p2(1 + q2)

=
2

21

(
1 +

1

5

)
=

4

35

p4 = p1q1 + p2q2 + p3q3 +
1

12
= p3 + p3q3 = p3(1 + q3)

=
4

35

(
1 +

1

3

)
=

16

105

p5 = p1q1 + p2q2 + p3q3 + p4q4 +
1

12
= p4 + p4q4 = p4(1 + q4)

=
16

105

(
1 +

1

2

)
=

8

35

p6 = p1q1 +
1

12
= p2

p7 = p2q2 + p6q6 +
1

12
= p2q2 + p2q2 +

1

12
= 2p2q2 +

1

12

= 2· 2
21
·1
5
+

1

12
=

17

140

p10 = p1q1 + p6q6 +
1

12
= p1q1 + p2q2 +

1

12
= p3 =

4

35

p11 = p2q2 + p7q7 + p10q10 +
1

12

=
2

21
·1
5
+

17

140
·1
3
+

4

35
·1
2
+

1

12
=

1

5

(3) (1),(2)の結果から

p12 = p1q1 + p6q6 + p10q10 +
1

12
=

1

12
·1
7
+

2

21
·1
5
+

4

35
·1
2
+

1

12
=

6

35

また p9 = 1− (p5 + p11 + p12) = 1−
(

8

35
+

1

5
+

6

35

)
=

2

5

以上の結果から，最大は p9 =
2

5
�
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4 (1) 与えられた漸化式から，0 5 a < 1のとき

a1 = a,

a2 = 3

[
a1 +

1

2

]
− 2a1

= 3

[
a+

1

2

]
− 2a

=


−2a

(
0 5 a <

1

2

)
−2a+ 3

(
1

2
5 a < 1

)
よって，点 (x, y)の軌跡は右の図のとおり．

y =


−2x

(
0 5 x <

1

2

)
−2x+ 3

(
1

2
5 x < 1

)

　

O

y

x1

1

2

1
2

−1

(2) sn = an − [an]とおくと，an = [an] + sn,
1

2
5 sn < 1より

an+1 = 3

[
an +

1

2

]
− 2an = 3

[
[an] + sn +

1

2

]
− 2([an] + sn)

= 3

[
[an] + 1 +

(
sn −

1

2

) ]
− 2([an] + sn)

= 3([an] + 1)− 2([an] + sn) = [an] + 3− 2sn

= [an] + sn + 3(1− sn) = an + 3(1− sn) > an
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(3) (2)の結論の対偶により an = an+1 =⇒ an − [an] <
1

2
an > an+1 =⇒ an = an+1であるから

an > an+1 =⇒ an − [an] <
1

2

このとき，0 5 sn <
1

2
であるから

an+1 = 3

[
an +

1

2

]
− 2an = 3

[
[an] + sn +

1

2

]
− 2an

= 3[an]− 2an · · · (∗)

ここで，sn = 0と仮定すると，[an] = anであるから，上式より，an+1 = an

となり，条件に反する．したがって，sn 6= 0より，0 < sn <
1

2

an+1 = 3[an]− 2([an] + sn)

= [an]− 1 + (1− 2sn) (0 < 1− 2sn < 1)

よって [an+1] = [an]− 1 · · · (∗∗)

(4) a1 > a2 > · · · > akであるから，(∗)，(∗∗)が n = 1, 2, · · · , k について成
立する．0 5 a < 1より，[a] = 0であるから，(∗∗)により

[an] = −n+ 1

これを (∗)に代入すると an+1 = 3(−n+ 1)− 2an

an+1 + (n+ 1)− 4

3
= −2

(
an + n− 4

3

)
{
an + n− 4

3

}
は，初項a−1

3
，公比−2の等比数列であるから (n = 1, 2, · · · , k)

an + n− 4

3
=

(
a− 1

3

)
(−2)n−1

よって ak =

(
a −

1

3

)
(−2)k−1 − k +

4

3
�
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5.22 2022年 (150分)

出題分野 1 2 3 4

1 a，bを実数とする．

(1) 整式 x3を 2次式 (x− a)2で割ったときの余りを求めよ．

(2) 実数を係数とする 2次式 f(x) = x2 + αx+ βで整式 x3を割ったときの余
りが 3x + bとする．bの値に応じて，このような f(x)が何個あるかを求
めよ．

2 1つのサイコロを 3回投げる．1回目に出る目を a，2回目に出る目を b，3回目
に出る目を cとする．なおサイコロは 1から 6までの目が等しい確率で出るも
のとする．

(1) ab+ 2c = abcとなる確率を求めよ．

(2) ab+ 2cと 2abcが互いに素となる確率を求めよ．

3 複素数平面上に，原点Oを頂点の 1つとする正六角形OABCDEが与えらえて
いる．ただしその頂点は時計の針の進む方向と逆向きにO，A，B，C，D，E

とする．互いに異なる 0でない複素数 α, β, γが，

0 5 arg

(
β

α

)
5 π, 4α2 − 2αβ + β2 = 0,

2γ2 − (3α + β + 2)γ + (α + 1)(α + β) = 0

を満たし，α, β, γのそれぞれが正六角形OABCDEの頂点のいずれかである
とする．

(1)
β

α
を求め，α，βがそれぞれどの頂点か答えよ．

(2) 組 (α, β, γ)をすべて求め，それぞれの組について正六角形OABCDEを
複素数平面上に図示せよ．
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4 関数 f(x)は区間 x = 0において連続な増加関数で f(0) = 1を満たすとする．
ただし f(x)が区間 x = 0における増加関数であるとは，区間内の任意の実数
x1, x2に対し x1 < x2ならば f(x1) < f(x2)が成り立つときをいう．以下，nは
正の整数とする．

(1) lim
n→∞

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx =∞を示せ．

(2) 区間 y > 2において関数 Fn(y)を Fn(y) =

∫ y

2+ 1
n

f(x)

x− 2
dxと定めるとき，

lim
y→∞

Fn(y) =∞を示せ．また 2 +
1

n
より大きい実数 anで

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx+

∫ an

2+ 1
n

f(x)

2− x
dx = 0

を満たすものがただ 1つ存在することを示せ．

(3) (2)の anについて，不等式 an < 4がすべての nに対して成り立つことを
示せ．
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解答例

1 (1) x3 = (x− a)2(x+ 2a) + 3a2x− 2a3より，求める余りは 3a2x − 2a3

(2) x3 = (x2 + αx+ β)(x− α) + (α2 − β)x+ αβ

x3を x2 + αx+ βで割った余りが 3x+ bであるから

α2 − β = 3, αβ = b (∗)

上の 2式から βを消去すると b = α3 − 3α

g(α) = α3 − 3αとすると

g′(α) = 3α2 − 3 = 3(α + 1)(α− 1)

α · · · −1 · · · 1 · · ·
g′(α) + 0 − 0 +

g(α) ↗ 2 ↘ −2 ↗

(∗)の第 1式から，αの値により，一意的に βが決定するから，f(x)の個
数は，方程式 b = g(α)の解の個数と一致する．よって

−2 < b < 2 のとき 3個
b = ±2 のとき 2個
b < −2, 2 < b のとき 1個

�
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2 (1) ab+ 2c = abcより，(ab− 2)c 5 abであるから，ab 5 2のとき，cは任意．

ab = 3 のとき c 5 ab

ab− 2
= 1 +

2

ab− 2
· · · (∗)

とくに，ab = 5 のとき c < 2 ゆえに c = 1

(i) ab 5 2，すなわち，(a, b) = (1, 1), (1, 2), (2, 1)のとき

c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

(ii) ab = 3，すなわち，(a, b) = (1, 3), (3, 1)のとき，(∗)より

c 5 3 ゆえに c = 1, 2, 3

(iii) ab = 4，すなわち，(a, b) = (1, 4), (2, 2), (4, 1)のとき，(∗)より

c 5 2 ゆえに c = 1, 2

(iv) ab = 5のとき，c = 1で，(a, b)の組は，(i)～(iii)を除いた

62 − (3 + 2 + 3) = 28 通り

(i)～(iv)より，求める確率は

3·6 + 2·3 + 3·2 + 28·1
63

=
58

216
=

29

108

(2) まず「ab+2cと 2abcが互いに素」であることは「abと 2cが互いに素」で
あるための必要十分条件であることを示す．

(=⇒) abと 2cが素数 pを因数にもつならば，ab+2cおよび 2abc(= ab·2c)
は素数 pを因数にもち，ab+ 2cと 2abcはともに pを因数にもつ．

(⇐=) ab+2cと 2abc(= ab·2c)が素数 qを因数にもつならば，ab·2cが素数
qを因数にもつから，abまたは 2cが素数 qを因数にもつ．

2c = (ab+ 2c)− ab, ab = (ab+ 2c)− 2c

abが素数 qを因数にもつとき上の第 1式から 2cも qを因数にもち，2cが
素数 qを因数にもつとき上の第 2式から abも素数 qを因数にもつ．(証終)
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したがって，abと 2cが互いに素となる確率を求めればよい．

(a, b) = (1, 1)のとき c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

(a, b) = (1, 3), (3, 1), (3, 3)のとき c = 1, 2, 4, 5

(a, b) = (1, 5), (5, 1), (5, 5)のとき c = 1, 2, 3, 4, 6

(a, b) = (3, 5), (5, 3)のとき c = 1, 2, 4

よって，求める確率は

1·6 + 3·4 + 3·5 + 2·3
63

=
39

216
=

13

72

�

3 (1) 4α2 − 2αβ + β2 = 0より (α 6= 0)

(
β

α

)2

− 2

(
β

α

)
+ 4 = 0

0 5 arg

(
β

α

)
5 πに注意して

β

α
= 1 +

√
3i

β

α
= 2

(
cos

π

3
+ i sin

π

3

)
より

|β| = 2|α|, ∠α0β =
π

3
よって α はA, β はC

(2) (1)の結果から，点B，D，Eを α, βを用いて表すと

B

(
β

2
+ α

)
, D(β − α) , E

(
β

2
− α

)

O A(α)

B(β
2
+ α)

C(β)D(β − α)

β
2

E(β
2
− α)

2γ2 − (3α + β + 2)γ + (α + 1)(α+ β) = 0より

(2γ − α− β)(γ − α− 1) = 0

A(α)，C(β)の中点
α + β

2
は γではないから γ = α + 1
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(i) γが点Bであるとき，(1)の結果を用いて

γ = α + 1 =
β

2
+ α,

β

α
= 1 +

√
3i

上の第 1式から β = 2 これを第 2式に代入して α =
1−
√
3i

2

また第 1式から γ =
3−
√
3i

2

(ii) γが点Dであるとき，(1)の結果を用いて

γ = α + 1 = β − α, β

α
= 1 +

√
3i

上の第 1式から β = 2α + 1 これを第 2式に代入して

2α + 1

α
= 1 +

√
3i ゆえに

1

α
= −1 +

√
3i

α =
−1−

√
3i

4
であるから β =

1−
√
3i

2
, γ =

3−
√
3i

4

(iii) γが点 Eであるとき，(1)の結果を用いて

γ = α + 1 =
β

2
− α, β

α
= 1 +

√
3i

上の第 1式から β = 4α + 2 これを第 2式に代入して

4α + 2

α
= 1 +

√
3i ゆえに

2

α
= −3 +

√
3i

α =
−3−

√
3i

6
であるから β = −2

√
3i

3
, γ =

3−
√
3i

6

(i)～(iii)より

(α, β, γ) =

(
1 −

√
3i

2
, 2,

3 −
√
3i

2

)
,(

−1 −
√
3i

4
,
1 −

√
3i

2
,
3 −

√
3i

4

)
,(

−3 −
√
3i

6
,−

2
√
3i

3
,
3 −

√
3i

6

)

�
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4 (1) 関数 f(x)は区間 x = 0において連続な増加関数で f(0) = 1であるから，

区間 0 5 x 5 2− 1

n
において (nは正の整数)

f(x)

2− x
= f(0)

2− x
ゆえに

f(x)

2− x
= 1

2− x

したがって∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx =

∫ 2− 1
n

0

1

2− x
dx = −

[
log(2− x)

]2− 1
n

0

= log 2n

lim
n→∞

log 2n =∞より lim
n→∞

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx =∞

(2) (1)と同様に，2 +
1

n
5 x 5 yにおいて，

f(x)

x− 2
>

1

x− 2
より

Fn(y) =

∫ y

2+ 1
n

f(x)

x− 2
dx >

∫ y

2+ 1
n

1

x− 2
dx

=

[
log(x− 2)

]y
2+ 1

n

= log n(y − 2)

lim
y→∞

log n(y − 2) =∞より lim
y→∞

Fn(y) =∞

与えらえた等式 (A)

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx+

∫ an

2+ 1
n

f(x)

2− x
dx = 0より

∫ an

2+ 1
n

f(x)

x− 2
dx =

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx ゆえに Fn(an) =

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx

(∗)

F ′
n(y) =

f(y)

y − 2
より，y > 2において F ′

n(y) > 0

Fn(y)から Fn

(
2 +

1

n

)
= 0． (∗)より Fn

(
2 +

1

n

)
< Fn(an)

Fn(4)− Fn(an) =

∫ 4

2+ 1
n

f(x)

x− 2
dx−

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx

ここで
∫ 2− 1

n

0

f(x)

2− x
dxについて，x = 4− tとおくと

∫ 2− 1
n

0

f(x)

2− x
dx =

∫ 2+ 1
n

4

f(4− t)
t− 2

(−dt) =
∫ 4

2+ 1
n

f(4− x)
x− 2

dx
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2 +
1

n
5 x 5 4において 4− x < xで，f(x)が増加関数であるから

f(x)− f(4− x) > 0

が成立する．これから

Fn(4)− Fn(an) =

∫ 4

2+ 1
n

f(x)

x− 2
dx−

∫ 4

2+ 1
n

f(4− x)
x− 2

dx

=

∫ 4

2+ 1
n

f(x)− f(4− x)
x− 2

dx > 0

したがって

Fn

(
2 +

1

n

)
< Fn(an) < Fn(4) (∗∗)

Fn(y)は単調増加なので，(∗∗)，すなわち，(A)を満たす anはただ 1つ存
在する．

(3) Fn(y)は単調増加なので，(∗∗)より，すべての nについて，不等式

an < 4

が成立する． �
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出題分野 (2011-2022) 150分

J 京都大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量 2

データの分析
式と証明 5 5

複素数と方程式 6 6

II 図形と方程式 1

三角関数 2 3·4 3 1

指数関数と対数関数 1

微分法と積分法 3 3

式と曲線
複素数平面 1 1 3

関数
III 極限 1 4 2

微分法とその応用 4 3 3·4 1 2·6
積分法 1 1 1

積分法の応用 5 6 1 4 5 5 3 6 4 5

場合の数と確率 1 6 6 4 5 1 2

A 整数の性質 4 3 5 2 2 2 4 3

図形の性質 5 3 6

平面上のベクトル 1 5

B 空間のベクトル 5·6 1 2 3 1 4

数列 4 6 2 2 5 6 4 6

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 数字は問題番号

431

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Kdai/Kdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Kdai/Kdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Kdai/Kdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Kdai/Kdai_ri_2014.pdf
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6.15 2015年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 2つの関数 y = sin
(
x+

π

8

)
と y = sin 2xのグラフの 0 5 x 5 π

2
の部分で囲ま

れる領域を，x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

ただし，x = 0と x =
π

2
は領域を含む線とは考えない．

2 次の 2つの条件を同時に満たす四角形のうち面積が最小のものの面積を求めよ．

(a) 少なくとも 2つの内角は 90◦である．

(b) 半径 1の円が内接する．ただし，円が四角形に内接するとは，円が四角形
の 4つの辺すべてに接することをいう．

3 (1) aを実数とするとき，(a, 0)を通り，y = ex + 1に接する直線がただ 1つ
存在することを示せ．

(2) a1 = 1として，n = 1, 2, · · · について，(an, 0)を通り，y = ex + 1に接
する直線の接点の x座標を an+1とする．このとき， lim

n→∞
(an+1 − an)を求

めよ．

4 一辺の長さが 1の正四面体 ABCDにおいて，Pを辺 ABの中点とし，点Qが
辺AC上を動くとする．このとき，cos∠PDQの最大値を求めよ．

5 a，b，c，d，eを正の実数として整式

f(x) = ax2 + bx+ c

g(x) = dx+ e

を考える．すべての正の整数 nに対して
f(n)

g(n)
は整数であるとする．このとき，

f(x)は g(x)で割り切れることを示せ．

6 2つの関数を

f0(x) =
x

2
, f1(x) =

x+ 1

2

とおく．x0 =
1

2
から始め，各 n = 1, 2, · · · について，それぞれ確率 1

2
で xn =

f0(xn−1)または xn = f1(xn−1)と定める．このとき，xn <
2

3
となる確率 Pnを

求めよ．
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解答例

1 sin 2x− sin
(
x+

π

8

)
= 2 cos

24x+ π

16
sin

8x− π
16

0 < x <
π

2
のとき

π

16
<

24x+ π

16
<

13π

16

− π

16
<

8x− π
16

<
3π

16

y = sin 2xと y = sin
(
x+

π

8

)
の交点の x座標は

24x+ π

16
=
π

2
,

8x− π
16

= 0

すなわち x =
7

24
π,

π

8

　

O

y

xπ
8

7
24
π π

2

1

π

8
< x <

7

24
πにおいて cos

24x+ π

16
> 0，sin

8x− π
16

> 0

したがって sin 2x > sin
(
x+

π

8

)
> 0

求める立体の体積を V とすると

V

π
=

∫ 7
24

π

π
8

{
sin2 2x− sin2

(
x+

π

8

)}
dx

=

∫ 7
24

π

π
8

{
−1

2
cos 4x+

1

2
cos
(
2x+

π

4

)}
dx

=

[
−1

8
sin 4x+

1

4
sin
(
2x+

π

4

) ] 7
24

π

π
8

=
1

16

よって V =
π

16
�
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2 右の図の四角形OEAFについて

AE = AF =
1

tanα

四角形OEAFの面積は
1

tanα

　

O

1

1

A
α
α

E

F

条件 (a)，(b)を満たす四角形の 4つの角の大きさを 2α，2β，2γ，2δとし，そ
の面積を Sとすると

S =
1

tanα
+

1

tan β
+

1

tan γ
+

1

tan δ
· · · (∗)

一般性を失うことなく 2γ = 2δ = 90◦，2α + 2β + 2γ + 2δ = 360◦

上の 2式から β = 90◦ − α，γ = δ = 45◦

これらを (∗)に代入すると

S =
1

tanα
+

1

tan(90◦ − α)
+

1

tan 45◦
+

1

tan 45◦

= tanα +
1

tanα
+ 2 =

(tanα− 1)2

tanα
+ 4 = 4

よって，Sは α = 45◦，すなわち，四角形ABCDが正方形のとき，最小値 4

�
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3 (1) y = ex + 1を微分すると y′ = ex

曲線 y = ex + 1の上の点 (t, et + 1)における接線の方程式は

y − (et + 1) = et(x− t)

これが点 (a, 0)を通るから

−(et + 1) = et(a− t) ゆえに a = t− e−t − 1 · · · (∗)

f(t) = t− e−t − 1とおくと f ′(t) = 1 + e−t > 0

lim
t→−∞

f(t) = −∞, lim
t→∞

f(t) =∞

したがって，f(t) = aを満たす tはただ 1つ存在する．

よって，(a, 0)を通り，y = ex + 1に接する直線はただ 1つ存在する．

(2) a = an，t = an+1を (∗)に代入すると

an = an+1 − e−an+1 − 1 ゆえに an+1 − an = 1 + e−an+1 · · · 1©

上式より，an+1 − an > 1であるから

n > 1のとき
n−1∑
k=1

(ak+1 − ak) >
n−1∑
k=1

ゆえに an > n したがって lim
n→∞

an =∞

上式に注意すると， 1©から lim
n→∞

(an+1 − an) = 1 �
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4 AQ = tとおいて，4APQおよび4AQDに余弦定
理を適用すると

PQ2 =

(
1

2

)2

+ t2 − 2·1
2
·t cos 60◦

= t2 − t

2
+

1

4
,

QD2 = t2 + 12 − 2·t·1 cos 60◦

= t2 − t+ 1

　 A

B

C

D

P √
3
2

1
2

1

t

Q

4PQDに余弦定理を適用すると

cos∠PDQ =
PD2 +QD2 − PQ2

2PD·QD

=
3
4
+ (t2 − t+ 1)−

(
t2 − t

2
+ 1

4

)
2·

√
3
2
·
√
t2 − t+ 1

=
1

2
√
3
· 3− t√
t2 − t+ 1

ここで，f(t) =
3− t√
t2 − t+ 1

(0 5 t 5 1)とおくと

f ′(t) =

−1·
√
t2 − t+ 1− (3− t)· 2t− 1

2
√
t2 − t+ 1

t2 − t+ 1

=
−2(t2 − t+ 1) + (t− 3)(2t− 1)

(t2 − t+ 1)
3
2

=
1− 5t

(t2 − t+ 1)
3
2

t 0 · · · 1
5

· · · 1

f ′(t) + 0 −
f(t) ↗ 2

√
21
3

↘

よって，求める最大値は
1

2
√
3
·2
√
21

3
=

√
7

3
�
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5 f(x)を g(x)で割ったときの商を px+ q，余りを r 6= 0とすると

f(x)

g(x)
= px+ q +

r

g(x)
, p =

a

d
> 0

2以上の自然数 nに対して

f(n− 1)

g(n− 1)
= p(n− 1) + q +

r

g(n)− d
f(n)

g(n)
= pn+ q +

r

g(n)

f(n+ 1)

g(n+ 1)
= p(n+ 1) + q +

r

g(n) + d

上の 3式から∣∣∣∣f(n− 1)

g(n− 1)
+
f(n+ 1)

g(n+ 1)
− 2·f(n)

g(n)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ r

g(n)− d
+

r

g(n) + d
− 2r

g(n)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 2rd2

g(n){g(n) + d}{g(n)− d}

∣∣∣∣ · · · (∗)

d > 0より g(n) = dn+ eは，いくらでも大きくなるので，このとき

0 <

∣∣∣∣ 2rd2

g(n){g(n) + d}{g(n)− d}

∣∣∣∣ < 1

となり，(∗)の左辺が整数であることに反する．

よって，r = 0となり，f(x)は g(x)で割り切れる． �
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6 条件により x0 =
1

2
,

x1 =
1

4
,
3

4
,

x2 =
1

8
,
3

8
,
5

8
,
7

8
...

これから xn =
1

2n+1
,

3

2n+1
, · · · , 2n+1 − 1

2n+1

と推測し，それぞれの確率は
1

2n
であることを示す．

実際，xn =
2k − 1

2n+1
のとき (k = 1, 2, 3, · · · 2n)， 1

2n
·1
2
の確率で

xn+1 =
xn
2

=
2k − 1

2n+2
· · · 1©

また，xn =
2k − 1

2n+1
のとき (k = 1, 2, 3, · · · 2n)， 1

2n
·1
2
の確率で

xn+1 =
xn + 1

2
=

1

2

(
2k − 1

2n+1
+ 1

)
=

2n+1 + 2k − 1

2n+2
· · · 2©

1©， 2©より xn+1 =
1

2n+2
,

3

2n+2
, · · · , 2n+2 − 1

2n+2

であり，それぞれの確率は
1

2n+1
である．

n = 0のときは，自明であるから，数学的帰納法により示された．

したがって，xnの要素は 2n個あり，
2N − 1

2n+1
<

2

3
<

2N + 1

2n+1
とすると

これを満たす自然数N は
2n+1

3
− 1

2
< N <

2n+1

3
+

1

2

[x]を xを超えない最大の整数とすると N =

[
2n+1

3
+

1

2

]
ここで，2 ≡ −1 (mod 3)であるから，2n+1 + (−1)n ≡ 0 (mod 3)より

N =

[
2n+1

3
+

1

2

]
=

[
2n+1 + (−1)n

3
+

1

2
− (−1)n

3

]
=

2n+1 + (−1)n

3

よって Pn =
N

2n
=

2n+1 + (−1)n

3·2n
=

2

3
+

1

3

(
−
1

2

)n
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別解 f0(x) =
x

2
，f1(x) =

1 + x

2
より

0 < x <
1

3
のとき， 0 < f0(x) <

1

6
，

1

2
< f1(x) <

2

3
1

3
5 x <

2

3
のとき，

1

6
5 f0(x) <

1

3
，

2

3
5 f1(x) <

5

6
2

3
5 x < 1のとき，

1

3
5 f0(x) <

1

2
，

5

6
5 f1(x) < 1

0 < xn <
1

3
である確率を an，

1

3
5 xn <

2

3
である確率を bn，

2

3
5 xn < 1であ

る確率を cnとすると

a0 = 0, b0 = 1, c0 = 0

an+1 =
1

2
(an + bn) · · · 1©

bn+1 =
1

2
(an + cn) · · · 2©

cn+1 =
1

2
(bn + cn) · · · 3©

1©+ 2©+ 3©より an + bn + cn = 1 · · · 4©

これを 2©に代入して

bn+1 =
1

2
(1− bn) ゆえに bn+1 −

1

3
= −1

2

(
bn −

1

3

)

数列
{
bn −

1

3

}
は初項 b0 −

1

3
=

2

3
，公比−1

2
の等比数列であるから

bn −
1

3
=

2

3

(
−1

2

)n

ゆえに bn =
1

3
+

2

3

(
−1

2

)n

· · · 5©

1©− 3©より an+1 − cn+1 =
1

2
(an − cn) = 0 ゆえに an = cn · · · 6©

4©， 6©から an = cn =
1− bn

2

よって，求める確率 Pnは

Pn = an + bn =
1− bn

2
+ bn

=
1 + bn

2
=

2

3
+

1

3

(
−
1

2

)n

�
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6.16 2016年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 (1) nを 2以上の自然数とするとき，関数

fn(θ) = (1 + cos θ) sinn−1 θ

の 0 5 θ 5 π

2
における最大値Mnを求めよ．

(2) lim
n→∞

(Mn)
nを求めよ．

2 素数 p，qを用いて pq + qpと表される素数をすべて求めよ．

3 四面体OABCが次の条件を満たすならば，それは正四面体であることを示せ．

条件：頂点A，B，Cからそれぞれの対面を含む平面へ下ろした垂線は
対面の外心を通る．

ただし，四面体のある頂点の対面とは，その頂点を除く他の 3つの頂点がなす
三角形のことをいう．

4 xyz空間において，平面 y = zの中で

|x| 5 ey + e−y

2
− 1, 0 5 y 5 log a

で与えられる図形Dを考える．ただし aは 1より大きい定数とする．この図形
Dを y軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

5 xy平面上の 6個の点 (0, 0)，(0, 1)，(1, 0)，(1, 1)，
(2, 0)，(2, 1) が図のように長さ 1の線分で結ばれ
ている．動点Xは，これらの点の上を次の規則に
従って 1秒ごとに移動する．

規則：動点Xは，そのときに位置する点から出る
長さ 1の線分によって結ばれる図の点のい
ずれかに，等しい確率で移動する．

　

O

y

x1 2

1

例えば，Xが (2, 0)にいるときは，(1, 0)，(2, 1)のいずれかに
1

2
の確率で移

動する．またXが (1, 1)にいるときは，(0, 1)，(1, 0)，(2, 1)のいずれかに
1

3
の確率で移動する．時刻 0で動点XがO = (0, 0)から出発するとき，n秒後に
Xの x座標が 0である確率を求めよ．ただし nは 0以上の整数とする．
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6 複素数を係数とする 2次式 f(x) = x2 + ax+ bに対し，次の条件を考える．

(イ) f(x3)は f(x)で割り切れる．

(ロ) f(x)の係数 a，bの少なくとも一方は虚数である．

この 2つの条件 (イ)，(ロ)を同時に満たす 2次式をすべて求めよ．
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解答例

1 (1) fn(θ) = (1 + cos θ) sinn−1 θ = (1 + cos θ)(1− cos2 θ)
n−1
2

= (1 + cos θ)
n+1
2 (1− cos θ)

n−1
2

x = cos θ，gn(x) = fn(θ)とおくと，0 5 θ 5 π

2
より

gn(x) = (1 + x)
n+1
2 (1− x)

n−1
2 (0 5 x 5 1)

両辺の自然対数をとって微分すると

g′n(x)

gn(x)
=
n+ 1

2
· 1

1 + x
− n− 1

2
· 1

1− x

=
(n+ 1)(1− x)− (n− 1)(1 + x)

2(1 + x)(1− x)
=

1− nx
(1 + x)(1− x)

x 0 · · · 1
n

· · · 1

g′n(x) + 0 −
gn(x) 0 ↗ 極大 ↘ 0

よって Mn = gn

(
1

n

)
=

(
1 +

1

n

)n+1
2
(
1 −

1

n

)n−1
2

(2) (1)の結果から

Mn =

(
1− 1

n2

)n
2
(
1 +

1

n

) 1
2
(
1− 1

n

)− 1
2

(Mn)
n =

(
1− 1

n2

)n2

2
(
1 +

1

n

)n
2
(
1− 1

n

)−n
2

lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n

= e， lim
n→∞

(
1− 1

n

)−n

= eであるから

lim
n→∞

(Mn)
n = lim

n→∞

{(
1− 1

n2

)−n2
}− 1

2 {(
1 +

1

n

)n} 1
2

{(
1− 1

n

)−n
} 1

2

= e−
1
2 e

1
2 e

1
2 = e

1
2

�
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2 素数 p，qの偶奇が一致するならば，pq + qpは 2でない偶数となるから，pq + qp

が素数であるとき，pと qの偶奇は異なる．すなわち，pq + qpが素数であると
き，素数 p，qの一方は 2であるから

p2 + 2p が素数 (pは奇素数) · · · (∗)

を求めればよい．

(i) p = 3のとき，32 + 23 = 17は，(∗)を満たす

(ii) p = 5，p ≡ ±1 (mod 3)のとき

p2 ≡ (±1)2 ≡ 1, 2p ≡ (−1)p ≡ −1 (mod 3)

したがって p2 + 2p ≡ 1 + (−1) ≡ 0 (mod 3)

このとき，(∗)を満たす素数 pは存在しない．

(i)，(ii)より，求める素数は 17 �

3 4OBCの外心をHとすると

HO = HB = HC

Aから4OBCに下ろした垂線がHを通るから

AH2 +HO2 = AH2 +HB2 = AH2 +HC2

ゆえに AO2 = AB2 = AC2

同様に，B，Cから対面に下ろした垂線により

BO2 = BC2 = BA2,

CO2 = CA2 = CB2

　

O

B

C

A

H

すなわち OA = OB = OC = AB = BC = CA

よって，四面体OABCは正四面体である． �
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4 図形Dは

y = z, −e
y + e−y

2
+ 1 5 x 5 ey + e−y

2
− 1, 0 5 y 5 log a

図形Dと平面y = t (0 5 t 5 log a)との共有部分は，2点P

(
et + e−t

2
− 1, t, t

)
，

Q

(
−e

t + e−t

2
+ 1, t, t

)
を結ぶ線分 PQで，線分 PQの中点をMとする．

T

P

Q

M

x

y

z

O

M

T

PQ

y= t

y= t

y=z

PQを点 T(0, t, 0)を中心に y軸の周りに回転させた図形の面積を S(t)とす
ると

S(t) = π(TP2 − TM2) = πMP2 = π

(
et + e−t

2
− 1

)2

よって，求める体積を V とすると

V =

∫ log a

0

S(t) dt = π

∫ log a

0

(
et + e−t

2
− 1

)2

dt

= π

∫ log a

0

(
1

4
e2t +

1

4
e−2t − et − e−t +

3

2

)
dt

= π

[
1

8
e2t − 1

8
e−2t − et + e−t +

3

2
t

]log a
0

= π

{
1

8

(
a2 −

1

a2

)
− a +

1

a
+

3

2
log a

}
�
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5 n秒後にXの x座標が 0，1，2である確率を，それぞれ an，bn，cnとすると，
a0 = 1，b0 = 0，c0 = 0

an+1 =
1

2
an +

1

3
bn · · · 1©

bn+1 =
1

2
an +

1

3
bn +

1

2
cn · · · 2©

cn+1 =
1

3
bn +

1

2
cn · · · 3©

1©～ 3©の辺々を加えると an+1 + bn+1 + cn+1 = an + bn + cn

ゆえに an + bn + cn = a0 + b0 + c0 = 1 · · · 4©

2©， 4©から cnを消去すると

bn+1 = −
1

6
bn +

1

2
ゆえに bn+1 −

3

7
= −1

6

(
bn −

3

7

)

数列
{
bn −

3

7

}
は初項が b0 −

3

7
，公比が−1

6
の等比数列であるから

bn −
3

7
=

(
b0 −

3

7

)(
−1

6

)n

ゆえに bn =
3

7

{
1−

(
−1

6

)n}
· · · 5©

1©− 3©より an+1 − cn+1 =
1

2
(an − cn)

数列 {an − cn}は初項が a0 − b0，公比が
1

2
の等比数列であるから

an − cn = (a0 − c0)
(
1

2

)n

=

(
1

2

)n

· · · 6©

4©− 5©+ 6©より 2an = 1− 3

7

{
1−

(
−1

6

)n}
+

(
1

2

)n

よって an =
2

7
+

3

14

(
−
1

6

)n

+

(
1

2

)n+1

補足 同様の計算により

bn =
3

7
− 3

7

(
−1

6

)n

, cn =
2

7
+

3

14

(
−1

6

)n

−
(
1

2

)n+1

�
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6 2次方程式 f(x) = 0の解を α，βとすると，解と係数の関係により

a = −(α + β), b = αβ · · · (∗)

したがって f(x) = x2 + ax+ b = (x− α)(x− β)

g(x) = f(x3)とおくと g(x) = (x3 − α)(x3 − β)

g(x)が f(x)で割り切れるとき，g(x)は x− αおよび x− βで割り切れるから，
g(α) = 0，g(β) = 0より

(α3 − α)(α3 − β) = 0 かつ (β3 − α)(β3 − β) = 0

上の 2式の α，βの対称性により，次の場合分けを行う．

(i) α3 − α = 0，β3 − β = 0の場合

α，βは実数であるから，(∗)より，a，bはともに実数となり，不適．
(ii) α3 − α = 0，β3 − α = 0の場合

α = β = 0のとき，(∗)により，a，bがともに実数となり，不適
α = β3 = ±1のとき，βが実数のとき，(∗)により，a，bがともに実数と
なるから，βは虚数であることに注意して

(α, β) =

(
1,
−1±

√
3 i

2

)
,

(
−1, 1±

√
3 i

2

)

ゆえに (a, b) =

(
−1∓

√
3 i

2
,
−1±

√
3 i

2

)
,

(
1∓
√
3 i

2
,
−1∓

√
3 i

2

)
(複号同順)

(iii) α3 − β = 0，β3 − α = 0の場合

βを消去すると α(α + 1)(α− 1)(α2 + 1)(α4 + 1) = 0

αが実数とき，βは実数となるから，a，bはともに実数となり，不適．

α = ±iのとき，β = α3 = ∓iより (複号同順)，a = 0, b = 1となり，不適．

α =
±1 + i√

2
のとき，β =

∓1 + i√
2
となり (複号同順)，a = −

√
2 i，b = −1

α =
∓1− i√

2
のとき，β =

±1− i√
2
となり (複号同順)，a =

√
2 i，b = −1

(i)～(iii)より f(x) =


x2 +

−1 ∓
√
3 i

2
x +

−1 ±
√
3 i

2

x2 +
1 ∓

√
3 i

2
x +

−1 ∓
√
3 i

2

x2 ±
√
2 ix − 1

(複号同順)

�
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6.17 2017年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 wを 0でない複素数，x，yをw +
1

w
= x+ yiを満たす実数とする．

(1) 実数RはR > 1を満たす定数とする．wが絶対値Rの複素数全体を動く
とき，xy平面上の点 (x, y)の軌跡を求めよ．

(2) 実数 αは 0 < α <
π

2
を満たす定数とする．wが偏角 αの複素数全体を動

くとき，xy平面上の点 (x, y)の軌跡を求めよ．

2 四面体OABCを考える．点D，E，F，G，H，Iは，それぞれ辺OA，AB，BC，
CO，OB，AC上にあり，頂点ではないとする．このとき，次の問に答えよ．

(1)
−→
DGと

−→
EFが平行ならばAE : EB = CF : FBであることを示せ．

(2) D，E，F，G，H，Iが正八面体の頂点となっているとき，これらの点は
OABCの各辺の中点であり，OABCは正四面体であることを示せ．

3 p，qを自然数，α，βを

tanα =
1

p
, tan β =

1

q

を満たす実数とする．このとき

tan(α + 2β) = 2

を満たす p，qの組 (p, q)をすべて求めよ．

4 4ABCは鋭角三角形であり，∠A =
π

3
であるとする．また4ABCの外接円の

半径は 1であるとする．

(1) 4ABCの内心を Pとするとき，∠BPCを求めよ．
(2) 4ABCの内接円の半径 rの取りうる値の範囲を求めよ．

5 a = 0とする．0 5 x 5
√
2の範囲で曲線 y = xe−x，直線 y = ax，直線 x =

√
2

によって囲まれた部分の面積をS(a)とする．このとき，S(a)の最小値を求めよ．

(ここで「囲まれた部分」とは，上の曲線または直線のうち 2つ以上で囲まれた
部分を意味するものとする．)

6 nを自然数とする．n個の箱すべてに， 1 , 2 , 3 , 4 , 5 の 5種類のカード
がそれぞれ 1枚ずつ計 5枚入っている．各々の箱から 1枚ずつカードを取り出
し，取り出した順に左から並べて n桁の数X を作る．このとき，X が 3で割
り切れる確率を求めよ．
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解答例

1 (1) θ = argwとすると，R = |w|より

w = R(cos θ + i sin θ),
1

w
=

1

R
(cos θ − i sin θ)

x+ yi = w +
1

w
より

x =

(
R +

1

R

)
cos θ, y =

(
R− 1

R

)
sin θ · · · (∗)

R > 1より，R +
1

R
6= 0，R− 1

R
6= 0であるから

x

R +
1

R

= cos θ,
y

R− 1

R

= sin θ

上の 2式から，θを消去することにより，求める軌跡は，次の楕円である．

x2(
R +

1

R

)2 +
y2(

R −
1

R

)2 = 1

(2) r = |w|とすると，α = argwより，(∗)と同様に

x =

(
r +

1

r

)
cosα, y =

(
r − 1

r

)
sinα

0 < α <
π

2
であるから，cosα 6= 0，sinα 6= 0より

x

cosα
= r +

1

r
,

y

sinα
= r − 1

r
· · · (∗∗)

(∗∗)の第 1式から

x

cosα
=

(√
r − 1√

r

)2

+ 2 = 2

(∗∗)の 2式から，rを消去すると( x

cosα

)2
−
( y

sinα

)2
=

(
r +

1

r

)2

−
(
r − 1

r

)2

= 4

したがって，求める軌跡は，次の双曲線の一部である．(
x

2 cosα

)2

−
(

y

2 sinα

)2

= 1 (x = 2 cosα)

�
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2 (1) 0 < d, e, f, g < 1とし

−→
OD = d~a,

−→
OG = g~c,

−→
OE = e~a+ (1− e)~b,
−→
OF = f~c+ (1− f)~b

とおくと

−→
DG = −d~a+ g~c,
−→
EF = −e~a+ (e− f)~b+ f~c

　 O

A(~a)

B(~b)

C(~c)

D

F

G

E

H
I

−→
DGと

−→
EFが平行であるとき，

−→
EF = k

−→
DGであるから (kは 0でない定数)

−e~a+ (e− f)~b+ f~c = k(−d~a+ g~c)

整理すると (kd− e)~a+ (e− f)~b+ (f − kg)~c = ~0 · · · (∗)
~a，~b，~cは 1次独立であるから

kd− e = 0, e− f = 0, f − kg = 0 すなわち d = g, e = f

AE : EB = 1− e : e，CF : FB = 1− f : f であるから，e = f より

AE : EB = CF : FB

(2) 条件を満たすとき，(∗)に k = 1を代入して (辺ACに注目)

d = e = f = g

したがって AE : EB = CF : FB = AD : DO = CG : GO · · · 1©

また，同様に，
−→
DH =

−→
IFより (辺ABに注目)

AD : DO = BH : HO = AI : IC = BF : FC · · · 2©

1©より CF : FB = AD : DO， 2©より AD : DO = BF : FC

上の 2式より，BF : FC = 1 : 1である．

したがって， 1©， 2©より，D，E，F，G，H，Iは各辺の中点である．

中点連結定理により OA = 2HE, OB = 2DE, OC = 2HF,

AB = 2DH, BC = 2HG, CA = 2GD

このとき，これらの辺の長さは等しいので，OABCは正四面体である．�
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3 tan β =
1

q
より，q = 1のとき，β =

π

4
+ nπ (nは整数)であるから

tan(α + 2β) = tan
(
α +

π

2
+ 2nπ

)
= − 1

tanα
= −p ( 6= 2)

したがって q 6= 1

tan β =
1

q
(q 6= 1)より tan 2β =

2 tan β

1− tan2 β
=

2·1
q

1− 1

q2

=
2q

q2 − 1

正接の加法定理により

tanα = tan{(α+ 2β)− 2β} = tan(α + 2β)− tan 2β

1 + tan(α + 2β) tan 2β

条件により
1

p
=

2− 2q

q2 − 1

1 + 2· 2q

q2 − 1

=
2(q2 − q − 1)

q2 + 4q − 1
ゆえに 2p− 1 =

5q

q2 − q − 1

2p− 1は正の奇数，q2 − q − 1 = q(q − 2) + q − 1 > 0より (q = 2)

5q

q2 − q − 1
= 1 ゆえに q2 − 6q − 1 5 0

したがって |q − 3| 5
√
10

これを満たす自然数 qは q = 2, 3, 4, 5, 6

ここで，f(q) =
5q

q2 − q − 1
とすると

f(2) = 10, f(3) = 3, f(4) =
20

11
, f(5) =

25

19
, f(6) =

30

29

よって，f(q)が奇数となるのは，q = 3のとき

2p− 1 = 3 これを解いて p = 2

よって，求める組は (p, q) = (2, 3) �
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4 (1) 内心Pから辺BCに垂線PHを引き，∠BPH = θ，
∠CPH = ϕとすると

∠B = π − 2θ, ∠C = π − 2ϕ · · · 1©

∠A =
π

3
であるから，∠A+∠B+∠C = πより

π

3
+ (π − 2θ) + (π − 2ϕ) = π

　 A

B C

P

H

θ ϕ

したがって θ + ϕ =
2

3
π よって ∠BPC = θ + ϕ =

2

3
π

(2) 4ABCに正弦定理
BC

sinA
= 2Rを適用すると

BC

sin
π

3

= 2·1 ゆえに BC =
√
3

r = PHであるから，BH = r tan θ，HC = r tanϕ，BH + HC = BCより

r tan θ + r tanϕ =
√
3

r(sin θ cosϕ+ cos θ sinϕ) =
√
3 cos θ cosϕ

r sin(θ + ϕ) =

√
3

2
{cos(θ + ϕ) + cos(θ − ϕ)}

これに (1)の結果を代入すると
√
3

2
r =

√
3

2

{
−1

2
+ cos(θ − ϕ)

}
ゆえに r = cos(θ − ϕ)− 1

2

ϕ =
2

3
π − θであるから r = cos

(
2θ − 2

3
π

)
− 1

2
· · · (∗)

1©より ∠C = π − 2ϕ = π − 2

(
2

3
π − θ

)
= 2θ − π

3

4ABCは，鋭角三角形であるから，∠B，∠Cについて

0 < π − 2θ <
π

2
かつ 0 < 2θ − π

3
<
π

2

すなわち
π

4
< θ <

5

12
π ゆえに −π

6
< 2θ − 2

3
π <

π

6
· · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)より
√
3 − 1

2
< r 5

1

2
�
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5 y = xe−xより，y′ = (1−x)e−x，y′′ = (x−2)e−x

x 0 · · · 1 · · ·
√
2

y′ + 0 −
y′′ − − −
y 0 極大

√
2e−

√
2

y = xe−xのグラフは，右の図のようなる．
x = 0のとき，y′ = 1であるから，曲線 y = xe−x

上の原点Oにおける接線の傾きは 1

　

O

y

x

y=x

y=ax

y=xe−x

y=xe−
√
2

t
√
2

曲線 y = xe−xと直線 x =
√
2の交点は (

√
2,
√
2e−

√
2)であるから，原点とこの

交点を通る直線の傾きは e−
√
2

上の図から，0 5 a < e−
√
2のとき，S(a)は単調減少である．1 < aのとき，

S(a)は単調増加である．したがって，これらの区間においては，S(a)は最小
値をもたないので，e−

√
2 5 a 5 1において，S(a)の最小値を求めればよい．

曲線 y = xe−xと直線 y = axの交点の x座標を tとすると (0 < t <
√
2)

te−t = at すなわち a = e−t (t = − log a)

関数 f(x) = xe−x−axの原始関数の 1つをF (x) = −(x+1)e−x− a
2
x2とすると

S(a) =

∫ t

0

f(x) dx−
∫ √

2

t

f(x) dx = 2F (t)− F (0)− F (
√
2)

このとき F (t) = −(t+ 1)e−t − a

2
t2 = −

(
t2

2
+ t+ 1

)
e−t, F (0) = −1,

F (
√
2) = −(

√
2 + 1)e−

√
2 − a = −e−t − (

√
2 + 1)e−

√
2

したがって S(a) = −(t+ 1)2e−t + (
√
2 + 1)e−

√
2 + 1

S(a) = g(t)とすると g′(t) = (t+ 1)(t− 1)e−t

t 0 · · · 1 · · ·
√
2

g′(t) − 0 +

g(t) ↘ 極小 ↗

よって，t = 1，すなわち，a = e−1のとき，S(a)は最小となる．

最小値 S(e−1) = g(1) = −4e−1 + (
√
2 + 1)e−

√
2 + 1

�
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6 n桁の数Xが，3で割り切れる確率を an，3で割って 1余る確率を bn，3で割っ
て 2余る確率を cnとすると，次の確率漸化式が成り立つ．

an+1 =
1

5
an +

2

5
bn +

2

5
cn,

bn+1 =
2

5
an +

1

5
bn +

2

5
cn,

cn+1 =
2

5
an +

2

5
bn +

1

5
cn,

a1 =
1

5
, b1 =

2

5
, c1 =

2

5

第 1式から第 3式の辺々を加えると an+1 + bn+1 + cn+1 = an + bn + cn

ゆえに an + bn + cn = a1 + b1 + c1 = 1

bn + cn = 1− anであるから，第 1式は

an+1 =
1

5
an +

2

5
(bn + cn) =

1

5
an +

2

5
(1− an) = −

1

5
an +

2

5

したがって an+1 −
1

3
= −1

5

(
an −

1

3

)
数列

{
an −

1

3

}
は，初項 a1 −

1

3
，公比−1

5
の等比数列であるから

an −
1

3
=

(
a1 −

1

3

)(
−1

5

)n−1

よって，求める確率は an =
1

3
+

2

3

(
−
1

5

)n

補足 第 2式および第 3式から

bn+1 =
1

5
bn +

2

5
(an + cn) =

1

5
bn +

2

5
(1− bn) = −

1

5
bn +

2

5
,

cn+1 =
1

5
cn +

2

5
(an + bn) =

1

5
cn +

2

5
(1− cn) = −

1

5
cn +

2

5

同様にして bn = cn =
1

3
− 1

3

(
−1

5

)n

�
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6.18 2018年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 0でない実数 a，b，cは次の条件 (i)と (ii)を満たしながら動くものとする．

(i) 1 + c2 5 2a.

(ii) 2つの放物線C1 : y = ax2とC2 : y = b(x− 1)2 + cは接している．

ただし，2つの曲線が接するとは，ある共有点において共通の接線をもつこと
であり，その共有点を接点という．

(1) C1とC2の接点の座標を aと cを用いて表せ．

(2) C1とC2の接点が動く範囲を求め，その範囲を図示せよ．

2 n3 − 7n+ 9が素数となるような整数 nをすべて求めよ．

3 αは 0 < α 5 π

2
を満たす定数とし，四角形ABCDに関する次の 2つの条件を

考える．

(i) 四角形ABCDは半径 1の円に内接する．

(ii) ∠ABC = ∠DAB = α.

条件 (i)と (ii)を満たす四角形のなかで，4辺の長さの積

k = AB·BC·CD·DA

が最大となるものについて，kの値を求めよ．

4 コインを n回投げて複素数 z1, z2, · · · , znを次のように定める．

(i) 1回目に表が出れば z1 =
−1 +

√
3 i

2
とし，裏が出れば z1 = 1とする．

(ii) k = 2, 3, · · · , nのとき，k回目に表が出れば zk =
−1 +

√
3 i

2
zk−1とし，裏

が出れば zk = zk−1とする．ただし，zk−1は zk−1の共役複素数である．

このとき，zn = 1となる確率を求めよ．
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5 曲線 y = log x上の点A(t, log t)における法線上に，点 BをAB = 1となるよ
うにとる．ただしBの x座標は tより大きいとする．

(1) 点Bの座標 (u(t), v(t))を求めよ．また
(
du

dt
,
dv

dt

)
を求めよ．

(2) 実数 rは 0 < r < 1を満たすとし，tが rから 1まで動くときに点 Aと
点 Bが描く曲線の長さをそれぞれ L1(r)，L2(r)とする．このとき，極限
lim
r→+0

(L1(r)− L2(r))を求めよ．

6 四面体ABCDはAC = BD，AD = BCを満たすとし，辺ABの中点を P，辺
CDの中点をQとする．

(1) 辺ABと線分 PQは垂直であることを示せ．

(2) 線分 PQを含む平面 αで四面体ABCDを切って 2つの部分に分ける．こ
のとき，2つの部分の体積は等しいことを示せ．
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解答例

1 (1) f(x) = ax2，g(x) = b(x− 1)2 + cとおくと

f ′(x) = 2ax, g′(x) = 2b(x− 1)

C1，C2の共有点の x座標を tとすると，f(t) = g(t)，f ′(t) = g′(t)より

(∗)

{
at2 = b(t− 1)2 + c

2at = 2b(t− 1)

(∗)の第 2式から at = b(t− 1) · · · 1©

a 6= 0，b 6= 0であるから， 1©より t 6= 0, 1

1©と (∗)の第 1式から bを消去すると

at2 = at(t− 1) + c ゆえに t =
c

a

したがって f
( c
a

)
= a

( c
a

)2
=
c2

a
よって，接点は

(
c

a
,
c2

a

)
(2) (1)の結果から，接点の座標を (x, y)とおくと

x =
c

a
, y =

c2

a
(x 6= 0, 1)

上の 2式から a =

(
a

c

)2
c2

a
=

(
1

x

)2

y =
y

x2
， c =

c2

a
·a
c
= y·1

x
=
y

x

これらを 1 + c2 5 2aに代入すると

1 +
(y
x

)2
5 2· y

x2

よって x2 + (y − 1)2 5 1 (x 6= 0, 1)

この不等式の表す領域は，右の図の斜線部分で，
y軸および点 (1, 1)は含まない．

　

O

y

x

2

1

1

補足 右の図から，C1とC2の接点の x座標は

x 6= 0, 1

であることがわかる．

　

O

y

x1

C1C2

C ′
2
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別解 1 + c2 5 2aより，a > 0であるから，k =
1 + c2

2a
とおくと 0 < k 5 1

接点の座標を (x, y)とおくと，(1)の結果から

x =
c

a
=

2kc

1 + c2
, y =

c2

a
=

2kc2

1 + c2

c 6= 0であるから，c = tan θ (−π
2
< θ < 0, 0 < θ < π

2
) とおくと

x = k sin 2θ, y = k(1− cos 2θ)

これは，右の図のように，y軸上の点を除く，
中心 (0, k)，半径 kの円である．接点の x座標
は，x 6= 0, 1であるから，kが 0 < k 5 1の範
囲を動くとき，(2)で求めた図形が得られる．

　

O

y

x

k

2k

�

2 与えらえた整式を変形すると

n3 − 7n+ 9 = (n− 1)n(n+ 1)− 3(2n− 3) · · · (∗)

連続する 3整数の積 (n− 1)n(n+ 1)は 3の倍数であるから，(∗)は 3の倍数で
ある．これが素数であるとき，その値は 3であるから

n3 − 7n+ 9 = 3 ゆえに (n− 1)(n− 2)(n+ 3) = 0

よって，求める整数 nは n = 1, 2,−3 �

3 θ = ∠ABDとおくと

∠DBC = α− θ，∠ADB = π − α− θ

外接円の半径が 1であるから，正弦定理により

AB = 2 sin(π − α− θ) = 2 sin(α + θ),

BC = DA = 2 sin θ,

CD = 2 sin(α− θ)

　

A B

CD

α

θ

θ

したがって k = AB·BC·CD·DA = 16 sin2 θ sin(α + θ) sin(α− θ)
= 8 sin2 θ(cos 2θ − cos 2α) = 16 sin2 θ(− sin2 θ + sin2 α)

= −16
(
sin2 θ − 1

2
sin2 α

)2

+ 4 sin4 α

よって，sin θ =
1√
2
sinαのとき，kは最大値 4 sin4 αをとる． �
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4 nを自然数，ω =
−1 +

√
3i

2
とすると zn ∈ {1, ω, ω2}

zn = 1，zn = ω，zn = ω2となる確率をそれぞれ pn，qn，rnとすると，次の確
率漸化式が成立する．

p1 =
1

2
, q1 =

1

2
, r1 = 0

(∗)


pn+1 =

1

2
pn +

1

2
rn

qn+1 =
1

2
pn +

1

2
rn

rn+1 = qn

　

表

表

表裏 1

ω

ω2

裏

(∗)の第 1式と第 2式から

pn+1 − qn+1 = 0, pn+1 + qn+1 = pn + rn

このとき，pn = qnであるから，pn + qn + rn = 1により rn = 1− 2pn

これを (∗)の第 1式に代入すると

pn+1 =
1

2
pn +

1

2
(1− 2pn) ゆえに pn+1 −

1

3
= −1

2

(
pn −

1

3

)

数列
{
pn −

1

3

}
は，初項が p1 −

1

3
，公比が−1

2
の等比数列であるから

pn −
1

3
=

(
1

2
− 1

3

)(
−1

2

)n−1

すなわち pn =
1

3

{
1−

(
−1

2

)n}

よって，求める確率は
1

3

{
1 −

(
−
1

2

)n}
�
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5 (1) y = log xより y′ =
1

x

曲線 y = log x上の点A(t, log t)における接

線の傾きが
1

t
であるから，この曲線の点Aに

おける法線の傾きは−tであるから，
−→
ABはベ

クトル (1,−t)に平行である．

　

O

y

x

A

B
t

log t

1

AB = 1で，Bの x座標はAの x座標 tより大きいから

−→
AB =

1√
1 + t2

(1,−t)

よって (u(t), v(t)) =
−→
OB =

−→
OA+

−→
AB

= (t, log t) +
1√

1 + t2
(1,−t)

=

(
t +

1
√
1 + t2

, log t −
t

√
1 + t2

)

上式から
(
du

dt
,
dv

dt

)
=

(
1 −

t

(1 + t2)
3
2

,
1

t
−

1

(1 + t2)
3
2

)

(2) A(t, log t)より，
d

dt
log t =

1

t
であるから

L1(r) =

∫ 1

r

√
1 +

(
1

t

)2

dt =

∫ 1

r

√
1 + t2

t
dt

(1)の結果から
(
du

dt
,
dv

dt

)
=

(
1

t
− 1

(1 + t2)
3
2

)
(t, 1)

√(
du

dt

)2

+

(
dv

dt

)2

=

(
1

t
− 1

(1 + t2)
3
2

)
√
t2 + 1 =

√
1 + t2

t
− 1

1 + t2

L2(r) =

∫ 1

r

(√
1 + t2

t
− 1

1 + t2

)
dt

したがって L1(r)− L2(r) =

∫ 1

r

dt

1 + t2

t = tanϕとおくと，t→ +0のとき，ϕ→ +0に注意して

lim
r→+0

(L1(r)− L2(r)) =

∫ π
4

0

1

1 + tan2 ϕ
· dϕ

cos2 ϕ
=

π

4
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補足 不定積分
∫ √

1 +
1

t2
dtについて，t =

1

u
とおくと

∫ √
1 +

1

t2
dt =

∫ √
1 + u2

(
1

u

)′

du

=

√
1 + u2

u
−
∫

u√
1 + u2

·1
u
du

=

√
1 + u2

u
− log(u+

√
1 + u2) + C

よって
∫ √

1 +
1

t2
dt =

√
1 + t2 − log

(
1

t
+

√
1 +

1

t2

)
+ C

これから，L1(r)および L2(r)を求めることもできるが，本題では不要．

発展 本題では曲線の曲率 κが 1，|κ| < 1となる曲線C : y = f(x)を設定している．

Cの弧長

s =

∫ x

x0

√
1 + {f ′(t)}2 dt

を変数とし，C上の点XをX(s) = (x(s), y(s))で
定めると X ′(s) = (x′(s), y′(s))

　

A

N T

−N

C

s− s0 =
∫ s

s0

|X ′(s)| ds
(
|X ′(s)| =

√
{x′(s)}2 + {y′(s)}2

)
これを sで微分することにより |X ′(s)| = 1

T = X ′(s)とおくと，T はA(x(s), y(s))におけるCの単位接ベクトルである．

また，T を反時計回りに
π

2
だけ回転されたベクトル

N = (−y′(s), x′(s)) (6.1)

を単位法ベクトルという．

|X ′(s)|2 = 1より {x′(s)}2 + {y′(s)}2 = 1 · · · (∗)

これを sで微分すると

2x′(s)x′′(s) + 2y′(s)y′′(s) = 0 ゆえに (x′′(s), y′′(s))⊥T

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdf 3 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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したがって，実数 κを用いて

(x′′(s), y′′(s)) = κN = κ(−y′(s), x′(s)) (6.2)

これと (∗)から κ = x′(s)y′′(s)− x′′(s)y′(s)

T の x軸の正の向きとなす角を θとすると tan θ =
y′(s)

x′(s)

これを sで微分すると

1

cos2 θ
·dθ
ds

=
x′(s)y′′(s)− x′′(s)y′(s)

{x′(s)}2

ここで
1

cos2 θ
= 1 + tan2 θ = 1 +

{
y′(s)

x′(s)

}2

=
1

{x′(s)}2

よって κ =
dθ

ds
= x′(s)y′′(s)− x′′(s)y′(s)

また，(6.1)を sで微分すると，(6.2)に注意して

N ′ = (−y′′(s), x′′(s)) = (−κx′(x),−κy′(s)) = −κT

本題において，点AがX(s)であるとき，点BはX(s)−N である．

d

ds
(X(s)−N) = X ′(s)−N ′ = T + κT = (1 + κ)T

曲線 y = log xの曲率 κは

κ =
y′′

(1 + y′2)
3
2

=
− 1

x2(
1 + 1

x2

) 3
2

= − x

(1 + x2)
3
2

1 + κ > 0であるから |(1 + κ)T | = 1 + κ

r → +0のとき θ → π

2
− 0，x = 1のとき θ =

π

4

lim
r→+0

(L1(r)− L2(r)) =

∫ π
4

π
2

{1− (1 + κ)} ds

=

∫ π
4

π
2

(−κ) ds =
∫ π

2

π
4

dθ =
π

4

�
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6 (1) 4ACDと4BDCについて

AC = BD，AD = BC，CDは共通

3辺相等により 4ACD ≡ 4BDC

したがって ∠ACQ = ∠BDQ
4ACQと4BDQについて，2辺夾角相等
により 4ACQ ≡ 4BDQ

したがって AQ = BQ

よって，PQは二等辺三角形ABQの中線
であるから AB⊥PQ

　 A

B

C

D

P

Q

別解
−→
PQ =

−→
PA +

1

2
(
−→
AC+

−→
AD)

−→
PQ =

−→
PB +

1

2
(
−→
BC +

−→
BD)

−→
PA+

−→
PB = ~0に注意して，上の 2式の辺々

を加えて 2倍すると

4
−→
PQ =

−→
AC+

−→
BC +

−→
AD+

−→
BD

したがって

　 A

B

C

D

P

Q

4
−→
PQ·
−→
AB = (

−→
AC+

−→
BC +

−→
AD+

−→
BD)·

−→
AB

= (
−→
AC+

−→
BC)·

−→
AB + (

−→
AD+

−→
BD)·

−→
AB

= (
−→
AC+

−→
BC)·(

−→
AC−

−→
BC) + (

−→
AD+

−→
BD)·(

−→
AD−

−→
BD)

= |
−→
AC|2 − |

−→
BC|2 + |

−→
AD|2 − |

−→
BD|2

|
−→
AC| = |

−→
BD|，|

−→
AD| = |

−→
BC|であるから
−→
PQ·
−→
AB = 0 よって AB⊥PQ

補足 同様にして

4
−→
PQ·
−→
CD = (

−→
AD+

−→
AC+

−→
BD+

−→
BC)·

−→
CD

= (
−→
AD+

−→
AC)·

−→
CD+ (

−→
BD+

−→
BC)·

−→
CD

= (
−→
AD+

−→
AC)·(

−→
AD−

−→
AC) + (

−→
BD+

−→
BC)·(

−→
BD−

−→
BC)

= |
−→
AD|2 − |

−→
AC|2 + |

−→
BD|2 − |

−→
BC|2

|
−→
AC| = |

−→
BD|，|

−→
AD| = |

−→
BC|であるから
−→
PQ·
−→
CD = 0 よって CD⊥PQ
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(2) 4ABCと4ABDについて

AC = BD，BC = AD，ABは共通

3辺相等により 4ABC ≡ 4BAD

したがって ∠CAP = ∠DBP
4CAPと4DBPについて，2辺夾角相等
により 4CAP ≡ 4DBP

したがって CP = DP

よって，PQは二等辺三角形 CDPの中線
であるから CD⊥PQ

　 A

B

C

D

P

Q

線分PQ上に点Rとり，Rを通り線分PQに垂直な平面と辺BC，AC，AD，
BDとの交点を，それぞれ，E，F，G，Hとすると

BA//EF, BA//HG, CD//EH, CD//FG

ゆえに EF//HG，EH//FG すなわち 四角形 EFGHは平行四辺形

A

B

C

D

P

QE

F

G

H

R

E F

GH

R

`

PQを含む平面 αと平行四辺形EFGHとの交線を `とすると，`によって
平行四辺形 EFGHの面積は二等分される．

よって，αによって，四面体ABCDの体積は二等分される． �
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6.19 2019年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 次の各問に答えよ．

(1) 0 < θ <
π

2
とする．cos θは有理数ではないが，cos 2θと cos 3θがともに有

理数となるような θの値を求めよ．ただし，pが素数のとき，
√
pが有理

数でないことは証明なしに用いてよい．

(2) 次の定積分の値を求めよ．

(i)

∫ π
4

0

x

cos2 x
dx

(ii)

∫ π
4

0

dx

cosx

2 f(x) = x3 + 2x2 + 2とする．|f(n)|と |f(n+ 1)|がともに素数となる整数 nを
すべて求めよ．

3 鋭角三角形ABCを考え，その面積を Sとする．0 < t < 1をみたす実数 tに対
し，線分ACを t : 1− tに内分する点をQ，線分BQを t : 1− tに内分する点を
Pとする．実数 tがこの範囲を動くときに点 Pの描く曲線と，線分 BCによっ
て囲まれる部分の面積を，Sを用いて表せ．

4 1つのさいころを n回続けて投げ，出た目を順にX1, X2, · · · , Xnとする．この
とき次の条件をみたす確率を nを用いて表せ．ただしX0 = 0としておく．

条件： 1 5 k 5 nをみたす kのうち，Xk−1 5 4かつXk = 5 が成立す
るような kの値はただ 1つである．

5 半径 1の球面上の 5点A，B1，B2，B3，B4は，正方形 B1B2B3B4を底面とす
る四角錐をなしている．この 5点が球面上を動くとき，四角錐AB1B2B3B4の
体積の最大値を求めよ．

6 iは虚数単位とする．(1 + i)n + (1− i)n > 1010 をみたす最小の正の整数 nを求
めよ．

常用対数表は次ページにある．
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常用対数表 (1)
数 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1.0 .0000 .0043 .0086 .0128 .0170 .0212 .0253 .0294 .0334 .0374

1.1 .0414 .0453 .0492 .0531 .0569 .0607 .0645 .0682 .0719 .0755
1.2 .0792 .0828 .0864 .0899 .0934 .0969 .1004 .1038 .1072 .1106
1.3 .1139 .1173 .1206 .1239 .1271 .1303 .1335 .1367 .1399 .1430
1.4 .1461 .1492 .1523 .1553 .1584 .1614 .1644 .1673 .1703 .1732

1.5 .1761 .1790 .1818 .1847 .1875 .1903 .1931 .1959 .1987 .2014

1.6 .2041 .2068 .2095 .2122 .2148 .2175 .2201 .2227 .2253 .2279
1.7 .2304 .2330 .2355 .2380 .2405 .2430 .2455 .2480 .2504 .2529
1.8 .2553 .2577 .2601 .2625 .2648 .2672 .2695 .2718 .2742 .2765
1.9 .2788 .2810 .2833 .2856 .2878 .2900 .2923 .2945 .2967 .2989

2.0 .3010 .3032 .3054 .3075 .3096 .3118 .3139 .3160 .3181 .3201

2.1 .3222 .3243 .3263 .3284 .3304 .3324 .3345 .3365 .3385 .3404
2.2 .3424 .3444 .3464 .3483 .3502 .3522 .3541 .3560 .3579 .3598
2.3 .3617 .3636 .3655 .3674 .3692 .3711 .3729 .3747 .3766 .3784
2.4 .3802 .3820 .3838 .3856 .3874 .3892 .3909 .3929 .3945 .3962

2.5 .3979 .3997 .4014 .4031 .4048 .4065 .4082 .4099 .4116 .4133

2.6 .4150 .4166 .4183 .4200 .4216 .4232 .4249 .4265 .4281 .4298
2.7 .4314 .4330 .4346 .4362 .4378 .4393 .4409 .4425 .4440 .4456
2.8 .4472 .4487 .4502 .4518 .4533 .4548 .4564 .4579 .4594 .4609
2.9 .4624 .4639 .4654 .4669 .4683 .4698 .4713 .4728 .4742 .4757

3.0 .4771 .4786 .4800 .4814 .4829 .4843 .4857 .4871 .4886 .4900

3.1 .4914 .4928 .4942 .4955 .4969 .4983 .4997 .5011 .5024 .5038
3.2 .5051 .5065 .5079 .5092 .5105 .5119 .5132 .5145 .5159 .5172
3.3 .5185 .5198 .5211 .5224 .5237 .5250 .5263 .5276 .5289 .5302
3.4 .5315 .5328 .5340 .5353 .5366 .5378 .5391 .5403 .5416 .5428

3.5 .5441 .5453 .5465 .5478 .5490 .5502 .5514 .5527 .5539 .5551

3.6 .5563 .5575 .5587 .5599 .5611 .5623 .5635 .5647 .5658 .5670
3.7 .5682 .5694 .5705 .5717 .5729 .5740 .5752 .5763 .5775 .5786
3.8 .5798 .5809 .5821 .5832 .5843 .5855 .5866 .5877 .5888 .5899
3.9 .5911 .5922 .5933 .5944 .5955 .5966 .5977 .5988 .5999 .6010

4.0 .6021 .6031 .6042 .6053 .6064 .6075 .6085 .6096 .6107 .6117

4.1 .6128 .6138 .6149 .6160 .6170 .6180 .6191 .6201 .6212 .6222
4.2 .6232 .6243 .6253 .6263 .6274 .6284 .6294 .6304 .6314 .6325
4.3 .6335 .6345 .6355 .6365 .6375 .6385 .6395 .6405 .6415 .6425
4.4 .6435 .6444 .6454 .6464 .6474 .6484 .6493 .6503 .6513 .6522

4.5 .6532 .6542 .6551 .6561 .6571 .6580 .6590 .6599 .6609 .6618

4.6 .6628 .6637 .6646 .6656 .6665 .6675 .6684 .6693 .6702 .6712
4.7 .6712 .6730 .6739 .6749 .6758 .6767 .6776 .6785 .6794 .6803
4.8 .6812 .6821 .6830 .6839 .6848 .6857 .6866 .6875 .6884 .6893
4.9 .6902 .6911 .6920 .6928 .6937 .6946 .6955 .6964 .6972 .6981

5.0 .6990 .6998 .7007 .7016 .7024 .7033 .7042 .7050 .7059 .7067

5.1 .7076 .7084 .7093 .7101 .7110 .7118 .7126 .7135 .7143 .7152
5.2 .7160 .7168 .7177 .7185 .7193 .7202 .7210 .7218 .7226 .7235
5.3 .7243 .7251 .7259 .7267 .7275 .7284 .7292 .7300 .7308 .7316
5.4 .7324 .7332 .7340 .7348 .7356 .7364 .7372 .7380 .7388 .7396

小数第 5位を四捨五入し，小数第 4位まで掲載している．
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常用対数表 (2)
数 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

5.5 .7404 .7412 .7419 .7427 .7435 .7443 .7451 .7459 .7466 .7474

5.6 .7482 .7490 .7497 .7505 .7513 .7520 .7528 .7536 .7543 .7551
5.7 .7559 .7566 .7574 .7582 .7589 .7597 .7604 .7612 .7619 .7627
5.8 .7634 .7642 .7649 .7657 .7664 .7672 .7679 .7686 .7694 .7701
5.9 .7709 .7716 .7723 .7731 .7738 .7745 .7752 .7760 .7767 .7774

6.0 .7782 .7789 .7796 .7803 .7810 .7818 .7825 .7832 .7839 .7846

6.1 .7853 .7860 .7868 .7875 .7882 .7889 .7896 .7903 .7910 .7917
6.2 .7924 .7931 .7938 .7945 .7952 .7959 .7966 .7973 .7980 .7987
6.3 .7993 .8000 .8007 .8014 .8021 .8028 .8035 .8041 .8048 .8055
6.4 .8062 .8069 .8075 .8082 .8089 .8096 .8102 .8109 .8116 .8122

6.5 .8129 .8136 .8142 .8149 .8156 .8162 .8169 .8176 .8182 .8189

6.6 .8195 .8202 .8209 .8215 .8222 .8228 .8235 .8241 .8248 .8254
6.7 .8261 .8267 .8274 .8280 .8287 .8293 .8299 .8306 .8312 .8319
6.8 .8325 .8331 .8338 .8344 .8351 .8357 .8363 .8370 .8376 .8382
6.9 .8388 .8395 .8401 .8407 .8414 .8420 .8426 .8432 .8439 .8445

7.0 .8451 .8457 .8463 .8470 .8476 .8482 .8488 .8494 .8500 .8506

7.1 .8513 .8519 .8525 .8531 .8537 .8543 .8549 .8555 .8561 .8567
7.2 .8573 .8579 .8585 .8591 .8597 .8603 .8609 .8615 .8621 .8627
7.3 .8633 .8639 .8645 .8651 .8657 .8663 .8669 .8675 .8681 .8686
7.4 .8692 .8698 .8704 .8710 .8716 .8722 .8727 .8733 .8739 .8745

7.5 .8751 .8756 .8762 .8768 .8774 .8779 .8785 .8791 .8797 .8802

7.6 .8808 .8814 .8820 .8825 .8831 .8837 .8842 .8848 .8854 .8859
7.7 .8865 .8871 .8876 .8882 .8887 .8893 .8899 .8904 .8910 .8915
7.8 .8921 .8927 .8932 .8938 .8943 .8949 .8954 .8960 .8965 .8971
7.9 .8976 .8982 .8987 .8993 .8998 .9004 .9009 .9015 .9020 .9025

8.0 .9031 .9036 .9042 .9047 .9053 .9058 .9063 .9069 .9074 .9079

8.1 .9085 .9090 .9096 .9101 .9106 .9112 .9117 .9122 .9128 .9133
8.2 .9138 .9143 .9149 .9154 .9159 .9165 .9170 .9175 .9180 .9186
8.3 .9191 .9196 .9201 .9206 .9212 .9217 .9222 .9227 .9232 .9238
8.4 .9243 .9248 .9253 .9258 .9263 .9269 .9274 .9279 .9284 .9289

8.5 .9294 .9299 .9304 .9309 .9315 .9320 .9325 .9330 .9335 .9340

8.6 .9345 .9350 .9355 .9360 .9365 .9370 .9375 .9380 .9385 .9390
8.7 .9395 .9400 .9405 .9410 .9415 .9420 .9425 .9430 .9435 .9440
8.8 .9445 .9450 .9455 .9460 .9465 .9469 .9474 .9479 .9484 .9489
8.9 .9494 .9499 .9504 .9509 .9513 .9518 .9523 .9528 .9533 .9538

9.0 .9542 .9547 .9552 .9557 .9562 .9566 .9571 .9576 .9581 .9586

9.1 .9590 .9595 .9600 .9605 .9609 .9614 .9619 .9624 .9628 .9633
9.2 .9638 .9643 .9647 .9652 .9657 .9661 .9666 .9671 .9675 .9680
9.3 .9685 .9689 .9694 .9699 .9703 .9708 .9713 .9717 .9722 .9727
9.4 .9731 .9736 .9741 .9745 .9750 .9754 .9759 .9763 .9768 .9773

9.5 .9777 .9782 .9786 .9791 .9795 .9800 .9805 .9809 .9814 .9818

9.6 .9823 .9827 .9832 .9836 .9841 .9845 .9850 .9854 .9859 .9863
9.7 .9868 .9872 .9877 .9881 .9886 .9890 .9894 .9899 .9903 .9908
9.8 .9912 .9917 .9921 .9926 .9930 .9934 .9939 .9943 .9948 .9952
9.9 .9956 .9961 .9965 .9969 .9974 .9978 .9983 .9987 .9991 .9996

小数第 5位を四捨五入し，小数第 4位まで掲載している．
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解答例

1 (1) cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θ = cos θ(4 cos2 θ − 3) = cos θ(2 cos 2θ − 1)

2 cos 2θ − 1 6= 0とすると，上式より

cos θ =
cos 3θ

2 cos 2θ − 1

cos 2θ，cos 3θが有理数であるから，右辺は有理数で，左辺が無理数であ
ることに反する．したがって

2 cos 2θ − 1 = 0

0 < θ <
π

2
に注意して，これを解くと θ =

π

6

実際 cos θ =

√
3

2
，cos 2θ =

1

2
，cos 3θ = 0 よって θ =

π

6

(2) (i)

∫ π
4

0

x

cos2 x
dx =

∫ π
4

0

x(tanx)′ dx =

[
x tanx

]π
4

0

−
∫ π

4

0

tanx dx

=
π

4
+

[
log cos x

]π
4

0

=
π

4
−

1

2
log 2

(ii)

∫ π
4

0

dx

cosx
=

∫ π
4

0

cosx

1− sin2 x
dx =

1

2

∫ π
4

0

(
cosx

1 + sin x
+

cos x

1− sin x

)
dx

=
1

2

[
log

1 + sin x

1− sinx

]π
4

0

=
1

2
log

√
2 + 1√
2− 1

= log(
√
2 + 1)

�

2 nと n+ 1の一方は，偶数であるから，それを 2kとすると (kは整数)

f(2k) = (2k)3 + 2(2k)2 + 2 = 2(4k3 + 4k2 + 1)

|f(2k)|が素数であるとき 4k3 + 4k2 + 1 = ±1

ゆえに k2(k + 1) = 0 または 2k2(k + 1) + 1 = 0 すなわち k = −1, 0

したがって，k 5 −2, 1 5 kの場合は |f(2k)|は合成数である．

これより，次を調べればよい．

n −3 −2 −1 0 1

|f(n)| 7 2 3 2 5

よって n = −3,−2,−1, 0 �
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3 (1) 座標平面上に 3点A(0, a)，B(b, 0)，
C(c, 0)をとる (a > 0，b < 0 < c)．
線分 ACを t : 1 − tに内分する点Q

の位置ベクトルは

−→
OQ = (1− t)

−→
OA+ t

−→
OC

したがって，線分 BQを t : 1 − tに
内分する点 Pの位置ベクトルは

　

t

1−t
t

O

y

x

1−t

Aa

B

Q

C
b c

P(x, y)

−→
OP = (1− t)

−→
OB+ t

−→
OQ = (1− t)

−→
OB+ t{(1− t)

−→
OA+ t

−→
OC}

= t(1− t)
−→
OA+ (1− t)

−→
OB+ t2

−→
OC

P(x, y)とすると，
−→
OA = (0, a)，

−→
OB = (b, 0)，

−→
OC = (c, 0)より

x = b(1− t) + ct2, y = at(1− t)

このとき
t 0 −→ 1

x b −→ c
y = 0，

dx

dt
= −b+ 2ct

S =
1

2
(c− b)aに注意すると，点 Pと線分BCで囲まれる部分の面積は，∫ c

b

y dx =

∫ 1

0

y
dx

dt
dt =

∫ 1

0

at(1− t)(−b+ 2ct) dt

= −ab
∫ 1

0

t(1− t) dt+ 2ac

∫ 1

0

t2(1− t) dt

= −ab·1
6
+ 2ac· 1

12
=

1

6
(c− b)a

=
1

3
·1
2
(c− b)a =

1

3
S

�

4 連続して i回 4以下の事象を Ai，連続して j 回 5以上の事象を Bj とすると，
AiBjAkの順に起きる確率であるから (i, k = 0, j = 1, i+ j + k = n)∑

i,k=0,j=1,

i+j+k=n

(
2

3

)i(
1

3

)j (
2

3

)k

=
∑

i=0,k=0,

i+k5n−1

2i+k

3n
=

1

3n

n−1∑
k=0

2k
n−k−1∑
i=0

2i

=
1

3n

n−1∑
k=0

2k(2n−k − 1) =
1

3n

n−1∑
k=0

(2n − 2k)

=
1

3n
{n·2n − (2n − 1)} =

(n − 1)·2n + 1

3n

�
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5 原点Oを中心とする球面x2+y2+z2 = 1上に4点 (±a,±a, b)および点 (0, 0, 1)

の 5点を頂点する四角錐の体積 V とすると (a > 0)

2a2 + b2 = 1, V =
1

3
(2a)2(1− b) = 4

3
a2(1− b)

aを消去すると V =
2

3
(1− b2)(1− b) = 2

3
(1 + b)(1− b)2 · · · 1©

−1 < b < 1であるから，3正数 2(1 + b)，1− b，1− bの相加平均・相乗平均の
大小関係により

2(1 + b) + (1− b) + (1− b)
3

= 3
√
2(1 + b)(1− b)2

したがって (1 + b)(1− b)2 5 32

27
· · · 2©

2©で等号が成立するとき 2(1 + b) = 1− b すなわち b = −1

3

1©， 2©より V 5 64

81
よって，最大値は

64

81
�

6 1± i =
√
2
(
cos

π

4
± i sin π

4

)
より (復号同順)

(1 + i)n + (1− i)n = (
√
2)n
(
cos

nπ

4
+ i sin

nπ

4

)
+ (
√
2)n
(
cos

nπ

4
− i sin nπ

4

)
= 2(
√
2)n cos

nπ

4
> 1010 · · · (∗)

cos
nπ

4
> 0を満たす nは n ≡ 0, ± 1 (mod 8)

(i) n = 8k のとき，(∗)は 2(
√
2)8k > 1010 ゆえに 24k+1 > 1010

4k + 1 >
10

log10 2
ゆえに k >

5

log10 4
− 0.25

(ii) n = 8k±1のとき，(∗)は 2(
√
2)8k±1· 1√

2
> 1010 ゆえに 2

8k+1±1
2 > 1010

8k + 1± 1

2
>

10

log10 2
ゆえに k >

5

log10 4
− 1± 1

8

常用対数表により，0.60205 5 log10 4 < 0.60215であるから，(i)，(ii)において

5

log10 4
>

5

0.60215
> 8.3, 0 = −1± 1

8
= −0.25 ゆえに k = 9

したがって，n = 8·9− 1 = 71 よって，求める最小の整数 nは 71 �
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6.20 2020年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 a，bは実数で，a > 0とする．zに関する方程式

z3 + 3az2 + bz + 1 = 0 (∗)

は 3つの相異なる解を持ち，それらは複素数平面上で一辺の長さが
√
3aの正三

角形の頂点となっているとする．このとき，a，bと (∗)の 3つの解を求めよ．

2 pを正の整数とする．α，βは xに関する方程式 x2− 2px− 1 = 0の 2つの解で，
|α| > 1であるとする．

(1) すべての正の整数 nに対し，αn + βnは整数であり，さらに偶数であるこ
とを証明せよ．

(2) 極限 lim
n→∞

(−α)n sin(αnπ)を求めよ．

3 kを正の実数とする．座標空間において，原点Oを中心とする半径 1の球面上
の 4点A，B，C，Dが次の関係式を満たしている．

−→
OA·
−→
OB =

−→
OC·
−→
OD =

1

2
,

−→
OA·
−→
OC =

−→
OB·
−→
OC = −

√
6

4
,

−→
OA·
−→
OD =

−→
OB·
−→
OD = k.

このとき，kの値を求めよ．ただし，座標空間の点X，Yに対して，
−→
OX·
−→
OYは，−→

OXと
−→
OYの内積を表す．
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4 正の整数 aに対して，

a = 3bc (b, cは整数で cは 3で割り切れない)

の形に書いたとき，B(a) = bと定める．例えば，B(32·5) = 2である．
m，nは整数で，次の条件を満たすとする．

(i) 1 5 m 5 30．

(ii) 1 5 n 5 30．

(iii) nは 3で割り切れない．

このような (m, n)について

f(m, n) = m3 + n2 + n+ 3

とするとき，

A(m, n) = B(f(m, n))

の最大値を求めよ．また，A(m, n)の最大値を与えるような (m, n)をすべて
求めよ．

5 縦 4個，横 4個のマス目のそれぞれに 1，2，3，4の数字を入れていく．このマ
ス目の横の並びを行といい，縦の並びを列という．どの行にも，どの列にも同
じ数字が 1回しか現れない入れ方は何通りあるか求めよ．下図はこのような入
れ方の 1例である．

1 2 3 4

3 4 1 2

4 1 2 3

2 3 4 1

6 x，y，zを座標とする空間において，xz平面内の曲線

z =
√

log(1 + x) (0 5 x 5 1)

を z軸のまわりに 1回転させるとき，この曲線が通過した部分よりなる図形を
Sとする．この Sをさらに x軸のまわりに 1回転させるとき，Sが通過した部
分よりなる立体を V とする．このとき，V の体積を求めよ．
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解答例

1 3次方程式 z3 + 3az2 + bz + 1 = 0は実数を係数とするから，その解を α, α, k

とすると (kは実数)，解と係数の関係により

α+ α+ k = −3a, αα + kα + kα = b, ααk = |α|2k = −1 · · · (∗∗)

上の第 1式から
α + α + k

3
= −a ゆえに 正三角形の重心 (外心)は −a

正三角形の一辺の長さが
√
3aであるから，外接円

の半径をRとすると，正弦定理により
√
3a

sin π
3

= 2R ゆえに R = a

三角形の 3頂点の 1つは実軸上で，他の 2頂点は，
実軸に対して対称である．実数解 kは中心−a，半
径 aの円周上にあり，(∗∗)の第 3式に注意すると，
k 6= 0であるから

k = −2a

　

k Re

Im

−a

α

α

O

2π
3

右の図から，|α− 0| = aより，|α| = a．これらを (∗∗)の第 3式に代入すると

a2·(−2a) = −1 ゆえに a =
1
3
√
2
, k = −2· 1

3
√
2
= − 3
√
4

argα =
2π

3
より α = a

(
cos

2π

3
+ i sin

2π

3

)
=

1
3
√
2

(
−1

2
+

√
3

2
i

)

α =
1
3
√
2

(
−1

2
−
√
3

2
i

)

(∗∗)の第 2式から b = |α|2 + k(α + α)

= a2 + (−2a)(−a) = 3a2 = 3

(
1
3
√
2

)2

=
3
3
√
4

よって a =
1
3
√
2
, b =

3
3
√
4

解は − 3
√
4,

1
3
√
2

(
−
1

2
±

√
3

2
i

)
�
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2 (1) 方程式 x2 − 2px− 1 = 0の解が α，βであるから，解と係数の関係により

α + β = 2p, αβ = −1

また α2 + β2 = (α + β)2 − 2αβ = 4p2 + 2 = 2(2p2 + 1)

qn = αn + βnとおくと，pは整数であるから，q1，q2は偶数である．

αn+2 + βn+2 = (α + β)(αn+1 + βn+1)− αβ(αn + βn)であるから

qn+2 = 2pqn+1 + qn · · · (∗)

q1，q2は偶数の整数であるから，(∗)より，{qn}は整数である．
さらに，法 2について

qn+2 ≡ qn (mod 2)

したがって，{qn}は偶数，すなわち，αn + βnは偶数である．

(2) αβ = −1，|α| > 1より，0 < |β| = 1

|α|
< 1．(1)の結果を用いて

lim
n→∞

(−α)n sin(αnπ) = lim
n→∞

(
1

β

)n

sin{(αn + βn)π − βnπ}

= lim
n→∞

sin(−βnπ)

βn
= lim

n→∞
(−π)·sin β

nπ

βnπ
= −π

�
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3 ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC，~d =

−→
OD

とおくと |~a| = |~b| = |~c| = |~d| = 1，

~a·~b = ~c·~d =
1

2

|
−→
AB|2 = |~b− ~a|2 = |~b|2 − 2~a·~b+ |~a|2

= 1− 2·1
2
+ 1 = 1,

|
−→
CD|2 = |~d−~c|2 = |~d|2 − 2~c·~d+ |~c|2

= 1− 2·1
2
+ 1 = 1

　

A(~a)

B(~b)

M

C(~c)

x

y

z
D(~d)

θ

π
3

O

|
−→
AB| = 1，|

−→
CD| = 1より，4OAB，4OCDは，正三角形である．

−→
OA·
−→
OC =

−→
OB·
−→
OC = −

√
6

4
，
−→
OA·
−→
OD =

−→
OB·
−→
OD = kより

−→
AB·
−→
OC = 0,

−→
AB·
−→
OD = 0 ゆえに

−→
AB⊥

−→
OC,

−→
AB⊥

−→
OD

A，Bを xy平面上の点とすると，C，Dは yz平面上の点である．

辺ABの中点をMとすると，OM =

√
3

2

−−→
OM·
−→
OC =

1

2
(~a+~b)·~c = 1

2
(~a·~c+~b·~c) = −

√
6

4

−−→
OMと

−→
OCのなす角を θとすると

cos θ =

−−→
OM·
−→
OC

|
−−→
OM||

−→
OC|

=
−

√
6
4√

3
2
·1

= − 1√
2
ゆえに θ =

3π

4

−−→
OMと

−→
ODのなす角は

3π

4
± π

3

−−→
OMと

−→
ODの内積は

−−→
OM·
−→
OD =

1

2
(~a+~b)·~d =

1

2
(~a·~d+~b·~d) = k > 0

−−→
OMと

−→
ODのなす角は，鋭角であるから

3π

4
− π

3
=

5π

12

よって k =
−−→
OM·
−→
OD = |

−−→
OM||

−→
OD| cos 5π

12
=

√
3

2
·1·
√
6−
√
2

4
=

3
√
2 −

√
6

8
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別解 ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OC，~d =

−→
ODとおく．

|~a| = |~b| = 1より，2つのベクトル~a+~b，~a−~bは垂直である．~a·~b = 1

2
より

|~a±~b|2 = |~a|2 ± 2~a·~b+ |~b|2 = 2± 1 (複号同順)

直交する 2つの単位ベクトル~e，~f を次のようにおく．

~e =
~a+~b

|~a+~b|
=

1√
3
(~a+~b), ~f =

~a−~b
|~a−~b|

= ~a−~b

~c− (~c·~e)~e− (~c·~f)~f は，~eおよび ~f と垂直である．~a·~c = ~b·~c = −
√
6

4
より

~c·~e = 1√
3
~c·(~a+~b) = 1√

3

(
−
√
6

4
−
√
6

4

)
= − 1√

2
,

~c·~f = ~c·(~a−~b) = 0

したがって，ベクトル~c+
1√
2
~e =

1√
2
(
√
2~c+~e)は，~eおよび ~f と垂直である．

∣∣∣√2~c+~e∣∣∣2 = 2|~c|2 + 2
√
2~c·~e+ |~e|2 = 2 + 2

√
2

(
− 1√

2

)
+ 1 = 1

~g =
√
2~c+~eとおくと，3つの単位ベクトル~e，~f，~gは互いに直交する．

~d·~e = 1√
3
~d·(~a+~b) = 2√

3
k, ~d·~f = ~d·(~a−~b) = 0,

~d·~g = ~d·(
√
2~c+~e) =

1√
2
+

2√
3
k

~d = (~d·~e)~e+ (~d·~f)~f + (~d·~g)~g より ~d =
2√
3
k~e+

(
1√
2
+

2√
3
k

)
~g

|~d|2 = 1であるから
(

2√
3
k

)2

+

(
1√
2
+

2√
3
k

)2

= 1

整理すると 8k2 + 2
√
6k − 3

2
= 0 これを解いて k =

−
√
6± 3

√
2

8

条件より，k > 0であるから k =
3
√
2 −

√
6

8
�
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4 法 3について m ≡ 0 =⇒ m3 ≡ 0, m ≡ ±1 =⇒ m3 ≡ ±1 (複号同順)

したがって m3 ≡ 0⇐⇒ m ≡ 0, m3 ≡ ±1⇐⇒ m ≡ ±1 (複号同順)

条件より，nは 3で割り切れないから n ≡ ±1 (mod 3)

• n ≡ 1 (mod 3)のとき，n2 + n+ 3 ≡ 2 (mod 3)である．

(∗) f(m, n) = m3 + n2 + n+ 3

(∗) が 3で割りれるとき m3 ≡ 1 すなわち m ≡ 1 (mod 3)

f(m, n) = (m− 1)3 + 3(m− 1)2 + 3(m− 1) + (n− 1)2 + 3(n− 1) + 6

(m− 1)3，3(m− 1)2は 27で割り切れ，3(m− 1)，(n− 1)2，3(n− 1)は 9で割
り切れる．このとき，f(m, n)は 3で割り切れるが，32では割り切れない．

• n ≡ −1 (mod 3)のとき，n2 + n+ 3 ≡ 0 (mod 3)である．

(∗)が 3で割り切れるとき m3 ≡ 0 すなわち m ≡ 0 (mod 3)

(∗)より f(m, n) = m3 + (n+ 1)2 − (n+ 1) + 3 · · · 1©

m3は 27で割り切れ，(n+ 1)2は 9で割り切れる． 1©が 9で割り切れるとき

−(n+ 1) + 3 ≡ 0 ゆえに n+ 1 ≡ 3 (mod 9)

n+ 1 = 9N + 3 · · · 2©とおくと (kは整数)

f(m, n) = m3 + (9N + 3)2 − (9N + 3) + 3

= m3 + 81N2 + 9(5N + 1) · · · 3©

m3は 27で割り切れ，81N2は 81で割り切れるから， 3©が 27で割り切れるとき

5N + 1 ≡ 0 すなわち N ≡ 1 (mod 3)

これと 2©を 1 5 n 5 30に適用すると N = 1，n = 11

m = 3M とおくと (M は整数)， 3©は

f(m, n) = 27M3 + 135 = 27(M3 + 5)

M3 + 5 ≡ 0，すなわち，M ≡ 1 (mod 3)のとき，A(m, n)は最大値 4をとる．
このとき，(m, n) = (3, 11), (12, 11), (21, 11), (30, 11) �
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5 1行目にA，B，C，Dを固定し，本題の条件を満たすように，2行目～4行目
を並べたとき，行ごと入れ替えても，条件は満たされる．そこで，第 2行第 1

列目から第 4行第 1列目までを上から順に，B，C，Dとすると，第 2行第 2列
に配置する文字X (X = A, C, D)の場合に分けてその総数を求める．

A B C D

2 行 目

3 行 目

4 行 目

A B C D

B X

C

D

第 2行第 2列に配置されるA，C，Dの場合の数は，それぞれ，2, 1, 1通りある．

A B C D

B A D C

C D A B

D C B A

A B C D

B A D C

C D B A

D C A B

A B C D

B C D A

C D A B

D A B C

A B C D

B D A C

C A D B

D C B A

1，2，3，4をA，B，C，Dに 1対 1に対応させる (全単射)場合の数は 4!通り．
2行目～4行目までの入れ替えの総数は 3!通り．これと場合分けの総数により

4!× 3!× (2 + 1 + 1) = 576 (通り)

�
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6 f(x) =
√

log(1 + x) (0 5 x 5 1)とおく．

Sの平面 x = t上に 3点

P(t, 0, 0), Q(t, 0, f(t)),

R(t,
√
1− t2, f(1))

をとると

　

1t

1

f(1)

f(t)

√
1−t2
1

x

z

y

P

Q

R

O

S

PR2 − PQ2 = {(
√
1− t2)2 + f(1)2} − f(t)2

= 1− t2 + log 2− log(1 + t)

求める立体の体積 V は，yz平面に関して対称であることに注意して

V

2π
=

∫ 1

0

(PR2 − PQ2) dt

=

∫ 1

0

{1− t2 + log 2− log(1 + t)} dt

=

[
2t− t3

3
+ t log 2− (1 + t) log(1 + t)

]1
0

=
5

3
− log 2

よって V = 2π

(
5

3
− log 2

)
�
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6.21 2021年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 次の各問に答えよ．

(1) xyz空間の 3点A(1, 0, 0)，B(0,−1, 0)，C(0, 0, 2)を通る平面 αに関し
て点P(1, 1, 1)と対称な点Qの座標を求めよ．ただし，点Qが平面 αに
関して Pと対称であるとは，線分 PQの中点Mが平面 α上にあり，直線
PMが Pから平面 αに下ろした垂線となることである．

(2) 赤玉，白玉，青玉，黄玉が 1個ずつ入った袋がある．よくかきまぜた後に
袋から玉を 1個取り出し，その玉の色を記録してから袋に戻す．この試行
を繰り返すとき，n回目の試行で初めて赤玉が取り出されて 4種類全ての
色が記録済みとなる確率を求めよ．ただし nは 4以上の整数とする．

2 曲線 y =
1

2
(x2 + 1)上の点 Pにおける接線は x軸と交わるとし，その交点をQ

とおく．線分 PQの長さを Lとするとき，Lが取りうる値の最小値を求めよ．

3 無限級数
∞∑
n=0

(
1

2

)n

cos
nπ

6
の和を求めよ．

4 曲線 y = log(1 + cosx)の 0 5 x 5 π

2
の部分の長さを求めよ．

5 xy平面において，2点 B(−
√
3,−1)，C(

√
3,−1)に対し，点 Aは次の条件 (∗)

を満たすとする．

(∗) ∠BAC =
π

3
かつ点Aの y座標は正．

次の各問に答えよ．

(1) 4ABCの外心の座標を求めよ．

(2) 点Aが条件 (∗)を満たしながら動くとき，4ABCの垂心の軌跡を求めよ．

6 次の各問に答えよ．

(1) nを 2以上の整数とする．3n−2nが素数ならばnも素数であることを示せ．

(2) aを 1より大きい定数とする．微分可能な関数 f(x)が f(a) = af(1)を満
たすとき，曲線 y = f(x)の接線で原点 (0, 0)を通るものが存在すること
を示せ．
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解答例

1 (1) 3点A(1, 0, 0)，B(0,−1, 0)，C(0, 0, 2)を通る平面 αの方程式は

x

1
+

y

−1
+
z

2
= 1 すなわち α : 2x− 2y + z = 2

αの法線ベクトルを ~n = (2,−2, 1)とし，PQの中点をMとすると

−−→
PM = k~n (kは定数) ゆえに

−−→
OM =

−→
OP + k~n

Mの座標を (x1, y1, z1)とおくと

(x1, y1, z1) = (1, 1, 1) + k(2,−2, 1) = (1 + 2k, 1− 2k, 1 + k)

Mは平面 α上の点であるから

2(1 + 2k)− 2(1− 2k) + 1 + k = 2 これを解いて k =
1

9

PとQは平面 αに関して対称であるから，
−→
PQ = 2k~nより

−→
OQ =

−→
OP + 2k~n = (1, 1, 1) +

2

9
(2,−2, 1) =

(
13

9
,
5

9
,
11

9

)

よって Q

(
13

9
,
5

9
,
11

9

)
(2) n− 1回目まで赤玉以外の 1色である場合の数は 3 (通り)

n− 1回目まで赤玉以外の 2色である場合の数は

3C2(2
n−1 − 2) = 3(2n−1 − 2) (通り)

n− 1回目まで赤玉以外の 3色である場合の数は

3n−1 − 3(2n−1 − 2)− 3 = 3n−1 − 3·2n−1 + 3

よって，求める確率は

3n−1 − 3·2n−1 + 3

4n−1
× 1

4
=

3n−1 − 3·2n−1 + 3

4n

�
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2 y =
1

2
(x2 + 1)を微分すると y′ = x

曲線 y =
1

2
(x2 + 1)上の点 P

(
t,

1

2
(t2 + 1)

)
における接線の方程式は

y − 1

2
(t2 + 1) = t (x− t) すなわち y = tx+

1

2
(1− t2)

t 6= 0のとき，この接線は x軸と交点Qがあり，その x座標は

0 = tx+
1

2
(1− t2) これを解いて x =

t

2
− 1

2t

Q

(
t

2
− 1

2t
, 0

)
であるから，PQの長さ Lは

L2 =

{(
t

2
− 1

2t

)
− t
}2

+

(
t2 + 1

2

)2

=
1

4

(
t+

1

t

)2

+
1

4
(t2 + 1)2

=
1

4

(
t4 + 3t2 + 3 +

1

t2

)
s = t2，f(s) = L2とおくと (s > 0)

f(s) =
1

4

(
s2 + 3s+ 3 +

1

s

)
,

f ′(s) =
1

4

(
2s+ 3− 1

s2

)
=

1

4s2
(2s3 + 3s2 − 1)

=
1

4s2
(s+ 1)2(2s− 1)

したがって，f(s)の増減表は

s (0) · · · 1
2
· · ·

f ′(s) − 0 +

f(s) ↘ 27
16
↗

よって，s =
1

2
，すなわち，t = ± 1√

2
のとき，Lは最小値

3
√
3

4
をとる． �
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3 z =
1

2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
とおくと

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

(
1

2

)n (
cos

nπ

6
+ i sin

nπ

6

)
= 0

z 6= 1より
n∑

k=0

zk =
1− zn+1

1− z
ゆえに

∞∑
n=0

zn =
1

1− z
· · · (∗)

z =
1

2

(√
3

2
+

1

2
i

)
=

1

4
(
√
3 + i)より

1

1− z
=

4

4− 4z
=

4

4−
√
3− i

=
4(4−

√
3 + i)

(4−
√
3)2 + 1

=
4−
√
3 + i

5− 2
√
3

=
(4−

√
3)(5 + 2

√
3) + (5 + 2

√
3)i

13

=
14 + 3

√
3

13
+

5 + 2
√
3

13
i

(∗)の実部を比較すると
∞∑
n=0

(
1

2

)n

cos
nπ

6
=

14 + 3
√
3

13

補足 (∗)の虚部を比較すると
∞∑
n=0

(
1

2

)n

sin
nπ

6
=

5 + 2
√
3

13
�
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4 y = log(1 + cos x)より
dy

dx
= − sin x

1 + cosx

1 +

(
dy

dx

)2

= 1 +

(
− sinx

1 + cos x

)2

=
2(1 + cos x)

(1 + cos x)2
=

2

1 + cosx
=

1

cos2 x
2

求める弧長を Lとすると

L =

∫ π
2

0

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =

∫ π
2

0

dx

cos x
2

t = sin
x

2
とおくと

dt

dx
=

1

2
cos

x

2

x 0 −→ π
2

t 0 −→ 1√
2

したがって

L =

∫ 1√
2

0

2

1− t2
dt =

∫ 1√
2

0

(
1

1 + t
+

1

1− t

)
dt

=

[
log

1 + t

1− t

] 1√
2

0

= 2 log(
√
2 + 1)

�
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5 (1) B(−
√
3,−1)，C(

√
3,−1)より

BC = 2
√
3

4ABCの外接円の半径を Rとすると，
正弦定理により

R =
1

2
· BC
sinA

=
2
√
3

2 sin π
3

=
2
√
3√
3

= 2

4ABCの外心をOとすると，OはBC

の垂直二等分線，すなわち，y軸にある
から，その座標を (0, k)とすると√
3 + (k + 1)2 = 2 ゆえに k = 0,−2

　

O

y

x

A

B C−1

−
√
3

√
3

π
3

−2

π
3

A′

これらの kについて，∠BAC =
π

3
となるのは，Aが図の円周上の実線部

分にあるときで，そのAの y座標が正であるから

k = 0 よって O(0, 0)

(2) (1)の結果から，AはOを中心とする半径 2の円周上の y座標が正である
点であるから，Aの座標を次のように定める．

A(s, t), s2 + t2 = 4, t > 0 (∗)

ここで，
−→
OH =

−→
OA+

−→
OB+

−→
OCとすると

−→
AH·
−→
BC = (

−→
OB+

−→
OC)·(

−→
OC−

−→
OB) = |

−→
OC|2 − |

−→
OB|2 = 0,

−→
BH·
−→
CA = (

−→
OA+

−→
OC)(

−→
OA−

−→
OC) = |

−→
OA|2 − |

−→
OC|2 = 0

上の結果から，Hは4ABCの垂心で，H(x, y)とおくと(
x

y

)
=

(
s

t

)
+

(
−
√
3

−1

)
+

( √
3

−1

)
=

(
s

t− 2

)
s = x，t = y + 2を (∗)に代入すると

x2 + (y + 2)2 = 4, y + 2 > 0

求める軌跡の方程式は x2 + (y + 2)2 = 4, y > −2

補足 外心O，重心G，垂心Hは同一直線 (オイラー線)上にあり 2，
−→
OH = 3

−→
OG．

�
2http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki 2020.pdf 4

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2020.pdf
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6 (1) n = pqとすると (p, qは 1以外の自然数)

3n − 2n = (3p)q − (2p)q = (3p − 2p)

q∑
k=1

(3p)q−k(2p)k−1

このとき，3p − 2p > 1，
q∑

k=1

(3p)q−k(2p)k−1 > 1であるから

3n − 2n

は合成数であるから，3n − 2nが素数ならば，nは素数である．

(2) g(x) =
f(x)

x
とおくと g′(x) =

xf ′(x)− f(x)
x2

f(a) = af(1)より
f(1)

1
=
f(a)

a
ゆえに g(1) = g(a)

平均値の定理により，次式を満たす c (1 < c < a)が存在する

g′(c) = 0 すなわち cf ′(c)− f(c) = 0

したがって，曲線 y = f(x)上の点 (c, f(c))における接線の方程式は

y − f(c) = f ′(c)(x− c) すなわち y = f ′(c)x

よって，この接線は原点 (0, 0)を通る． �
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6.22 2022年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5 6

1 5.4 < log4 2022 < 5.5であることを示せ．ただし，0.301 < log10 2 < 0.3011 で
あることは用いてよい．

2 箱の中に 1から nまでの番号がついた n枚の札がある．ただし n = 5とし，同
じ番号の札はないとする．この箱から 3枚の札を同時に取り出し，札の番号を
小さい順にX, Y, Zとする．このとき，Y −X = 2かつ Z − Y = 2となる確
率を求めよ．

3 nを自然数とする．3つの整数 n2 + 2，n4 + 2，n6 + 2の最大公約数 Anを求
めよ．

4 四面体OABCが

OA = 4, OB = AB = BC = 3, OC = AC = 2
√
3

を満たしているとする．Pを辺BC上の点とし，4OAPの重心をGとする．こ
のとき，次の各問に答えよ．

(1)
−→
PG⊥

−→
OAを示せ．

(2) Pが辺BC上を動くとき，PGの最小値を求めよ．

5 曲線 C : y = cos3 x
(
0 5 x 5 π

2

)
，x軸および y軸で囲まれる図形の面積を S

とする．0 < t <
π

2
とし，C 上の点 Q(t, cos3 t)と原点 O，および P(t, 0)，

R(0, cos3 t)を頂点にもつ長方形OPQRの面積を f(t)とする．このとき，次の
各問に答えよ．

(1) Sを求めよ．

(2) f(t)は最大値をただ 1つの tでとることを示せ．そのときの tを αとする

と，f(α) =
cos4 α

3 sinα
であることを示せ．

(3)
f(α)

S
<

9

16
を示せ．

6 数列 {xn}, {yn}を次の式

x1 = 0, xn+1 = xn + n+ 2 cos

(
2πxn
3

)
(n = 1, 2, 3, · · · ),

y3m+1 = 3m, y3m+2 = 3m+ 2, y3m+3 = 3m+ 4 (m = 0, 1, 2, · · · )

により定める．このとき，数列 {xn − yn}の一般項を求めよ．
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解答例

1 2000 < 2022 < 2048より

log4 2022 < log4 2048 = log4 2
11 = 5.5,

log4 2022 > log4 2000 =
log10 2000

log10 4
=

log10 2 + 3

2 log10 2
=

1

2
+

3

2 log10 2

>
1

2
+

3

2·0.3011
= 0.5 + 4.98 · · · > 5.4

よって 5.4 < log4 2022 < 5.5 �

2 n枚から 3枚取り出す場合の総数は

nC3 =
n(n− 1)(n− 2)

6
(通り)

n − 2個の石を横 1列に並べ，その中から 3つ選び，選んだ 3つの石を左から
X, Y, Zとする．このとき，Xと Y および Y とZの間にそれぞれ石を 1個ず
つ追加する操作を考える．これら n個並んだ石の配置について，X, Y, Zを左
から数えた順番とすればよいから，その場合の総数は

n−2C3 =
(n− 2)(n− 3)(n− 4)

6
(通り)

よって，求める確率は

(n− 2)(n− 3)(n− 4)

6

/
n(n− 1)(n− 2)

6
=

(n − 3)(n − 4)

n(n − 1)

�
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3 2つの正の整数X, Y の最大公約数を (X, Y )と表記することにする．

n4 + 2 = (n2 + 2)(n2 − 2) + 6,

n6 + 2 = (n2 + 2)(n4 − 2n2 + 4)− 6

ユークリッドの互除法により

(n4 + 2, n2 + 2) = (n2 + 2, 6),

(n6 + 2, n2 + 2) = (n2 + 2, 6)

したがって，3つの整数 n2 + 2, n4 + 2, n6 + 2の最大公約数Anは，

An = (n2 + 2, 6)

An ⊂ {1, 2, 3, 6}となるから，法 6について

n ≡ 0 のとき n2 + 2 ≡ 2 ゆえに An = 2 (mod 6)

n ≡ ±1 のとき n2 + 2 ≡ 3 ゆえに An = 3 (mod 6)

n ≡ ±2 のとき n2 + 2 ≡ 0 ゆえに An = 6 (mod 6)

n ≡ 3 のとき n2 + 2 ≡ 5 ゆえに An = 1 (mod 6)

よって An =


2 (n ≡ 0)

3 (n ≡ ±1)

6 (n ≡ ±2)

1 (n ≡ 3)

(mod 6) �
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4 (1) OAの中点をMとすると，Gは線分 PMを 2 : 1に内分する点で，2点 P，
Gは平面MBC上の点である．このとき，BO = AB，OC = ACより

4ABM ≡ 4OBM, 4ACM ≡ 4OCM ゆえに MB⊥OA, MC⊥OA

したがって 平面MBC⊥OA よって
−→
PG⊥

−→
OA

P

B

O

M

A

C
Gθ

(2) (1)の結果から

MB =
√
AB2 − AM2 =

√
32 − 22 =

√
5

CM =
√
OC2 −OM2 =

√
(2
√
3)2 − 22 = 2

√
2

θ = ∠BCMとおき，4BCMに余弦定理を適用すると

cos θ =
BC2 + CM2 −MB2

2BC·CM
=

9 + 8− 5

2·3·2
√
2

=
1√
2

これから sin θ =
√
1− cos2 θ =

1√
2

PGが最小となるとき，MP⊥BCであるから，求める最小値は

2

3
MP =

2

3
CMsin θ =

2

3
·2
√
2· 1√

2
=

4

3

�
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5 (1) 求める面積 Sは

S =

∫ π
2

0

cos3 x dx

=

∫ π
2

0

(1− sin2 x) cos x dx

=

[
sin x− 1

3
sin3 x

]π
2

0

=
2

3

　

O

y

xt

cos3 t

π
2

1

CP

QR

(2) f(t) = t cos3 tであるから，0 < t <
π

2
において

f ′(t) = cos3 t+ t·3 cos2 t(− sin t) = cos3 t(1− 3t tan t)

g(t) = 1− 3t tan t
(
0 < t <

π

2

)
とおくと，g(t)は単調減少で

g(0) = 1, lim
t→π

2
−0

= −∞

0 < t <
π

2
において，g(t) = 0をみたす t = αがただ 1つ存在する．

f ′(t) = g(t) cos3 tより，f(t)の増減表は，次のようになる．

t 0 · · · α · · · π
2

f ′(t) + 0 −
f(t) ↗ 極大 ↘

g(α) = 0より 1− 3α tanα = 0 ゆえに α =
1

3 tanα

したがって f(α) = α cos3 α =
1

3 tanα
· cos3 α =

cos4 α

3 sinα

(3) g
(π
6

)
= 1− 3·π

6
tan

π

6
= 1− π

2
√
3
=

2
√
3− π
2
√
3

> 0より
π

6
< α

関数
cos4 t

3 sin t

(
0 < t <

π

2

)
は単調減少であるから

cos4 π
6

3 sin π
6

>
cos4 α

3 sinα
ゆえに

3

8
> f(α)

上の第 2式および (1)の結果から

f(α)

S
<

3

8

/
2

3
=

9

16

�
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6 「0以上のすべての整数mについて，x3m+1, x3m+2, x3m+3は

x3m+1 ≡ 0, x3m+2 ≡ 0, x3m+3 ≡ 1 (mod 3)

を満たす整数である」を (A)とする．

［1］m = 0のとき

x1 = 0, x2 = x1 + 1 + 2 cos
2πx1
3

= 3, x3 = x2 + 2 + 2 cos
2πx2
3

= 7

したがって，m = 0のとき (A)は成立する．

［2］m = kのとき，(A)が成立すると仮定すると x3k+3 ≡ 1 (mod 3)

x3k+4 = x3k+3 + 3k + 3 + 2 cos
2πx3k+3

3
≡ 0 (mod 3)

x3k+5 = x3k+4 + 3k + 4 + 2 cos
2πx3k+4

3
≡ 0 (mod 3)

x3k+6 = x3k+5 + 3k + 5 + 2 cos
2πx3k+5

3
≡ 1 (mod 3)

したがって，m = k + 1のときも (A)は成立する．

［1］,［2］より，すべての 0以上の整数mについて (A)が成立する．

(A)の結論から

xn+1 − xn − n = 2 cos
2πxn
3

=


2 (n ≡ 1 (mod 3))

2 (n ≡ 2 (mod 3))

−1 (n ≡ 0 (mod 3))

(∗)

y3m+1 = 3m, y3m+2 = 3m+ 2, y3m+3 = 3m+ 4 (m = 0, 1, 2, · · · )により

yn+1 − yn =


2 (n ≡ 1 (mod 3))

2 (n ≡ 2 (mod 3))

−1 (n ≡ 0 (mod 3))

(∗∗)

(∗)，(∗∗)より xn+1−xn−n = yn+1−yn ゆえに xn+1−yn+1−(xn−yn) = n

x1 = y1 = 0より，n = 2のとき
n−1∑
k=1

{xk+1 − yk+1 − (xk − yk)} =
n−1∑
k=1

k

n = 1のときも成立することに注意して xn − yn =
1

2
n(n − 1)
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補足
{
cos

2nπ

3

}
の周期性に注目すると

2 cos
2nπ

3
=


−1 (n ≡ 1 (mod 3))

−1 (n ≡ 2 (mod 3))

2 (n ≡ 0 (mod 3))

上式および (∗)，(∗∗)の右辺に注目して

an = 1− 2 cos
2nπ

3
=


2 (n ≡ 1 (mod 3))

2 (n ≡ 2 (mod 3))

−1 (n ≡ 0 (mod 3))

とおくと，n = 2のとき

n−1∑
k=1

ak =
n−1∑
k=1

(
1− 2 cos

2kπ

3

)

= n− 1− 4√
3

n−1∑
k=1

cos
2kπ

3
sin

π

3

= n− 1 +
2√
3

n−1∑
k=1

(
sin

2k − 1

3
π − sin

2k + 1

3
π

)
= n− 2√

3
sin

2n− 1

3
π

(∗)，(∗∗)および x1 = y1 = 0より

n−1∑
k=1

(xk+1 − xk − k) =
n−1∑
k=1

(yk+1 − yk) =
n−1∑
k=1

ak

したがって xn −
1

2
n(n− 1) = yn = n− 2√

3
sin

2n− 1

3
π

上式は，n = 1のときも成立するから

xn =
1

2
n(n+ 1)− 2√

3
sin

2n− 1

3
π,

yn = n− 2√
3
sin

2n− 1

3
π

�
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出題分野 (2011-2022) 150分

J 大阪大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明 4 2 2

複素数と方程式 4 2

II 図形と方程式 2 3

三角関数 2

指数関数と対数関数
微分法と積分法 3 4 4

式と曲線
複素数平面 2 2 1

関数
III 極限 5 1 5 4 4

微分法とその応用 1 2 1 1 1·5
積分法 3 1 1 3

積分法の応用 2 3 4 4 4 3 5 3 3 5 5

場合の数と確率 5 5 5 2 2

A 整数の性質 2 3 3 4 3 4 4

図形の性質
平面上のベクトル 1

B 空間のベクトル 4 5

数列 5 1 5 3 2

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 1 1 数字は問題番号
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7.15 2015年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 自然数 nに対して関数 fn(x)を

fn(x) =
x

n(1 + x)
log
(
1 +

x

n

)
(x = 0)

で定める．以下の問いに答えよ．

(1)

∫ n

0

fn(x) dx 5
∫ 1

0

log(1 + x) dxを示せ．

(2) 数列 {In}を

In =

∫ n

0

fn(x) dx

で定める．0 5 x 5 1のとき log(1 + x) 5 log 2であることを用いて数列

{In}が収束することを示し，その極限値を求めよ．ただし， lim
x→∞

log x

x
= 0

であることは用いてよい．

2 実数 x，yが |x| 5 1と |y| 5 1を満たすとき，不等式

0 5 x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2 5 1

が成り立つことを示せ．

3 以下の問いに答えよ．

(1)
√
2と 3
√
3が無理数であることを示せ．

(2) p，q，
√
2p+ 3

√
3qがすべて有理数であるとする．そのとき，p = q = 0で

あることを示せ．

4 座標空間の x軸上に動点 P，Qがある．P，Qは時刻 0において，原点を出発
する．Pは x軸の正の方向に，Qは x軸の負の方向に，ともに速さ 1で動く．
その後，ともに時刻 1で停止する．点P，Qを中心とする半径 1の球をそれぞ
れA，Bとし，空間で x = −1の部分をCとする．このとき，以下の問いに答
えよ．

(1) 時刻 t (0 5 t 5 1)における立体 (A ∪B) ∩ Cの体積 V (t) を求めよ．

(2) V (t)の最大値を求めよ．
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5 nを 2以上の整数とする．正方形の形に並んだ n × nのマスに 0または 1のい
ずれかの数字を入れる．マスは上から第 1行，第 2行，· · ·，左から第 1列，第
2列，· · ·，と数える．数字の入れ方についての次の条件 pを考える．

条件 p : 1から n− 1までの整数 i，jについても，第 i行，第 i+ 1行と第 j列，
第 j + 1列とが作る 2× 2の 4個のマスには 0と 1が 2つずつ入る．

第 1行

第 2行

第 3行

第 4行

0 1 0 0

1 0 1 1

0 1 0 0

1 0 1 1

列
1
第

列 列 列
2 3 4
第 第 第

2× 2の 4個のマス

第 2行

第 3列

(n = 4の場合の入れ方の例)

(1) 条件 pを満たすとき，第 n行と第 n列の少なくとも一方には 0と 1が交互
に現れることを示せ．

(2) 条件 pを満たすような数字の入れ方の総数 anを求めよ．
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解答例

1 (1)

∫ n

0

x

n(1 + x)
log
(
1 +

x

n

)
dx において，

x

n
= tとおくと

dx

dt
= n

x 0 −→ n

t 0 −→ 1

したがって
∫ n

0

fn(x) dx =

∫ n

0

x

n(1 + x)
log
(
1 +

x

n

)
dx

=

∫ 1

0

nt

n(1 + nt)
log(1 + t)·n dt

=

∫ 1

0

nx

1 + nx
log(1 + x) dx

0 5 x 5 1のとき，0 5 nx

1 + nx
< 1，log(1 + x) = 0であるから∫ n

0

fn(x) dx 5
∫ 1

0

log(1 + x) dx

(2) (1)の結果から∫ 1

0

log(1 + x) dx− In =

∫ 1

0

log(1 + x) dx−
∫ 1

0

nx

1 + nx
log(1 + x) dx

=

∫ 1

0

1

1 + nx
log(1 + x) dx · · · 1©

0 5 x 5 1のとき，
1

1 + nx
> 0，0 5 log(1 + x) 5 log 2であるから

0 5
∫ 1

0

1

1 + nx
log(1 + x) 5 (log 2)

∫ 1

0

dx

1 + nx
· · · 2©

ここで
∫ 1

0

dx

1 + nx
=

[
log(1 + nx)

n

]1
0

=
log(1 + n)

n
=

(
1 +

1

n

)
log(n+ 1)

n+ 1

したがって lim
n→∞

∫ 1

0

dx

1 + nx
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)
log(n+ 1)

n+ 1
= 0

はさみうちの原理により， 2©から lim
n→∞

∫ 1

0

1

1 + nx
log(1 + x) dx = 0

1©より lim
n→∞

In =

∫ 1

0

log(1 + x) dx

=

[
(1 + x) log(1 + x)− x

]1
0

= 2 log 2 − 1
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補足 まず，0 < x 5 1のとき，− 2√
x
< log x を示す．

g(x) = log x+
2√
x
(0 < x 5 1)とおくと

0 < x < 1 のとき g′(x) =
1

x
− 1

x
√
x
=

√
x− 1

x
√
x

< 0

g(x)は単調減少で，g(1) = 2であるから

g(x) > 0 ゆえに log x+
2√
x
> 0

すなわち 0 < x < 1 のとき − 2√
x
< log x < 0

したがって 0 < x < 1のとき −2
√
x < x log x < 0

lim
x→+0

(−2
√
x ) = 0であるから，はさみうちの原理により lim

x→+0
x log x = 0

よって lim
x→∞

log x

x
= lim

x→+0
x log

1

x
= lim

x→+0
(−x log x) = 0 �

2 実数 x，yが |x| 5 1と |y| 5 1を満たすとき

x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2

=x2(1− y2) + y2(1− x2) + 2x
√

1− y2·y
√
1− x2

=
(
x
√
1− y2 + y

√
1− x2

)2
= 0,

1− (x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2)

=x2y2 + (1− x2)(1− y2)− 2xy
√

(1− x2)(1− y2)

=
(
xy −

√
(1− x2)(1− y2)

)2
= 0

よって 0 5 x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2 5 1

別解 x = cosα，y = cos βとおくと (0 5 α 5 π, 0 5 β 5 π)

x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2

=x2(1− y2) + y2(1− x2) + 2xy
√
1− x2

√
1− y2

= cos2 α sin2 β + cos2 β sin2 α + 2 cosα cos β sinα sin β

=(cosα sin β + cos β sinα)2 = sin2(α + β)

このとき，0 5 sin2(α + β) 5 1であるから

0 5 x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2 5 1

�
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3 (1)
√
2が有理数であると仮定すると

√
2 =

m

n
(m, nは互いに素である自然数)

とおき，この両辺を平方すると

2 =
m2

n2
ゆえに m2 = 2n2

m2は偶数であるから，mも偶数で，ある自然数m′を用いてm = 2m′と
おける．これを上式に代入して

(2m′)2 = 2n2 ゆえに n2 = 2m′ 2

したがって，n2は偶数となり，nも偶数である．このとき，mと nがとも
に偶数となり，m，nが互いに素であることと矛盾する．

よって，
√
2は有理数ではなく，すなわち，無理数である．

次に， 3
√
3が有理数であると仮定すると

3
√
3 =

k

l
(k, lは互いに素である自然数)

とおき，この両辺を 3乗すると

3 =
k3

l3
ゆえに k3 = 3l3

k3は 3の倍数であるから，kも 3の倍数で，ある自然数 k′を用いて k = 3k′

とおける．これを上式に代入して

(3k′)3 = 3l3 ゆえに l3 = 3·3k′ 3

したがって，l3は 3の倍数となり，lも 3の倍数である．このとき，kと l

がともに 3の倍数となり，k，lが互いに素であることと矛盾する．

よって， 3
√
3は有理数ではなく，すなわち，無理数である．
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(2)
√
2p+ 3

√
3q = r (rは有理数) · · · (∗) とおく．

(∗)より， 3
√
3q = r −

√
2pの両辺を 3乗すると

3q3 = r3 − 3r2p
√
2 + 6rp2 − 2

√
2p3

したがって
√
2p(2p2 + 3r2) = 6p2r − 3q3 + r3

p 6= 0 であると仮定すると，p(2p2 + 3r2) 6= 0であるから

√
2 =

6p2r − 3q3 + r3

p(2p2 + 3r2)

p, q, rは，有理数であるから，上式の右辺は有理数であり，
√
2が無理数

であることと矛盾する．したがって p = 0

これを (∗)に代入すると 3
√
3q = r

q 6= 0であると仮定すると 3
√
3 =

r

q

q, rは有理数であるから，上式の右辺は有理数であり， 3
√
3が無理数であ

ることと矛盾する．したがって q = 0

よって p = q = 0 �

4 (1) 点P，Qを中心とする半径 1の球面が xy平
面によって切り取られる円の方程式は，そ
れぞれ次のようになる．

(x− t)2 + y2 = 1, (x+ t)2 + y2 = 1

V (t)は右の図の斜線部分を x軸の周りに一
回転させた立体の体積であるから

　

O

y

x
PQ
t−t−1 t+1

V (t)

π
=

∫ 0

−1

{1− (x+ t)2}dx+
∫ t+1

0

{1− (x− t)2}dx

=

[
x− (x+ t)3

3

]0
−1

+

[
x− (x− t)3

3

]t+1

0

= −t
3

3
− t2 + 2t+

4

3

よって V (t) = π

(
−
t3

3
− t2 + 2t +

4

3

)
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(2) (1)の結果から V ′(t) = π(−t2 + 2t+ 2)

0 5 t 5 1に注意して，V (t) = 0を解くと t = −1 +
√
3

t 0 · · · −1 +
√
3 · · · 1

V ′(t) + 0 −
V (t) ↗ 極大 ↘

V (t) = π

{
(−t2 − 2t+ 2)

(
1

3
t+

1

3

)
+ 2t+

2

3

}
であること利用すると，

V (t)の最大値は

V (−1 +
√
3) = π

{
2(−1 +

√
3) +

2

3

}
= π

(
−
4

3
+ 2

√
3

)
�

5 (1) 第 n列の第 i行，第 i + 1行に 0または 1がともに現われるとき，第 i行，
第 i+1行において，各列ごとに交互に 0と 1が現われる．このとき，第 i

行，第 i+ 1行と第 j列，第 j + 1列とが作る 2× 2の 4個のマスには，次
にようになる．

0 1

0 1
または

1 0

1 0
· · · 1©

また，第n行の第 j列，第 j+1列に 0または 1がともに現われるとき，第
j列，第 j + 1列において，各行ごとに交互に 0と 1が現われる．このと
き，第 i行，第 i+ 1行と第 j列，第 j + 1列とが作る 2× 2の 4個のマス
には，次にようになる．

0 0

1 1
または

1 1

0 0
· · · 2©

1©と 2©は一致しないので，第 n行と第 n列の少なくとも一方には 0と 1

が交互に現われる．

(2) 第n行および第n列の2n−1個の数字の入れ方が決まれば，残りの (n−1)2

個の数字の入れ方は決定する (例えば，第 n行に 0と 1が交互に現れると，
下の行から一意的に決定する)．(1)の結果から，次の場合分けができる．

(i) 第 n行に 0と 1が交互に現われるとき，第 n列の第 1行から第 n− 1

行の数字の入れ方は 2× 2n−1 = 2n (通り)

(ii) 第 n列に 0と 1が交互に現われるとき，第 n行の第 1列から第 n− 1

列の数字の入れ方は 2× 2n−1 = 2n (通り)

(iii) 第 n行および第 n列に 0と 1が交互に現われるとき ((i)かつ (ii))，そ
の数字の入れ方は 2 (通り)

(i)～(iii)から an = 2n + 2n − 2 = 2n+1 − 2 �
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7.16 2016年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 1以上 6以下の 2つの整数 a，bに対し，関数 fn(x) (n = 1, 2, 3, · · · ) を次の条
件 (ア)，(イ)，(ウ)で定める．

(ア) f1(x) = sin(πx)

(イ) f2n(x) = f2n−1

(
1

a
+

1

b
− x
)

(n = 1, 2, 3, · · · )

(ウ) f2n+1(x) = f2n(−x) (n = 1, 2, 3, · · · )

以下の問いに答えよ．

(1) a = 2，b = 3のとき，f5(0)を求めよ．

(2) a = 1，b = 6のとき，
100∑
k=1

(−1)kf2k(0) を求めよ．

(3) 1個のさいころを 2回投げて，1回目に出る目を a，2回目に出る目を bと
するとき，f6(0) = 0となる確率を求めよ．

2 次の問いに答えよ．

(1) cを正の定数とする．正の実数 x，yが x+ y = cをみたすとき，(
1 +

1

x

)(
1 +

1

y

)
の最小値を cを用いて表せ．

(2) 正の実数 x，y，zが x+ y + z = 1をみたすとき，(
1 +

1

x

)(
1 +

1

y

)(
1− 4

3z

)
の最大値を求めよ．

3 座標平面において，原点Oを中心とする半径 rの円と放物線 y =
√
2(x − 1)2

は，ただ 1つの共有点 (a, b)をもつとする．

(1) a，b，rの値をそれぞれ求めよ．

(2) 連立不等式

a 5 x 5 1, 0 5 y 5
√
2(x− 1)2, x2 + y2 = r2

の表す領域を，x軸の周りに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．
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4 正の整数 nに対して

Sn =
n∑

k=1

1

k

とおき，1以上 n以下のすべての奇数の積をAnとする．

(1) log2 n以下の最大の整数をNとするとき，2NAnSnは奇数の整数であるこ
とを示せ．

(2) Sn = 2 +
m

20
となる正の整数の組 (n, m)をすべて求めよ．

(3) 整数 aと 0 5 b < 1をみたす実数 bを用いて，

A20S20 = a+ b

と表すとき，bの値を求めよ．

5 円上の 5点A，B，C，D，Eは反時計回りにこの順に並び，円周を 5等分してい

る．5点A，B，C，D，Eを頂点とする正五角形をR1とする．
−→
AB = ~a，

−→
CD = ~c

とおき，~aの大きさを xとする．

(1)
−→
ACの大きさを yとするとき，x2 = y(y − x)がなりたつことを示せ．

(2)
−→
BCを~a，~cを用いて表せ．

(3) R1の対角線の交点として得られるR1の内部の 5つの点を頂点とする正五
角形をR2とする．R2の一辺の長さを xを用いて表せ．

(4) n = 1, 2, 3, · · · に対して，Rnの対角線の交点として得られるRn の内部の
5つの点を頂点とする正五角形をRn+1とし，Rnの面積を Snとする．

lim
n→∞

1

S1

n∑
k=1

(−1)k+1Sk

を求めよ．

A

B

C D

E

斜線部分がR2
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解答例

1 (1) (ア) f1(x) = sin(πx)

(イ) f2n(x) = f2n−1

(
1

a
+

1

b
− x
)

(n = 1, 2, 3, · · · )

(ウ) f2n+1(x) = f2n(−x) (n = 1, 2, 3, · · · )

ゆえに f2n+1(x) = f2n(−x) = f2n−1

(
1

a
+

1

b
− (−x)

)
= f2n−1

(
x+

1

a
+

1

b

)
· · · (∗)

したがって f5(x) = f1

(
x+ 2

(
1

a
+

1

b

))
よって，a = 2，b = 3のとき，x = 0とすると

f5(0) = f1

(
5

3

)
= sin

5

3
π = −

√
3

2

(2) (∗)より f2k−1(x) = f1

(
x+ (k − 1)

(
1

a
+

1

b

))
したがって f2k(x) = f2k−1

(
1

a
+

1

b
− x
)

= f1

((
1

a
+

1

b
− x
)
+ (k − 1)

(
1

a
+

1

b

))
= f1

(
k

(
1

a
+

1

b

)
− x
)
· · · (∗∗)

a = 1，b = 6のとき，x = 0とすると

f2k(0) = f1

(
7

6
k

)
= sin

7

6
kπ = sin

(
kπ +

k

6
π

)
= (−1)k sin k

6
π

よって
100∑
k=1

(−1)kf2k(0) =
100∑
k=1

(−1)k·(−1)k sin k
6
π =

100∑
k=1

sin
k

6
π

=
95∑
k=1

sin
k

6
π +

100∑
k=96

sin
k

6
π

=
1

2

95∑
k=1

(
sin

k

6
π + sin

96− k
6

π

)
+

100∑
k=96

sin
k

6
π

=
100∑
k=96

sin
k

6
π = 0 +

1

2
+

√
3

2
+ 1 +

√
3

2
=

3

2
+

√
3
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(3) (∗∗)より f6(x) = f1

(
3

(
1

a
+

1

b

)
− x
)

これに x = 0を代入すると，(ア)により

f6(0) = f1

(
3

(
1

a
+

1

b

))
= sin 3

(
1

a
+

1

b

)
π

f6(0) = 0となるのは，3

(
1

a
+

1

b

)
が整数になるときで，次の 8組．

(a, b) = (1, 1), (1, 3), (3, 1), (2, 2), (2, 6), (6, 2), (3, 3), (6, 6)

よって，求める確率は
8

62
=

2

9
�

2 (1) x+ y = cより(
1 +

1

x

)(
1 +

1

y

)
= 1 +

x+ y + 1

xy
= 1 +

c+ 1

xy
· · · 1©

x > 0，y > 0であるから，相加平均・相乗平均の大小関係により
c

2
=
x+ y

2
= √xy ゆえに

1

xy
= 4

c2
· · · 2©

が成立する
(
等号が成立するのは，x = y =

c

2
のとき

)
．

1©， 2©より
(
1 +

1

x

)(
1 +

1

y

)
= 1 + (c+ 1)· 4

c2
=

(
1 +

2

c

)2

よって，x = y =
c

2
のとき，最小値

(
1 +

2

c

)2

をとる．

解説 n個の正の数 x1, x2, · · · , xnの相加平均A，相乗平均G，調和平均Hは

A =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n

G = n
√
x1x2 · · · xn

1

H
=

1

n

(
1

x1
+

1

x2
+ · · ·+ 1

xn

)
A = Gが成り立つから 1，n個の正の数

1

x1
,

1

x2
, · · · , 1

xn
の相加平均・相

乗平均の大小関係により

1

n

(
1

x1
+

1

x2
+ · · ·+ 1

xn

)
= n

√
1

x1
· 1
x2
· · · 1

xn
ゆえに

1

H
= 1

G

したがって A = G = H

なお，等号が成立するのは，x1 = x2 = · · · = xnのときに限る．
1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2002.pdf 3 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2002.pdf
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補足
1

x
と

1

y
の相乗平均・調和平均の大小関係により

√
1

x
·1
y
= 2

x+ y
=

2

c
ゆえに

1

xy
= 4

c2

(
等号は x = y =

c

2
のとき

)
(2) x，y，zは正の実数，x+ y + z = 1であるから，0 < z < 1より(

1 +
1

x

)(
1 +

1

y

)
> 0,

(
1− 4

3z

)
< 0

したがって (
1 +

1

x

)(
1 +

1

y

)(
1− 4

3z

)
· · · (∗)

これが最大となるのは，zを固定したとき(
1 +

1

x

)(
1 +

1

y

)
が最小となるときである．x + y = 1 − zであるから，(1)の結果により，

x = y =
1− z
2
を (∗)に代入して

f(z) =

(
1 +

2

1− z

)2(
1− 4

3z

)
(0 < z < 1)

とおくと

f ′(z) = 2

(
1 +

2

1− z

)
2

(1− z)2
·
(
1− 4

3z

)
+

(
1 +

2

1− z

)2

· 4
3z2

= 2·3− z
1− z

· 2

(1− z)2
·3z − 4

3z
+

(
3− z
1− z

)2

· 4
3z2

=
4(3− z)(3z − 4)

3z(1− z)3
+

4(3− z)2

3z2(1− z)2

=
4(3− z)
3z(1− z)2

(
3z − 4

1− z
+

3− z
z

)
=

4(3− z)
3z(1− z)2

·(2z − 1)(2z − 3)

z(1− z)

z (0) · · · 1
2

· · · (1)

f ′(z) + 0 −
f(z) ↗ −125

3
↘

z =
1

2
，x = y =

1

4
のとき，最大値−

125

3
をとる． �
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3 (1) 放物線上の点 P(t,
√
2(t− 1)2)について，f(t) = OP2とおくと

f(t) = t2 + 2(t− 1)4,

f ′(t) = 2t+ 8(t− 1)3 = 8t3 − 24t2 + 26t− 8

= 2(2t− 1)(2t2 − 5t+ 4) = 2(2t− 1)

{
2

(
t− 5

4

)2

+
7

8

}

t · · · 1
2
· · ·

f ′(t) − 0 +

f(t) ↘ 3
8
↗

よって a =
1

2
，b =

√
2

4
，r =

√
3

8
=

√
6

4

補足 放物線 y =
√
2(x− 1)2上の動点 P(x, y)を

x = t, y =
√
2(t− 1)2,

~v =

(
dx

dt
,
dy

dt

)
, ~a =

(
d2x

dt2
,
d2y

dt2

)
とおき，f(t) = OP2 = x2+y2を微分すると

f ′(t) = 2x
dx

dt
+ 2y

dy

dt
= 2
−→
OP·~v

　

O

y

x1

P

~v

f ′(t) = 0のとき，
−→
OP·~v = 0より，

−→
OP⊥~v

f ′′(t) = 2

(
dx

dt

)2

+ 2

(
dy

dt

)2

+ 2x
d2x

dt2
+ 2y

d2y

dt2
= 2|~v|2 + 2

−→
OP·~a

このとき，
−→
OP = (t,

√
2(t−1)2)，~v = (1, 2

√
2(t−1))，~a = (0, 2

√
2)より

|~v|2 > 0,
−→
OP·~a = 4(t− 1)2 = 0

f ′′(t) > 0であるから，f ′(t) = 0をみたす点において，OPは極小となる．
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(2) (1)の結果から，連立不等式

1

2
5 x 5 1, 0 5 y 5

√
2(x− 1)2, x2 + y2 = 1

の表す領域は，下の図の斜線部分．

O

y

x11
2

√
6
4

この領域を x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を V とすると

V

π
=

∫ 1

1
2

{
√
2(x− 1)2}2 dx−

∫ √
6

4

1
2

(
3

8
− x2

)
dx

=

[
2

5
(x− 1)5

]1
1
2

−
[
3

8
x− x3

3

]√
6

4

1
2

=
19

120
−
√
6

16

よって V =

(
19

120
−

√
6

16

)
π �

4 (1) N は log2 n以下の最大の整数であるから

N 5 log2 n < N + 1 ゆえに 2N 5 n < 2N+1

自然数 kに対して，非負整数 akと奇数 bkを用いて

k = 2ak ·bk (k = 1, 2, · · · , n)

とおくと

2NAnSn = 2NAn

n∑
k=1

1

2ak ·bk
=

n∑
k=1

An

bk
·2N−ak

An

bk
は奇数，k = 2N のとき ak = N，k 6= 2N のとき ak < N であるから

k = 2N のとき
An

bk
·2N−akは奇数, k 6= 2N のとき

An

bk
·2N−akは偶数

2NAnSnは 1個の奇数と n− 1個の偶数の和であるから，2NAnSnは奇数．
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(2) Sn = 2 +
m

20
=

40 +m

22·5
より

2NAnSn =
(40 +m)An

5
·2N−2

上式は，奇数であるから，N 5 2 より，log2 n < N + 1に注意して

log2 n < 3 ゆえに n < 8

したがって S1 = 1, S2 = 1 +
1

2
, S3 = 1 +

5

6
, S4 = 2 +

1

12
,

S5 = 2 +
17

60
, S6 = 2 +

9

20
, S7 = 2 +

83

140

Sn = 2 +
m

20
となるのは (n, m) = (6, 9)

(3) A20S20 = A20

20∑
k=1

1

k

=

(
A20 +

A20

3
+
A20

5
+ · · ·+ A20

19

)
+
1

2

(
A20 +

A20

3
+
A20

5
+
A20

7
+
A20

9

)
+
1

4

(
A20 +

A20

3
+
A20

5

)
+
A20

8
+
A20

16
· · · (∗)

nが 20以下の奇数のとき，
A20

n
は奇数の整数であるから

A20 +
A20

3
+
A20

5
+ · · ·+ A20

19
は整数 · · · 1©

また，A20 +
A20

3
+
A20

5
+
A20

7
+
A20

9
は 5つの奇数の和であるから

1

2

(
A20 +

A20

3
+
A20

5
+
A20

7
+
A20

9

)
の小数部分は

1

2
· · · 2©

ここで A20 = 1·3·5·7·9·11·13·15·17·19
≡ 1·3·5·7·(−7)·(−5)·(−3)·(−1)·1·3
≡ 32·52·72·3 ≡ 9·9·1·3 ≡ 81·3 ≡ 1·3 ≡ 3 (mod 16)

したがって，p = 4, 8, 16のとき A20 ≡ 3 (mod p)
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32 ≡ 1, 52 ≡ 1 (mod 4)であるから

A20 +
A20

3
+
A20

5
≡ A20 + 3A20 + 5A20 ≡ 9A20 ≡ A20 ≡ 3 (mod 4)

1

4

(
A20 +

A20

3
+
A20

5

)
の小数部分は

3

4
· · · 3©

また，
A20

8
の小数部分は

3

8
，
A20

16
の小数部分は

3

16
であるから，これと (∗)，

1©～ 3©により
1

2
+

3

4
+

3

8
+

3

16
=

29

16
= 1 +

13

16
よって b =

13

16
�

5 (1) ACと BEの交点を Fとすると，4BCFは二
等辺三角形であるから

AB = BC = CF = x

AF = AC− CF = y − x

4ABC 4AFBであるから

x : y = y − x : x ゆえに x2 = y(y − x)

　 A

B

C D

E
F G

(2)
−→
AB+

−→
BC +

−→
CD =

−→
AD，

−→
AD =

y

x

−→
BCであるから

~a+
−→
BC +~c =

y

x

−→
BC ゆえに

−→
BC =

x

y − x
(~a+~c)

(1)の結果から y2 − xy − x2 = 0 ゆえに
(y
x

)2
− y

x
− 1 = 0

y

x
> 0に注意して

y

x
=

1 +
√
5

2
よって

−→
BC =

1 +
√
5

2
(~a +~c)

(3) ADとBEの交点をGとすると，BE = AC = y，BF = AF = y − xより

FG = BE− 2BF

= y − 2(y − x) = 2x− y =
(
2− y

x

)
x

=

(
2− 1 +

√
5

2

)
x =

3−
√
5

2
x

よって，R2の一辺の長さは
3 −

√
5

2
x
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(4) (3)の結果から，r =
3−
√
5

2
とおくと

Sn+1

Sn

= r2 ゆえに Sn = S1·(r2)n−1 = S1·r2n−2

| − r2| < 1であるから

lim
n→∞

1

S1

n∑
k=1

(−1)k+1Sk = lim
n→∞

1

S1

n∑
k=1

(−1)k+1S1·r2k−2

= lim
n→∞

n∑
k=1

(−r2)k−1

=
1

1− (−r2)
=

1

1 + r2

=
1

1 +
(

3−
√
5

2

)2 =
3 +

√
5

6

�



7.17. 2017年 (150分) 511

7.17 2017年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 双曲線H : x2− y2 = 1上の 3点A(−1, 0)，B(1, 0)，C(s, t) (t 6= 0) を考える．

(1) 点 AにおけるH の接線と直線 BCの交点を Pとするとき，Pの座標を s

と tを用いてあらわせ．

(2) 点CにおけるHの接線と直線ABの交点をQとするとき，Qの座標を s

と tを用いてあらわせ．

(3) 点BにおけるHの接線と直線ACの交点をRとするとき，3点P，Q，R

は一直線上にあることを証明せよ．

2 複素数 zは z5 = 1を満たし，実部と虚部がともに正であるものとする．硬貨を
投げて表が出れば 1，裏が出れば 0とし，5回投げて出た順に a0, a1, a2, a3, a4
とおく．複素数wをw = a0 + a1z + a2z

2 + a3z
3 + a4z

4と定める．

(1) 5回とも表が出たとする．wの値を求めよ．

(2) a0 = a2 = a3 = 0，a1 = a4 = 1のとき，|w| < 1であることを示せ．

(3) |w| < 1である確率を求めよ．

3 a，bを自然数とし，不等式 ∣∣∣ a
b
−
√
7
∣∣∣ < 2

b4
(A)

を考える．次の問いに答えよ．ただし，2.645 <
√
7 < 2.646であること，

√
7

が無理数であることを用いてよい．

(1) 不等式 (A)を満たし b = 2である自然数 a，bに対して∣∣∣ a
b
+
√
7
∣∣∣ < 6

であることを示せ．

(2) 不等式 (A)を満たす自然数 a，bの組のうち，b = 2であるものをすべて求
めよ．



512 第 7章 大阪大学

4 b，cを実数とする．2次関数 f(x) = −x2 + bx+ cが

0 5 f(1) 5 2, 5 5 f(3) 5 6

を満たすとする．

(1) f(4)のとりうる値の範囲を求めよ．

(2) 放物線 y = f(x)の頂点の y座標 qのとりうる値の範囲を求めよ．

(3) 放物線 y = f(x)の頂点の y座標が 6のとき，放物線 y = f(x)と x軸で囲
まれた部分の面積 Sを求めよ．

5 xy平面上で放物線 y = x2と直線 y = 2で囲まれた図形を，y軸のまわりに 1回
転してできる回転体を Lとおく．回転体 Lに含まれる点のうち，xy平面上の
直線 x = 1からの距離が 1以下のもの全体がつくる立体をM とおく．

(1) tを0 5 t 5 2を満たす実数とする．xy平面上の点 (0, t)を通り，y軸に直交

する平面によるMの切り口の面積をS(t)とする．t = (2 cos θ)2
(π
4
5 θ 5 π

2

)
のとき，S(t)を θを用いてあらわせ．

(2) M の体積 V を求めよ．
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解答例

1 (1) H上の点A(−1, 0)における接線の方程式は

x = −1

H上の点C(s, t)は，t 6= 0より s 6= ±1
2点B(1, 0)，C(s, t)を通る直線の方程式は

y =
t

s− 1
(x− 1)

上の 2式を解いて P

(
−1,

−2t

s − 1

)

　

O

y

x
A B

1−1

C(s, t)

H

(2) H上の点C(s, t)における接線の方程式は sx− ty = 1

直線ABの方程式は y = 0

この 2式を解いて Q

(
1

s
, 0

)
(3) H上の点Bにおける接線の方程式は x = 1

2点A(−1, 0)，C(s, t)を通る直線の方程式は y =
t

s+ 1
(x+ 1)

この 2式を解いて R

(
1,

2t

s+ 1

)
s2 − t2 = 1に注意すると

−→
QP =

(
−s+ 1

s
,− 2t

s− 1

)
=

1

1− s

(
s2 − 1

s
, 2t

)
=

t

1− s

(
t

s
, 2

)
,

−→
QR =

(
s− 1

s
,

2t

s+ 1

)
=

1

1 + s

(
s2 − 1

s
, 2t

)
=

t

1 + s

(
t

s
, 2

)
−→
QP//

−→
QRであるから，3点 P，Q，Rは同一直線上にある．

別解 (s− 1)
−→
OP = (1− s,−2t)，(s+ 1)

−→
OR = (1 + s, 2t)より

(s− 1)
−→
OP+ (s+ 1)

−→
OR = (2, 0) = 2s

−→
OQ

したがって
−→
OQ =

s− 1

2s

−→
OP +

s+ 1

2s

−→
OR

このとき，
s− 1

2s
+
s+ 1

2s
= 1より，直線PR上に点Qがある．

よって，3点 P，Q，Rは同一直線上にある． �
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2 (1) a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = 1であるから，z5 = 1 (z 6= 1)より

w = 1 + z + z2 + z3 + z4 =
z5 − 1

z − 1
= 0

(2) a0 = a2 = a3 = 0，a1 = a4 = 1のとき

w = z + z4 = z +
z5

z
= z +

1

z
= z +

z

zz
= z +

z

|z|2
= z + z

条件 z5 = 1, 0 < arg z <
π

2
より，θ = arg z =

2π

5
とおくと

w = z + z = 2 cos θ < 2 cos
π

3
= 1 よって |w| < 1

(3) 表が出た枚数を nとする．

(i) n = 0のとき，w = 0より |w| = 0

(ii) n = 1のとき，|w| = 1

(iii) n = 2のとき

|z + z2| = |z||1 + z|, |z2 + z3| = |z2||1 + z|,
|z3 + z4| = |z3||1 + z|, |z4 + 1| = |z4||1 + z|

1 + zの実部について 1 + cos θ > 0であるから

|1 + z| = |z + z2| = |z2 + z3| = |z3 + z4| = |z4 + 1| > 1

1 + z2について 1 + z2 = 1 + (cos 2θ + i sin 2θ)

= (1 + cos 2θ) + i sin 2θ

ゆえに |1 + z2|2 = (1 + cos 2θ)2 + (sin 2θ)2

= 2 + 2 cos 2θ = (2 cos θ)2 < 1

|1 + z2| = |z + z3| = |z2 + z4| = |z3 + 1| = |z4 + z| < 1

このとき，|w| < 1となるは，5通り

(iv) n = 3のとき 1+z+z2+z3+z4 = 0より，例えば，|1+z+z2| = |z3+z4|
であるから，|w| < 1を満たす場合の数は，n = 2の場合と等しい．

(v) n = 4のとき，例えば，|1+z+z2+z3| = |z4| = 1であるから，|w| < 1

とならない．

(vi) n = 5のとき，w = 0であるから，|w| = 0

(i)～(v)から，|w| < 1となる確率は
1 + 0 + 5 + 5 + 0 + 1

25
=

3

8
�
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3 (1)
∣∣∣ a
b
−
√
7
∣∣∣ < 2

b4
より 2

√
7− 2

b4
<
a

b
+
√
7 < 2

√
7 +

2

b4

b = 2のとき 2
√
7− 2

b4
= 2
√
7− 1

8
> 2× 2.645− 0.125 > 5.165

2
√
7 +

2

b4
5 2
√
7 +

1

8
< 2× 2.646 + 0.125 = 5.417 < 6

したがって 5.165 <
a

b
+
√
7 < 6 よって

∣∣∣ a
b
+
√
7
∣∣∣ < 6

(2)
∣∣∣ a
b
−
√
7
∣∣∣ < 2

b4
，
∣∣∣ a
b
+
√
7
∣∣∣ < 6より

∣∣∣ a
b
+
√
7
∣∣∣ ∣∣∣ a
b
−
√
7
∣∣∣ < 12

b4
ゆえに b2|a2 − 7b2| < 12 · · · (∗)

√
7は無理数であるから，自然数 a，bに対して

a

b
6=
√
7より a2−7b2 6= 0

a2 − 7b2は整数であるから，(∗)を満たす b (b = 2)は，b = 2, 3について
調べればよい．

(i) b = 2のとき 22|a2 − 28| < 12 ゆえに |a2 − 28| < 3

これを満たす自然数 aは存在しない．

(ii) b = 3のとき 32|a2 − 63| < 12 ゆえに |a2 − 63| < 4

3
これを満たす自然数 aは a = 8

(i),(ii)より，求める a，bの組は (a, b) = (8, 3) �
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4 (1) m = f(1)，M = f(3)とおくと，f(x) = −x2 + bx+ cより

−1 + b+ c = m, − 9 + 3b+ c =M

ゆえに b =
M −m

2
+ 4, c =

3m−M
2

− 3

したがって f(x) = −x2 +
(
M −m

2
+ 4

)
x+

3m−M
2

− 3

f(4) =
3M −m

2
− 3

f(4)は，M = 5，m = 2のとき最小値
7

2
をとり，M = 6，m = 0のとき

最大値 6をとる．よって
7

2
5 f(4) 5 6

(2) k =
M −m

2
とおくと b = k + 4，c = −3k +M − 3

D = b2 + 4c，q =
D

4
であるから

q =
1

4
{(k + 4)2 + 4(−3k +M − 3)} = 1

4
(k − 2)2 +M

0 5 m 5 2，5 5M 5 6，
3

2
5 k 5 3であるから，qは，

M = 6，k = 3のとき (m = 0)，最大値
25

4
をとり，

M = 5，k = 2のとき (m = 1)，最小値 5をとる．

よって 5 5 q 5
25

4

(3) 放物線 y = f(x)と x軸との共有点の x座標を α，β とすると (α < β)，

α + β = b，αβ = −cより，D = b2 + 4c，q =
D

4
に注意して

(β − α)2 = (α + β)2 − 4αβ = b2 + 4c = D = 4q = 4·6 = 24

β − α =
√
24であるから S =

1

6
(β − α)3 = 1

6
(
√
24)3 = 8

√
6 �
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5 (1) xy平面に垂直でOを通る座標軸を zとすると，立体M の表す領域は

0 5 y 5 2, y = x2 + z2, (x− 1)2 + z2 5 1

平面 y = t上に 2円 x2 + z2 = t，(x− 1)2 + z2 = 1 の交点の 1つをPとし，
OPと x軸方向の正の向きとなす角を θとすると，左下の図から

OP = OAcos θ = 2 cos θ ゆえに t = OP2 = (2 cos θ)2

O 1
B

P

x2
θ

π
2
−θ

π−2θ

Q O 1
B

P

x2θ
π−2θ

Q

S1

S2

A

z z

x2+z2=t

(x−1)2+z2=1

右上の図において，扇形OPQの面積を S1，弧OPと線分OPで囲まれた
部分の面積を S2とすると (4OPBはBO = BP = 1の二等辺三角形)

S1 =
1

2
(2 cos θ)2θ = 2θ cos2 θ,

S2 =
1

2
·12(π − 2θ)− 1

2
·12 sin(π − 2θ) =

π

2
− θ − 1

2
sin 2θ

S(t) = 2(S1 + S2)であるから

S(t) = 2

(
2θ cos2 θ +

π

2
− θ − 1

2
sin 2θ

)
= 2θ(2 cos2 θ − 1)− sin 2θ + π = 2θ cos 2θ − sin 2θ + π

(2) t = (2 cos θ)2より
dt

dθ
= −8 cos θ sin θ = −4 sin 2θ t 0 −→ 2

θ π
2
−→ π

4

V =

∫ 2

0

S(t) dt =

∫ π
4

π
2

(2θ cos 2θ − sin 2θ + π)
dt

dθ
dθ

=

∫ π
4

π
2

(2θ cos 2θ − sin 2θ + π)(−4 sin 2θ)dθ

=

∫ π
2

π
4

(4θ sin 4θ + 2 cos 4θ − 2 + 4π sin 2θ) dθ

=

[
−θ cos 4θ + 3

4
sin 4θ − 2π cos 2θ − 2θ

]π
2

π
4

=
3

4
π

�
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7.18 2018年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 次の問いに答えよ．

(1) x > 0の範囲で不等式

x− x2

2
< log(1 + x) <

x√
1 + x

が成り立つことを示せ．

(2) xが x > 0の範囲を動くとき，

y =
1

log(1 + x)
− 1

x

のとりうる値の範囲を求めよ．

2 a，bを正の実数とし，f(x) = x4 − ax3 + bx2 − ax+ 1とする．

(1) cを実数とし，f(x)が x − cで割り切れるとする．このとき，c > 0 であ

り，f(x)は (x− c)
(
x− 1

c

)
で割り切れることを示せ．

(2) f(x)がある実数 s，t，u，vを用いて

f(x) = (x− s)(x− t)(x− u)(x− v)

と因数分解できるとき，a = 4が成り立つことを示せ．

(3) a = 5とする．f(x)がある実数 s，t，u，vを用いて

f(x) = (x− s)(x− t)(x− u)(x− v)

と因数分解できるような自然数 bの値をすべて求めよ．
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3 2つの関数
f(t) = 2 sin t+ cos 2t, g(t) = 2 cos t+ sin 2t

を用いて定義される座標平面上の曲線

C : x = f(t), y = g(t)
(
0 5 t 5 π

2

)
を考える．

(1) tが 0 5 t 5 π

2
の範囲を動くとき，f(t)および g(t)の最大値を求めよ．

(2) t1，t2を 0 5 t1 < t2 5
π

2
かつ f(t1) = f(t2)を満たす実数とする．このと

き g(t1)
2 − g(t2)2 > 0が成り立つことを示せ．

(3) Cと直線 x = 1が囲む領域の面積 Sを求めよ．

4 座標空間に 6点

A(0, 0, 1), B(1, 0, 0), C(0, 1, 0), D(−1, 0, 0), E(0,−1, 0), F(0, 0,−1)

を頂点とする正八面体ABCDEFがある．s，tを 0 < s < 1，0 < t < 1を満た
す実数とする．線分AB，ACをそれぞれ 1− s : sに内分する点を P，Qとし，
線分 FD，FEをそれぞれ 1− t : tに内分する点をR，Sとする．

(1) 4点 P，Q，R，Sが同一平面上にあることを示せ．

(2) 線分PQの中点をLとし，線分RSの中点をMとする．s，tが 0 < s < 1，
0 < t < 1の範囲を動くとき，線分 LMの長さの最小値mを求めよ．

(3) 正八面体ABCDEFの 4点P，Q，R，Sを通る平面による切り口の面積を
X とする．線分 LMの長さが (2)の値mをとるとき，X を最大とするよ
うな s，tの値と，そのときのXの値を求めよ．

A

B C
D

E

F
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5 p，qを 0 < p < 1，0 < q < 1を満たす実数とし，nを 2以上の整数とする．2

つのチームA，Bが野球の試合を n回行う．1試合目にAが勝つ確率は pであ
るとする．また，Aが勝った試合の次の試合にAが勝つ確率は pであり，Bが
勝った試合の次の試合にAが勝つ確率は qであるとする．なお，試合結果に引
き分けはなく，勝敗が決まるとする．

(1) n試合目にAが勝つ確率 anを求めよ．

(2) n = 3とする．Bが連勝せずにちょうど 2試合に勝つ確率 bnを求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) = log(1 + x)−
(
x− x2

2

)
，g(x) =

x√
1 + x

− log(1 + x)とおくと

f(0) = 0, g(0) = 0

x > 0において f ′(x) =
1

1 + x
− 1 + x =

x2

1 + x
> 0

g(x) =
√
1 + x− 1√

1 + x
− log(1 + x)より，x > 0において

g′(x) =
1

2
√
1 + x

+
1

2(1 + x)
3
2

− 1

1 + x

=
(1 + x)− 2

√
1 + x+ 1

2(1 + x)
3
2

=
(
√
1 + x− 1)2

2(1 + x)
3
2

> 0

したがって，x > 0において f(x) > 0，g(x) > 0

よって，x > 0の範囲で x− x2

2
< log(1 + x) <

x√
1 + x

(2) y =
1

log(1 + x)
− 1

x
より y′ = − 1

(1 + x){log(1 + x)}2
+

1

x2

(1)の結果から，x > 0において

{log(1 + x)}2 < x2

1 + x
ゆえに − 1

(1 + x){log(1 + x)}2
+

1

x2
< 0

したがって，x > 0において，yは単調減少である．

x− x2

2
=
x(2− x)

2
であるから，0 < x < 2のとき，(1)の結果から
√
1 + x

x
<

1

log(1 + x)
<

2

x(2− x)

したがって

√
1 + x

x
− 1

x
<

1

log(1 + x)
− 1

x
<

2

x(2− x)
− 1

x

ここで lim
x→+0

(√
1 + x

x
− 1

x

)
= lim

x→+0

1√
1 + x+ 1

=
1

2

lim
x→+0

{
2

x(2− x)
− 1

x

}
= lim

x→+0

1

2− x
=

1

2

したがって，はさみうちの原理により lim
x→+0

{
1

log(1 + x)
− 1

x

}
=

1

2

また lim
x→∞

{
1

log(1 + x)
− 1

x

}
= 0 よって 0 < y <

1

2
�
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2 (1) f(x) = x4 − ax3 + bx2 − ax+ 1が x− cで割り切れるから，f(c) = 0より

c4 − ac3 + bc2 − ac+ 1 = 0 ゆえに ac(c2 + 1) = c4 + bc2 + 1

a, bは正の実数であるから，上の第 2式より c > 0

f(x) = x2
(
x2 − ax+ b− a

x
+

1

x2

)
= x2

{(
x+

1

x

)2

− a
(
x+

1

x

)
+ b− 2

}
· · · (∗)

f(c) = 0であるから
(
c+

1

c

)2

− a
(
c+

1

c

)
+ b− 2 = 0

したがって f

(
1

c

)
=

1

c2

{(
1

c
+ c

)2

− a
(
1

c
+ c

)
+ b− 2

}
= 0

(i) c 6= 1のとき，f(c) = f

(
1

c

)
= 0より，f(x)は (x− c)

(
x− 1

c

)
で割

り切れる．

(ii) c = 1のとき，f(1) = 0であるから，(∗)より

−2a+ b+ 2 = 0 ゆえに b = 2a− 2 · · · 1©

1©を (∗)に代入すると

f(x) = x2

{(
x+

1

x

)2

− a
(
x+

1

x

)
+ 2a− 4

}

= x2

{(
x− 1

x

)2

− a
(
x+

1

x
− 2

)}
= (x2 − 1)2 − ax(x− 1)2

= (x− 1)2{(x+ 1)2 − ax}

(i)，(ii)より，f(x)は (x− c)
(
x− 1

c

)
で割り切れる．
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(2) f(x)が x− s，x− tで割り切れる，すなわち，これらを因数にもつとき，
(1)の結果から

f(x) = (x− s)(x− t)
(
x− 1

s

)(
x− 1

t

)
=

{
x2 −

(
s+

1

s

)
x+ 1

}{
x2 −

(
t+

1

t

)
x+ 1

}
= x4 −

(
s+

1

s
+ t+

1

t

)
x3 +

{(
s+

1

s

)(
t+

1

t

)
+ 2

}
x2

−
(
s+

1

s
+ t+

1

t

)
x+ 1

係数を比較して

a = s+
1

s
+ t+

1

t
, b =

(
s+

1

s

)(
t+

1

t

)
+ 2 · · · (∗∗)

(1)の結果から s > 0，t > 0

したがって，相加・相乗平均の大小関係により，(∗)の第 1式は

s+
1

s
= 2

√
s·1
s
= 2, t+

1

t
= 2

√
t·1
t
= 2 よって a = 4

(3) α = s+
1

s
，β = t+

1

t
とおくと，(2)の結果から α = 2, β = 2

a = 5のとき，(∗∗)より α + β = 5，αβ = b− 2

α，βを解とする 2次方程式は X2 − 5X + b− 2 = 0

g(X) = X2 − 5X + b− 2とおくと g(X) =

(
X − 5

2

)2

+ b− 33

4

g(X) = 0の 2解がX = 2の範囲に実数解をも
つことから

g(2) = b− 8 = 0, b− 33

4
5 0

ゆえに 8 5 b 5 33

4

bは自然数であるから b = 8

　

X

5
2

2

�
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3 (1) f(t) = 2 sin t+ cos 2t，g(t) = 2 cos t+ sin 2tより (0 5 t 5 π
2
)

f ′(t) = 2 cos t− 2 sin 2t = 2 cos t− 4 sin t cos t

= 2 cos t(1− 2 sin t)

g′(t) = −2 sin t+ 2 cos 2t = −2 sin t+ 2(1− 2 sin2 t)

= −2(sin t+ 1)(2 sin t− 1)

f(t)，g(t)の増減表は次のようになる．

t 0 · · · π
6
· · · π

2

f ′(t) + 0 −
f(t) 1 ↗ 3

2
↘ 1

t 0 · · · π
6
· · · π

2

g′(t) + 0 −
g(t) 2 ↗ 3

√
3

2
↘ 0

よって f(t)の最大値 f
(π
6

)
=

3

2
，g(t)の最大値 g

(π
6

)
=

3
√
3

2

(2) f(t) = 2 sin t+ cos 2t = −2 sin2 t+ 2 sin t+ 1より

f(t1)− f(t2) = −2(sin2 t1 − sin2 t2) + 2(sin t1 − sin t2)

= −2(sin t1 − sin t2)(sin t1 + sin t2 − 1)

0 5 t1 < t2 5
π

2
，f(t1) = f(t2)より，sin t1 − sin t2 6= 0に注意して

sin t1 + sin t2 − 1 = 0 · · · 1©

g(t) = 2 cos t+ sin 2t = 2 cos t+ 2 sin t cos t = 2 cos t(1 + sin t)より

1

4
g(t)2 = cos2 t(1 + sin t)2 = (1− sin t)(1 + sin t)3

= 2(1 + sin t)3 − (1 + sin t)4

u = 1 + sin t1，v = 1 + sin t2とおくと， 1©より u+ v = 3であるから

1

4
{g(t1)2 − g(t2)2} = 2(u3 − v3)− u4 + v4

= 2(u− v)(u2 + uv + v2)− (u− v)(u+ v)(u2 + v2)

= 2(u− v)(u2 + uv + v2)− 3(u− v)(u2 + v2)

= (u− v)(−u2 + 2uv − v2) = (v − u)3

= (sin t2 − sin t1)
3

0 5 t1 < t2 5
π

2
より，sin t2 − sin t1 > 0であるから，上式より

g(t1)
2 − g(t2)2 = 0
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(3) (1)の結果から，0 5 t 5 π

2
において

f(t) = 1, g(t) = 0

(2)の結果から，0 5 t1 <
π

6
< t2において，

f(t1) = f(t2)を満たす t1, t2に対して

g(t1) > g(t2)

　

O

y

x3
2

x = 1

2

3
√
3

2 t = π
6

t = 0

t = π
2

1

したがって，右の図の斜線部分の面積が Sであるから

S =

∫ π
6

0

y
dx

dt
dt−

∫ π
6

π
2

y
dx

dt
dt =

∫ π
2

0

y
dx

dt
dt

=

∫ π
2

0

(2 cos t+ sin 2t)·(2 sin t+ cos 2t)′dt

=

∫ π
2

0

(2 cos t+ sin 2t)(2 cos t− 2 sin 2t) dt

=

∫ π
2

0

(4 cos2 t− 2 sin 2t cos t− 2 sin2 2t) dt

=

∫ π
2

0

(2 cos 2t− sin 3t− sin t+ cos 4t+ 1) dt

=

[
sin 2t+

1

3
cos 3t+ cos t+

1

4
sin 4t+ t

]π
2

0

=
π

2
−

4

3

�

4 (1) ~a = (0, 0, 1)，~b = (1, 0, 0)，~c = (0, 1, 0)とすると，A(~a)，B(~b)，C(~c)，
D(−~b)，E(−~c)，F(−~a)であるから

−→
OP = s~a+ (1− s)~b,

−→
OQ = s~a+ (1− s)~c,

−→
OR = t(−~a) + (1− t)(−~b) = −t~a+ (t− 1)~b,
−→
OS = t(−~a) + (1− t)(−~c) = −t~a+ (t− 1)~c

したがって
−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP = (1− s)(~c−~b) = (1− s)

−→
BC

−→
SR =

−→
OR−

−→
OS = (t− 1)(~b−~c) = (1− t)

−→
BC

−→
PQ//

−→
SRであるから，4点 P，Q，R，Sは同一平面上にある．
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(2) (1)の結果から

−→
OL =

−→
OP+

−→
OQ

2
= s~a+

1

2
(1− s)(~b+~c),

−−→
OM =

−→
OR+

−→
OS

2
= −t~a+ 1

2
(t− 1)(~b+~c),

−→
LM =

−−→
OM−

−→
OL = −(s+ t)~a+

1

2
(s+ t− 2)(~b+~c)

ゆえに
−→
LM =

(
s+ t− 2

2
,
s+ t− 2

2
,−(s+ t)

)
ここで，s+ t = 2uとおくと (0 < u < 1)

−→
LM = (u− 1, u− 1,−2u)

m2 = |
−→
LM|2 = (u− 1)2 + (u− 1)2 + (−2u)2

= 6u2 − 4u+ 2 = 6

(
u− 1

3

)2

+
4

3

よって，u =
1

3
，すなわち，s+ t =

2

3
のとき，mは最小値

2
√
3

(3) 直線 LMと xy平面との交点をHとすると，~aの係数に注意して

−→
OH =

t
−→
OL + s

−−→
OM

s+ t
=
t(1− s) + s(t− 1)

2(s+ t)
(~b+~c) =

t− s
2(s+ t)

(~b+~c)

したがって

−→
HL =

−→
OL−

−→
OH = s~a+

1

2
(1− s)(~b+~c)− t− s

2(s+ t)
(~b+~c)

= s~a+
s(2− s− t)
2(s+ t)

(~b+~c),

−−→
HM = −t~a+ 1

2
(t− 1)(~b+~c)− t− s

2(s+ t)
(~b+~c)

= −t~a+ t(s+ t− 2)

2(s+ t)
(~b+~c)

s+ t =
2

3
を上の 2式に代入すると

−→
HL = s(~a+~b+~c) = (s, s, s),
−−→
HM = −t(~a+~b+~c) = (−t,−t,−t)

ゆえに |
−→
HL| =

√
3s，|

−−→
HM| =

√
3t
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平面PQRSと線分BE，CDのとの交点を
それぞれH1，H2とすると

−−−→
H1H2 =

−→
BC

ゆえに |
−−−→
H1H2| = |

−→
BC| =

√
2

　 P Q

S R

L

M

H H2H1

(1)の結果から |
−→
PQ| = (1− s)|

−→
BC| = (1− s)

√
2，

|
−→
SR| = (1− t)|

−→
BC| = (1− t)

√
2

Xは 2つの台形 PH1H2Q，H1SRH2の和であるから

X =
1

2
(PQ + H1H2)HL +

1

2
(SR + H1H2)HM

=
1

2

{
(1− s)

√
2 +
√
2
}√

3s+
1

2

{
(1− t)

√
2 +
√
2
}√

3t

=

√
6

2
(2− s)s+

√
6

2
(2− t)t =

√
6

2
{2(s+ t)− (s2 + t2)}

=

√
6

4
{4(s+ t)− (s+ t)2 − (s− t)2}

=

√
6

4

{
4·2
3
−
(
2

3

)2

− (s− t)2
}

=

√
6

4

{
20

9
− (s− t)2

}

よって，s− t = 0，すなわち，s = t =
1

3
のとき，Xは最大値

5
√
6

9
�

5 (1) n+ 1試合目にAが勝つのは，n試合目にAが勝っているときとBが勝っ
ているときがあるから，次の確率漸化式が成立する．

an+1 = pan + q(1− an) ゆえに an+1 = (p− q)an + q

したがって an+1 −
q

1− p+ q
= (p− q)

(
pn −

q

1− p+ q

)

an −
q

1− p+ q
= (p− q)n−1

(
p1 −

q

1− p+ q

)
a1 = pであるから

an −
q

1− p+ q
= (p− q)n−1·(1− p)(p− q)

1− p+ q

an =
(1 − p)(p − q)n + q

1 − p + q
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(2) (i) n試合目にAが勝つ場合
勝者が BAの順で 2回， Aが n− 4回であるから，その確率は

n−2C2{(1− p)q}2pn−4 =
1

2
(n− 2)(n− 3)(1− p)2q2pn−4

(ii) n試合目にBが勝つ場合
勝者が BAの順で 1回， Aが n− 3回，最後に Bであるから，
その確率は

n−2C1(1− p)q·pn−3 × (1− p) = (n− 2)(1− p)2qpn−3

(i),(ii)より

bn =
1

2
(n− 2)(n− 3)(1− p)2q2pn−4 + (n− 2)(1− p)2qpn−3

=
1

2
(1 − p)2q(n − 2){(n − 3)q + 2p}pn−4

�
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7.19 2019年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 以下の問いに答えよ．ただし，logは自然対数，eはその底とする．

(1) bを実数とする．関数

f(x) =

∫ b

x

e−
t2

2 dt− x

x2 + 1
e−

x2

2

は単調に減少することを示せ．

(2) a 5 bを満たす正の実数 a，bに対し，不等式

a

a2 + 1
e−

a2

2 − b

b2 + 1
e−

b2

2 5
∫ b

a

e−
t2

2 dt 5 e−
a2

2 (b− a)

が成り立つことを示せ．

(3) 数列 {In}を次のように定める．

In =

∫ 2

1

e−
nt2

2 dt (n = 1, 2, 3, · · · )

このとき極限

lim
n→∞

1

n
log In

を求めよ．ただし，

lim
n→∞

1

n
log(n+ 1) = 0

を用いてもよい．
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2 自然数 a，bに対し，

w = cos
aπ

3 + b
+ i sin

aπ

3 + b

とおく．ただし，iは虚数単位とする．複素数 zn (n = 1, 2, 3, · · · ) を以下のよ
うに定める．

z1 = 1, z2 = 1− w, zn = (1− w)zn−1 + wzn−2 (n = 3, 4, 5, · · · )

このとき以下の問いに答えよ．

(1) a = 4，b = 3のとき，複素数平面上の点 z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7 をこの
順に線分で結んでできる図形を図示せよ．

(2) a = 2, b = 1のとき，z63を求めよ．

(3) さいころを 2回投げ，1回目に出た目を a，2回目に出た目を bとする．こ
のとき z63 = 0である確率を求めよ．

3 実数 s，tが s2 + t2 5 6を満たしながら変わるとき，xy平面上で点 (s + t, st)

が動く領域をAとする．このとき以下の問いに答えよ．

(1) (2,
√
2)が領域Aの点かどうか判定せよ．

(2) Aを図示せよ．

(3) Aを x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．
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4 下の図は，
1

1
から始めて分数

p

q
の左下に分数

p

p+ q
，右下に分数

p+ q

q
を配置

するという規則でできた樹形図の一部である．このとき以下の問いに答えよ．

(1) この樹形図に現れる分数はすべて既約分数であることを示せ．ただし整数
n

1
は既約分数とみなす．

(2) すべての正の有理数がこの樹形図に現れることを示せ．

(3) この樹形図に現れる有理数はすべて異なることを示せ．

(4)
19

44
はこの樹形図の上から何段目の左から何番目に配置されるか答えよ．

たとえば，
3

1
は上から 3段目の左から 4番目である．

1

3

3

2

2

3

3

1

1

2

2

1

1

1

5 座標空間内の 2つの球面

S1 : (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 7

と
S2 : (x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 3)2 = 1

を考える．S1と S2の共通部分をCとする．このとき以下の問いに答えよ．

(1) S1との共通部分がCとなるような球面のうち，半径が最小となる球面の
方程式を求めよ．

(2) S1との共通部分が Cとなるような球面のうち，半径が
√
3となる球面の

方程式を求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) =

∫ b

x

e−
t2

2 dt− x

x2 + 1
e−

x2

2 を微分すると

f ′(x) = −e−
x2

2 − 1·(x2 + 1)− x·2x
(x2 + 1)2

e−
x2

2 − x

x2 + 1
e−

x2

2 (−x)

= − 2

(x2 + 1)2
e−

x2

2 < 0

よって，f(x)は単調に減少する．

(2) 0 < a 5 bおよび (1)の結果より，f(b) 5 f(a)であるから∫ b

b

e−
t2

2 dt− b

b2 + 1
e−

b2

2 5
∫ b

a

e−
t2

2 dt− a

a2 + 1
e−

a2

2

a

a2 + 1
e−

a2

2 − b

b2 + 1
e−

b2

2 5
∫ b

a

e−
t2

2 dt · · · 1©

0 < a 5 t 5 bにおいて，e−
t2

2 5 e−
a2

2 であるから∫ b

a

e−
t2

2 dt 5
∫ b

a

e−
a2

2 dt =

[
e−

a2

2 t

]b
a

= e−
a2

2 (b− a) · · · 2©

1©， 2©により，a 5 bを満たす正の実数 a，bに対して，次式が成立する．

a

a2 + 1
e−

a2

2 − b

b2 + 1
e−

b2

2 5
∫ b

a

e−
t2

2 dt 5 e−
a2

2 (b− a)

(3) (2)の結論において，tを
√
n tに置き換えると

a

a2 + 1
e−

a2

2 − b

b2 + 1
e−

b2

2 5
∫ b√

n

a√
n

e−
nt2

2
√
n dt 5 e−

a2

2 (b− a)

さらに，a =
√
n，b = 2

√
nとすると

√
n

n+ 1
e−

n
2 − 2

√
n

4n+ 1
e−2n 5

√
n

∫ 2

1

e−
nt2

2 dt 5 e−
n
2 (2
√
n−
√
n)

1

n+ 1
e−

n
2

(
1− 2n+ 2

4n+ 1
e−

3
2
n

)
5
∫ 2

1

e−
nt2

2 dt 5 e−
n
2

ここで，Jn =
1

n+ 1
e−

n
2

(
1− 2n+ 2

4n+ 1
e−

3
2
n

)
，Kn = e−

n
2 とおくと

Jn 5 In 5 Kn ゆえに
1

n
log Jn 5 1

n
log In 5 1

n
logKn · · · 3©
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logKn = −n
2
より

1

n
logKn = −1

2
よって lim

n→∞

1

n
logKn = −1

2
· · · 4©

log Jn = − log(n+ 1)− n

2
+ log

(
1− 2n+ 2

4n+ 1
e−

3
2
n

)
より

1

n
log Jn = − 1

n
log(n+ 1)− 1

2
+

1

n
log

(
1−

2 + 2
n

4 + 1
n

e−
3
2
n

)

lim
n→∞

1

n
log(n+ 1) = 0に注意して lim

n→∞

1

n
log Jn = −1

2
· · · 5©

3©， 4©， 5©から，はさみうちの原理により

lim
n→∞

1

n
log In = −

1

2

�

2 (1) z1 = 1，z2 = 1− w，zn = (1− w)zn−1 + wzn−2より

z2 − z1 = −w,
zn − zn−1 = −w(zn−1 − zn−2)

したがって
z3 − z2
z2 − z1

=
z4 − z3
z3 − z2

= · · · = z7 − z6
z6 − z5

= −w

a = 4，b = 3より w = cos
2

3
π + i sin

2

3
π

−w = (cos π + i sin π)

(
cos

2

3
π + i sin

2

3
π

)
= cos

(
−π
3

)
+ i sin

(
−π
3

)
ゆえに |zn − zn−1| = 1，∠zn−1znzn+1 = −

π

3

よって，点 z1, z2, z3, z4, z5, z6, z7をこの順に
線分で結んでできる図形は，右の図のように 1

辺の長さが 1の正六角形である．

　

O

Im

Re1

z1(z7)
3
2

z2

z3
−
√
3

z4

z5
−

√
3

2

−1
2 z6
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(2) z1 = 1，z2 = 1− w，zn = (1− w)zn−1 + wzn−2より

zn+1 + wzn = zn + wzn−1 = z2 + wz1 = 1,

zn+1 − zn = −w(zn − zn−1) = (−w)n−1(z2 − z1) = (−w)n

上の 2式から zn =


1− (−w)n

1 + w
(w 6= −1)

n (w = −1)
· · · (∗)

a = 2，b = 1より w = cos
π

2
+ i sin

π

2
= i

よって z63 =
1− (−w)63

1 + w
=

1− (−i)63

1 + i
=

1− i
1 + i

= −i

(3) w = cos
aπ

3 + b
+ i sin

aπ

3 + b
，w 6= −1より aπ

3 + b
は πの奇数倍でない

−w = (cos π + i sin π)

(
cos

aπ

3 + b
+ i sin

aπ

3 + b

)
= cos

(
a

3 + b
+ 1

)
π + i sin

(
a

3 + b
+ 1

)
π

z63 =
1− (−w)63

1 + w
= 0となるとき，(−w)63 = 1であるから

63

(
a

3 + b
+ 1

)
πは 2πの整数倍 ゆえに

63aπ

3 + b
はπの奇数倍

したがって，(a, b)の満たす条件は

63aπ

3 + b
はπの奇数倍かつ

aπ

3 + b
はπの奇数倍でない

これを満たす (a, b)は，次の 7組．

a = 1のとき b = 4, 6

a = 2のとき b = 3,

a = 3のとき b = 4, 6

a = 4のとき なし

a = 5のとき b = 4, 6

a = 6のとき なし

よって，求める確率は
7

62
=

7

36
�
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3 (1) s+ t = 2，st =
√
2に対し

(s− t)2 = (s+ t)2 − 4st = 22 − 4·
√
2 = 4(1−

√
2) < 0

したがって，これを満たす実数 s，tは存在しない．

よって，点 (2,
√
2)は領域Aの点ではない．

(2) s+ t = x，st = yとおくと，2数 s, tは，2次方程式 λ2− xλ+ y = 0の解

x±
√
x2 − 4y

2

である．これが実数解で，条件 s2 + t2 5 6を満たすから

x2 − 4y = 0 かつ

(
x+

√
x2 − 4y

2

)2

+

(
x−

√
x2 − 4y

2

)2

5 6

したがって，領域Aの表す不等式は
y 5 x2

4

y = 1

2
x2 − 3

右の図の斜線部分で，境界線を含む．

　

O

y

x
2
√
3−2

√
3 √

6−
√
6

2−2

3

−3

(3) 求める回転体の体積を V とすると

V

2π
=

∫ 2

0

(
x2

2
− 3

)2

dx+

∫ 2
√
3

2

(
x2

4

)2

dx−
∫ 2

√
3

√
6

(
x2

2
− 3

)2

dx

=

∫ 2

0

(
x4

4
− 3x2 + 9

)
dx+

∫ 2
√
3

2

x4

16
dx−

∫ 2
√
3

√
6

(
x4

4
− 3x2 + 9

)
dx

=

[
x5

20
− x3 + 9x

]2
0

+

[
x5

80

]2√3

2

−
[
x5

20
− x3 + 9x

]2√3

√
6

=
8(7− 3

√
3 + 3

√
6)

5

よって，求める回転体の体積は V =
16(7 − 3

√
3 + 3

√
6)

5
π �
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4 (1) nがmで割り切れること (mが nの約数)をm |nと表記し，整数 x，yの
最大公約数を (x, y)と表記する．

(p, q) | (p+ q)および (p, q) | pであるから，(p, q)は p+ qと pの公約数．

(p, q) | (p+ q, p) · · · 1©

q = (p+q)−pより，(p+q, p) | q，また，(p+q, p) | pであるから，(p+q, p)
は qと pの公約数．

(p+ q, p) | (p, q) · · · 2©

1©， 2©から (p, q) = (p+ q, p) · · · (∗)

(∗)は pと qを交換しても成立するから

(q, p) = (q + p, q) ゆえに (p, q) = (p+ q, q) · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)より，(p, q) = 1のとき，(p+ q, p) = 1，(p+ q, q) = 1

したがって，
p

q
が既約分数のとき，

p

p+ q
，
p+ q

q
も既約分数である．

よって，
1

1
から始まるこの樹形図に現れる分数は，すべて既約分数である．

(2)
p

q
について (p，qは自然数)，n = p+ qとする．樹形図に現れない既約分

数の集合 A(6= φ)が存在すると仮定する．Aにおける nの最小値をN と

し，そのN に対応する既約分数の 1つを
P

Q
とする．

(i) P = Qのとき，すなわち，
1

1
は樹形図にあるので，矛盾．

(ii) P < Qのとき，既約分数
P

Q
に対し，

P

Q− P
は既約分数で

n = P + (Q− P ) = N − P < N

したがって，Nの最小性により，既約分数
P

Q− P
は樹形図に現れる．

この既約分数に対して左下に配置する規則を適用すると

P

P + (Q− P )
=
P

Q

このとき，既約分数
P

Q
が樹形図に現れ，矛盾．
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(iii) P > Qのとき，既約分数
P

Q
に対し，

P −Q
Q

は既約分数で

n = (P −Q) +Q = N −Q < N

したがって，Nの最小性により，既約分数
P −Q
Q

は樹形図に現れる．

この既約分数に対して右下に配置する規則を適用すると

(P −Q) +Q

Q
=
P

Q

このとき，既約分数
P

Q
が樹形図に現れ，矛盾．

(i)～(iii)より，A = φとなり，すべての正の有理数がこの樹形図に現れる．

(3) 樹形図に現れる既約分数
p

q
に対し，n = p+ qとする．

樹形図に現れる有理数 (既約分数)で，等しい 2数の存在を仮定し，nを最
小にするものを考える．その値を n0とすると，(2)と同様に，n0の最小
性により矛盾を生じる．

(4) 樹形図の既約分数に対して，左下 (分母に分子を加える)，右下 (分子に分
母を加える) にそれぞれ配置することを配置「0」，配置「1」と表記する．
例えば，「左下→左下→右下→左下」，「右下→右下→左下→右下」の
配置をそれぞれ 0010，1101と表記する．これらの文字列は 4個であるか
ら，5段目にあり，配置を 2進数とみると，それぞれ 2，13．起点に注意
すると，これらにそれぞれ 1を加えた 3，14が左からの順番を表す．

0 1

00 01 10 11

000 001 010 011 100 101 110 111

0010 1101
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1

1
から

19

44
に至る配置は，

19

44
から

1

1
へ逆に辿ることにより

19

44

0← 19

25

0← 19

6

1← 13

6

1← 7

6

1← 1

6

0← 1

5

0← 1

4

0← 1

3

0← 1

2

0← 1

1

したがって，
19

44
の表す配置は 0000011100

文字列が 10個で，配置を 2進数とみると 28であるから，起点に注意して

11段目の左から 29番目

�

5 (1) 2つの球面

S1 : (x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 7

S2 : (x− 2)2 + (y − 3)2 + (z − 3)2 = 1

の中心は，それぞれ (1, 1, 1)，(2, 3, 3)であり，この 2点間の距離は√
(2− 1)2 + (3− 1)2 + (3− 1)2 = 3

また，S1，S2の半径は，それぞれ
√
7，1より

√
7− 1 < 3 <

√
7 + 1

したがって，S1 と S2 の共通部分 C は円である．S1 と S2 の方程式から
x2+ y2+ z2の項を消去すると，円Cが存在する次の平面の方程式を得る．

2x+ 4y + 4z − 25 = 0

これから，S1との共通部分がCとなる球面の方程式は，実数 kを用いて

(x− 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 − 7 + k(2x+ 4y + 4z − 25) = 0

(x+ k − 1)2 + (y + 2k − 1)2 + (z + 2k − 1)2 = 9k2 + 15k + 7 · · · (∗)

ゆえに 9k2 + 15k + 7 = 9

(
k +

5

6

)2

+
3

4

球面の半径が最小になるのは，k = −5

6
ときで，その方程式は

(
x −

11

6

)2

+

(
y −

8

3

)2

+

(
z −

8

3

)2

=
3

4
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(2) 球面の半径が
√
3になるとき 9k2 + 15k + 7 = 3

ゆえに (3k + 1)(3k + 4) = 0 これを解いて k = −1

3
,−4

3

上の結果を (∗)に代入することにより，求める球面の方程式は(
x −

4

3

)2

+

(
y −

5

3

)2

+

(
z −

5

3

)2

= 3,(
x −

7

3

)2

+

(
y −

11

3

)2

+

(
z −

11

3

)2

= 3

�
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7.20 2020年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 関数
f(x) = (x+ 1)

1
x+1 (x = 0)

について，以下の問いに答えよ．

(1) f(x)の最大値を求めよ．

(2) f(x)とその導関数の極限

lim
x→∞

f(x), lim
x→∞

f ′(x)

をそれぞれ求めよ．ただし，

lim
x→∞

log x

x
= 0

であることを用いてよい．

(3) y = f(x)のグラフの概形をかけ．ただし，グラフの凹凸を調べる必要は
ない．

2 1個のさいころを n回投げて，k回目に出た目が 1の場合はXk = 1，出た目が
2の場合はXk = −1，その他の目が出た場合はXk = 0とする．

Yk = cos
(π
3
Xk

)
+ i sin

(π
3
Xk

)
とおき，Y1から Ynまでの積 Y1Y2Y3 · · ·YnをZnで表す．ただし，iは虚数単位
とする．以下の問いに答えよ．

(1) Z2が実数でない確率を求めよ．

(2) Z1, Z2, Z3, · · · , Znがいずれも実数でない確率を求めよ．

(3) Znが実数となる確率を pnとする．pnを nを用いて表し，極限 lim
n→∞

pnを

求めよ．
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3 nを 2以上の自然数とする．三角形ABCにおいて，辺ABの長さを c，辺CA

の長さを bで表す．∠ACB = n∠ABCであるとき，c < nbを示せ．

4 tを正の実数とする．xy平面において，連立不等式

x = 0, y = 0, xy 5 1, x+ y 5 t

の表す領域の面積を S(t)とおく．極限 lim
t→∞

(S(t)− 2 log t)を求めよ．

5 3辺の長さの和が 2である三角形ABCにおいて，辺BCの長さを a，辺CAの
長さを bで表す．三角形ABCを辺BCを軸として 1回転させてできる回転体の
体積を V とする．以下の問いに答えよ．

(1) aの値を固定して bの値を変化させるとき，V が最大になるのは，三角形
ABCが辺BCを底辺とする二等辺三角形となるときである．これを示せ．

(2) a，bの値をともに変化させるとき，V の最大値と，最大値を与える a，b
の値をそれぞれ求めよ．
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解答例

1 (1) x = 0より，(x+ 1)
1

x+1 > 0であるから，f(x) = (x+ 1)
1

x+1 の両辺の自然
対数をとると

log f(x) =
1

x+ 1
log(x+ 1) (A)

両辺を xで微分すると

f ′(x)

f(x)
= − 1

(x+ 1)2
log(x+ 1) +

1

(x+ 1)2
=

1− log(x+ 1)

(x+ 1)2
(B)

したがって，f(x)の増減表は

x 0 · · · e− 1 · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) 1 ↗ e

1
e ↘

よって 最大値 f(e − 1) = e
1
e

(2) (A)より lim
x→∞

log f(x) = lim
x→∞

log(x+ 1)

x+ 1
= 0 よって lim

x→∞
f(x) = 1

上式および (B)より

lim
x→∞

f ′(x) =
f(x)

x+ 1

(
1

x+ 1
− log(x+ 1)

x+ 1

)
= 0

補足 g(x) = 2(
√
x+ 1− 1)− log(x+ 1)とおくと (x = 0) g′(x) =

√
x+ 1− 1

x+ 1
g(0) = 0，x > 0において g′(x) > 0であるから g(x) = 0 (x = 0)

ゆえに x = 0において 0 5 log(x+ 1)

x+ 1
5 2(

√
x+ 1− 1)

x+ 1

lim
x→∞

log(x+ 1)

x+ 1
5 lim

x→∞

2(
√
x+ 1− 1)

x+ 1
= lim

x→∞

(
2√
x+ 1

− 1

x+ 1

)
= 0

よって，はさみうちの原理により lim
x→∞

log(x+ 1)

x+ 1
= 0

(3) (1)，(2)の結果から，y = f(x)のグラフの概形は次のようになる．

O

y

x

1

e
1
e

e−1

�
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2 (1) Z2が実数となるのは

(X1, X2) = (0, 0), (1,−1), (−1, 1)

したがって，Z2が実数である確率は

4

6
·4
6
+

1

6
·1
6
+

1

6
·1
6
=

1

2

求める確率は，この余事象の確率であるから 1− 1

2
=

1

2

(2) X1 = 1またはX1 = −1，Sn =
n∑

k=1

Xkとすると

Sn = 1のとき，P (Xn+1 = 0またはXn+1 = 1) =
4

6
+

1

6
=

5

6

Sn = 2のとき，P (Xn+1 = 0またはXn+1 = −1) =
4

6
+

1

6
=

5

6

Sn = −1のとき，P (Xn+1 = 0またはXn+1 = −1) =
4

6
+

1

6
=

5

6

Sn = −2のとき，P (Xn+1 = 0またはXn+1 = 1) =
4

6
+

1

6
=

5

6

よって，求める確率は

1

6

(
5

6

)n−1

+
1

6

(
5

6

)n−1

=
1

3

(
5

6

)n−1

　

0
1
2
3

−1
−2
−3

n

Sn

1 2 3 4 5

(3) 法 3について

pn = P (Sn ≡ 0), qn = P (Sn ≡ 1), rn = P (Sn ≡ 2) (mod 3)

とすると，p1 =
4

6
, pn+1 =

4

6
pn +

1

6
qn +

1

6
rn であるから

pn+1 =
1

2
pn +

1

6
(pn + qn + rn) ゆえに pn+1 =

1

2
pn +

1

6

したがって pn+1 −
1

3
=

1

2

(
pn −

1

3

)
ゆえに pn −

1

3
=

1

3

(
1

2

)n−1

これから pn =
1

3
+

1

3

(
1

2

)n−1

よって lim
n→∞

pn =
1

3
�
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3 C = ∠ACB，B = ∠ABCとする．正弦定理により b

sinB
=

c

sinC

C = nBであるから
b

sinB
=

c

sinnB
ゆえに

c

b
=

sinnB

sinB
· · · 1©

B + C < π，C = nB (n = 2)より，B <
π

n+ 1
5 π

2
であるから，Bは鋭角

0 < B <
π

2
のとき，2以上の自然数 nについて

sinnB

sinB
< n · · · (∗)

が成立することを数学的帰納法で示す．

［1］n = 2のとき，(∗)より

sin 2B

sinB
=

2 sinB cosB

sinB
= 2 cosB < 2

このとき，(∗)は成立する．

［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると sin kB

sinB
< k

sin(k + 1)B

sinB
=

sin kB cosB + cos kB sinB

sinB

=
sin kB

sinB
· cosB + cos kB

< k·1 + 1 = k + 1

したがって，n = k + 1のときも (∗)は成立する．

［1］,［2］より，2以上の自然数 nについて，(∗)は成立する．

1©および (∗)により

c

b
=

sinnB

sinB
< n よって c < nb

別解 f(θ) = n sin θ − sinnθとおくと
(
0 5 θ <

π

n

)
f ′(θ) = n cos θ − n cosnθ = n(cos θ − cosnθ)

n = 2のとき，0 < θ < nθ < πにおいて，cosnθ < cos θであるから

f ′(θ) > 0
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f(0) = 0であるから，n = 2のとき，0 < θ < nθ < πにおいて

f(θ) = n sin θ − sinnθ > 0 ゆえに
sinnθ

sin θ
< n · · · (∗∗)

条件から，B + C < π，C = nB (n = 2)より，B <
π

n+ 1
<
π

n

θ = B，nθ = Cとおくと， 1©，(∗∗)より
c

b
=

sinnB

sinB
< n よって c < nb

�

4 曲線 xy = 1と直線 x + y = t (t > 2)の 2式から，
yを消去すると

x(t− x) = 1 ゆえに x2 − tx+ 1 = 0

この方程式の解を α, βとすると (α < β)

α =
t−
√
t2 − 4

2
, β =

t+
√
t2 − 4

2
,

α+ β = t, αβ = 1, β − α =
√
t2 − 4

　

O

y

xα β

t

t

曲線 xy = 1と直線 x+ y = tで囲まれた部分の面積を Sとすると

S =

∫ β

α

(
t− x− 1

x

)
dx =

[
tx− x2

2
− log x

]β
α

= t(β − α)− β2 − α2

2
− log

β

α
= (β − α)

(
t− α+ β

2

)
− log

β2

αβ

=
1

2
t
√
t2 − 4− 2 log

t+
√
t2 − 4

2

S(t) =
t2

2
− Sより，S(t) = t(t−

√
t2 − 4)

2
+ 2 log

t+
√
t2 − 4

2
であるから

S(t)− 2 log t =
t(t−

√
t2 − 4)

2
+ 2 log

t+
√
t2 − 4

2
− 2 log t

=
2t

t+
√
t2 − 4

+ 2 log
t+
√
t2 − 4

2t

よって lim
t→∞

(S(t)− 2 log t) = lim
t→∞

 2

1 +

√
1− 4

t2

+ 2 log
1 +

√
1− 4

t2

2


=

2

1 + 1
+ 2 log

1 + 1

2
= 1

�
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5 (1) 点Aから直線BCに垂線AHを引く．h = AHとすると

(i) Hが線分BC上にあるとき

V =
π

3
ah2

(ii) Hが線分BC上にないとき

V =
π

3
|BH− CH|h2 = π

3
ah2

B C

A A

B CH H

A

BH C

(i)，(ii)の結果から，aは定数であるから，V が最大となるのは，hが最
大のときである．三角形の成立条件 |AB− AC| < BC < AB + CAより

|(2− a− b)− b| < a < (2− a− b) + b

これを解いて 1 < a+ b, a < 1, b < 1

条件より，BC = aは定数であるから，AB + BC + CA = 2より，

AB+ AC = 2− a · · · 1©

は定数であるから，点Aは，2点 B，Cを焦点とする長軸の長さが 2 − a
の楕円上の点である．BC = aより，座標平面上にB

(
−a
2
, 0
)
，C

(a
2
, 0
)

をとると，楕円の頂点 (±p, 0)，(0, ± q)は (p, q > 0)

2p = 2− a,
√
p2 − q2 = a

2
ゆえに p = 1− a

2
, q2 = 1− a · · · 2©

x

y

A

B C
a
2

−a
2

p−p

q

−q

O

よって，hが最大となるのは，点Aが y軸上，すなわち，4ABCが辺BC

を底辺とする二等辺三角形となるときである．
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(2) (1)の結果から
V =

π

3
ah2

が最大となるのは，AB = AC，h = qのときであるから， 1©， 2©より

AB = AC = b = 1− a

2

V =
π

3
a(1− a) = −π

3

(
a− 1

2

)2

+
π

12

よって，a =
1

2
, b =

3

4
のとき，最大値

π

12
をとる． �
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7.21 2021年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 a, bを ab < 1をみたす正の実数とする．xy 平面上の点 P(a, b)から，曲線

y =
1

x
(x > 0)に 2本の接線を引き，その接点をQ

(
s,

1

s

)
，R

(
t,

1

t

)
とする．

ただし，s < tとする．

(1) sおよび tを a, bを用いて表せ．

(2) 点P(a, b)が曲線 y =
9

4
− 3x2上の x > 0, y > 0をみたす部分を動くとき，

t

s
の最小値とそのときの a, bの値を求めよ．

2 空間内に，同一平面上にない 4点 O，A，B，Cがある．s, tを 0 < s < 1，
0 < t < 1をみたす実数とする．線分OAを 1 : 1に内分する点をA0，線分OB

を 1 : 2に内分する点をB0，線分ACを s : (1− s)に内分する点をP，線分BC

を t : (1− t)に内分する点をQとする．さらに 4点A0，B0，P，Qが同一平面
上にあるとする．

(1) tを sを用いて表せ．

(2) |
−→
OA| = 1，|

−→
OB| = |

−→
OC| = 2，∠AOB = 120◦，∠BOC = 90◦，∠COA =

60◦，∠POQ = 90◦ であるとき，sの値を求めよ．

3 nを自然数とし，tを t = 1をみたす実数とする．

(1) x = tのとき，不等式

−(x− t)2

2
5 log x− log t− 1

t
(x− t) 5 0

が成り立つことを示せ．

(2) 不等式

− 1

6n3
5
∫ t+ 1

n

t

log x dx− 1

n
log t− 1

2tn2
5 0

が成り立つことを示せ．

(3) an =
n−1∑
k=0

log

(
1 +

k

n

)
とおく． lim

n→∞
(an−pn) = qをみたすような実数 p, q

の値を求めよ．
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4 整数 a, b, cに関する次の条件 (∗)を考える．∫ c

a

(x2 + bx) dx =

∫ c

b

(x2 + ax) dx · · · (∗)

(1) 整数 a, b, cが (∗)および a 6= bをみたすとき，cは 3の倍数であることを
示せ．

(2) c = 3600のとき，(∗)および a < bをみたす整数の組 (a, b)の個数を求
めよ．

5 次の問いに答えよ．

(1) aを実数とする．xについての方程式x−tan x = aの実数解のうち，|x| < π

2
をみたすものがちょうど 1個あることを示せ．

(2) 自然数 nに対し，x − tanx = nπかつ |x| < π

2
をみたす実数 xを xnとお

く．tを |t| < π

2
をみたす実数とする．このとき，曲線 C : y = sin x上の

点 P(t, sin t)における接線が，不等式 x = π

2
の表す領域に含まれる点に

おいても曲線Cと接するための必要十分条件は，tが x1, x2, x3, . . .のい
ずれかと等しいことであることを示せ．
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解答例

1 (1) y =
1

x
より y′ = − 1

x2

曲線y =
1

x
上の点Q

(
s,

1

s

)
における接線は

y − 1

s
= − 1

s2
(x− s)

これが点 P(a, b)を通るから

b− 1

s
= − 1

s2
(a− s)

　

O

y

x

Q(s, 1
s
)

R(t, 1
t
)P

a

b

sについて整理すると bs2 − 2s+ a = 0 · · · 1©

同様に，曲線 y =
1

x
上の点R

(
t,

1

t

)
についても次式を得る．

bt2 − 2t+ a = 0 · · · 2©

1©， 2©から，s, t (s < t)は 2次方程式 bu2 − 2u+ a = 0の解である．

このとき，b > 0, D/4 = 1− ab > 0に注意して

s =
1 −

√
1 − ab

b
, t =

1 +
√
1 − ab

b
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(2) (1)の結果から

t

s
=

1 +
√
1− ab

1−
√
1− ab

=
2

1−
√
1− ab

− 1

点 P(a, b)は曲線 y =
9

4
− 3x2 (x > 0, y > 0)の点であるから

a > 0, (∗) b = 9

4
− 3a2 > 0 すなわち 0 < a <

√
3

2

ab = a

(
9

4
− 3a2

)
=

9

4
a− 3a3より

f(a) =
9

4
a− 3a3

(
0 < a <

√
3

2

)

とおくと f ′(a) =
9

4
− 9a2 = −9

(
a+

1

2

)(
a− 1

2

)
a (0) · · · 1

2
· · · (

√
3
2
)

f ′(a) + 0 −
f(a) (0) ↗ 3

4
↘ (0)

abが最大のとき，
t

s
は最小となり，最小値は

2

1−
√
1− 3

4

− 1 = 3

このとき，(∗)より a =
1

2
, b =

3

2
�
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2 (1) ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~p =

−→
OP，~q =

−→
OQ

とすると，
−→
AP = s

−→
ACより (0 < s < 1)

~p− ~a = s(
−→
OC− ~a)

ゆえに
−→
OC =

(
1− 1

s

)
~a+

1

s
~p

点Qは線分BCを t : (1− t)に内分する
点であるから

　

B0

O

A0

A

B

CQ

P

s

1−s

t
1−t

1

2

−→
OQ = (1− t)

−→
OB+ t

−→
OC

= (1− t)~b+ t

{(
1− 1

s

)
~a+

1

s
~p

}
= t

(
1− 1

s

)
~a+ (1− t)~b+ t

s
~p

~a = 2
−−→
OA0，~b = 3

−−→
OB0，~p =

−→
OPであるから

−→
OQ = 2t

(
1− 1

s

)−−→
OA0 + 3(1− t)

−−→
OB0 +

t

s

−→
OP

点Qは平面A0B0P上の点であるから

2t

(
1− 1

s

)
+ 3(1− t) + t

s
= 1 よって t =

2s

s + 1

(2) 条件から ~a·~b = |~a||~b| cos 120◦ = 1·2·
(
−1

2

)
= −1

~b·~c = |~b||~c| cos 90◦ = 0，~c·~a = |~c||~a| cos 60◦ = 2·1·1
2
= 1

~p = s~c+ (1− s)~a，~q = (1− t)~b+ t~c について

~p·~q = {s~c+ (1− s)~a}·{(1− t)~b+ t~c}

= s(1− t)~b·~c+ st|~c|2 + (1− s)(1− t)~a·~b+ (1− s)t~c·~a
= 4st− (1− s)(1− t) + (1− s)t
= 2t(s+ 1) + s− 1

(1)の結果および，∠POQ = 90◦より~p·~q = 0であるから

2· 2s

s+ 1
(s+ 1) + s− 1 = 0 これを解いて s =

1

5

�
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3 (1) f(x) = log x− log t− 1

t
(x− t)，g(x) = f(x) +

(x− t)2

2
とおくと

f ′(x) =
1

x
− 1

t
= − 1

xt
(x− t)

g′(x) = f ′(x) + x− t = − 1

xt
(x− t) + x− t

=
(xt− 1)(x− t)

xt

x = tにおいて (t = 1)，f(x)は単調減少，g(x)は単調増加である．

f(t) = 0，g(t) = 0であるから，x = tにおいて

f(x) 5 0, g(x) = f(x) +
(x− t)2

2
= 0

したがって −(x− t)2

2
5 f(x) 5 0

よって，x = tのとき (t = 1)，次式が成立する．

−(x− t)2

2
5 log x− log t− 1

t
(x− t) 5 0

別解 (部分積分法を用いた証明法)

log x− log t =

∫ x

t

1

u
du =

∫ x

t

(u− x)′ 1
u
du

=

[
(u− x) 1

u

]x
t

−
∫ x

t

(u− x)
(
− 1

u2

)
du

=
1

t
(x− t)−

∫ x

t

x− u
u2

du

したがって log x− log t− 1

t
(x− t) = −

∫ x

t

x− u
u2

du (A)

1 5 t 5 xであるから 0 5
∫ x

t

x− u
u2

du 5
∫ x

t

(x− u) du

−(x− t)2

2
=

∫ x

t

(u− x) du 5 −
∫ x

t

x− u
u2

du 5 0 (B)

(A)，(B)により，(1)の不等式が導かれる．
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(2) (1)で示した不等式により

−
∫ t+ 1

n

t

(x− t)2

2
dx 5

∫ t+ 1
n

t

(log x− log t) dx− 1

t

∫ t+ 1
n

t

(x− t) dx 5 0

−
[
(x− t)3

6

]t+ 1
n

t

5
∫ t+ 1

n

t

log x dx− 1

n
log t− 1

t

[
(x− t)2

2

]t+ 1
n

t

5 0

− 1

6n3
5
∫ t+ 1

n

t

log x dx− 1

n
log t− 1

2tn2
5 0

(3) (2)で不等式において，t = 1 +
k

n
とすると

− 1

6n3
5
∫ 1+ k+1

n

1+ k
n

log x dx− 1

n
log

(
1 +

k

n

)
− 1

2n2
· 1

1 + k
n

5 0

辺々に−nを掛けると

0 5 log

(
1 +

k

n

)
− n

∫ 1+ k+1
n

1+ k
n

log x dx+
1

2n
· 1

1 + k
n

5 1

6n2

上式について，k = 0から k = n− 1までの総和をとると

0 5
n−1∑
k=0

log

(
1 +

k

n

)
− n

∫ 2

1

log x dx+
1

2n

n−1∑
k=0

1

1 + k
n

5 1

6n

p =

∫ 2

1

log x dx とおくと

p =

∫ 2

1

log x dx =

[
x(log x− 1)

]2
1

= 2 log 2− 1

an =
n−1∑
k=0

log

(
1 +

k

n

)
より 0 5 an − pn+

1

2n

n−1∑
k=0

1

1 + k
n

5 1

6n
· · · (∗)

−q = lim
n→∞

1

2n

n−1∑
k=0

1

1 + k
n

とおくと

q = −1

2

∫ 1

0

1

1 + x
dx = −1

2

[
log(1 + x)

]1
0

= − log 2

2

(∗)において，n −→∞とすると，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(an − pn− q) = 0 ゆえに lim
n→∞

(an − pn) = q

よって p = 2 log 2 − 1, q = −
log 2

2
�
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4 (1)

∫ c

a

(x2 + bx) dx =

∫ c

b

(x2 + ax) dx · · · (∗)

(∗)より
∫ b

a

x2 dx+ b

∫ c

a

x dx− a
∫ c

b

x dx = 0

1

3
(b3 − a3) + b

2
(c2 − a2)− a

2
(c2 − b2) = 0

1

3
(b3 − a3) + c2

2
(b− a) + ab

2
(b− a) = 0

a 6= bであるから 2(a2 + ab+ b2) + 3c2 + 3ab = 0

したがって (2a+ b)(a+ 2b) = −3c2 · · · 1©

上式より 2a+ b ≡ 0 または a+ 2b ≡ 0 (mod 3)

(2a+ b) + (a+ 2b) = 3(a+ b)であるから

2a+ b ≡ 0, a+ 2b ≡ 0 (mod 3)

1©より 2a+ b

3
·a+ 2b

3
= −c

2

3
· · · 1©′

1©′の左辺は整数より，c2は 3で割り切れるから，cは 3の倍数である．

(2)
2a+ b

3
= A，

a+ 2b

3
= Bとおくと (A, Bは整数)

a = 2A−B, b = −A+ 2B

c = 3600のとき， 1©′より AB = −28·33·54 · · · (∗∗)

b− a = 3(B − A)であるから，a < bより A < 0 < B

よって，(∗∗)を満たす組 (A, B)の個数は

(8 + 1)(3 + 1)(4 + 1) = 180 (個)

�
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5 (1) f(x) = x− tanxとおくと f ′(x) = 1− 1

cos2 x
= − tan2 x 5 0

lim
x→−π

2
+0
f(x) =∞, lim

x→π
2
−0
f(x) = −∞

f(x)は，区間−π
2
< x <

π

2
において単調減少で，−∞ < f(x) < ∞であ

るから，実数 aに対して

f(x) = a すなわち x− tan x = a

を満たす x
(
|x| < π

2

)
がちょうど 1個ある．

(2) C : y = sinxより，y′ = cosxであるから，C上の点 P(t, sin t)における
接線と点Q(u, sinu)における接線は，それぞれ

y = x cos t− t cos t+ sin t, y = x cosu− u cosu+ sin u

これらの 2直線が一致するとき，−π
2
< t <

π

2
5 uを満たす t, uが存在す

る，すなわち

(A) cos t = cos u, − t cos t + sin t = −u cosu + sin u, − π

2
< t <

π

2
5 u

を満たす t, uが存在する．

これと次が同値であることを示せばよい．

(B) f(x) = nπ
(
|x| < π

2

)
の解を xnとすると，tは x1, x2, x3, . . .のいず

れかと等しい．

(A) =⇒ (B)を示す．(A)の第 1式より

(i) u = t+ 2lπ (lは自然数) または (ii) u = −t+ 2mπ (mは自然数)

(i)のとき，sinu = sin t，cosu = cos tを (A)の第 2式に代入すると

−t cos t+ sin t = −u cos t+ sin t ゆえに (u− t) cos t = 0

−π
2
< t <

π

2
より，cos t 6= 0であるから，u = tとなり不適．

(ii)のとき，sinu = − sin t，cosu = cos tを (A)の第 2式に代入すると

−t cos t+ sin t = −u cos t− sin t ゆえに u cos t = t cos t− 2 sin t

−π
2
< t <

π

2
より，cos t 6= 0であるから u = t− 2 tan t

u = −t+ 2mπを代入すると −t+ 2mπ = t− 2 tan t

整理すると t− tan t = mπ すなわち f(t) = mπ

(B) =⇒ (A)は，(ii)の証明を逆に辿ればよい．(証終) �
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7.22 2022年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 rを正の実数とする．複素数平面上で，点 zが点
3

2
を中心とする半径 rの円周

上を動くとき，
z + w = zw

を満たす点wが描く図形を求めよ．

2 α =
2π

7
とする．以下の問いに答えよ．

(1) cos 4α = cos 3αであることを示せ．

(2) f(x) = 8x3 + 4x2 − 4x − 1とするとき，f(cosα) = 0が成り立つことを
示せ．

(3) cosαは無理数であることを示せ．

3 正の実数 tに対し，座標平面上の 2点 P(0, t)とQ

(
1

t
, 0

)
を考える．tが

1 5 t 5 2の範囲を動くとき，座標平面内で線分PQが通過する部分を図示せよ．

4 f(x) = log(x+ 1) + 1とする．以下の問いに答えよ．

(1) 方程式 f(x) = xは，x > 0の範囲でただ 1つの解をもつことを示せ．

(2) (1)の解を αとする．実数 xが 0 < x < αを満たすならば，次の不等式が
成り立つことを示せ．

0 <
α− f(x)
α− x

< f ′(x)

(3) 数列 {xn}を

x1 = 1, xn+1 = f(xn) (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．このとき，すべての自然数 nに対して，

α− xn+1 <
1

2
(α− xn)

が成り立つことを示せ．

(4) (3)の数列 {xn}について， lim
n→∞

xn = α を示せ．
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5 座標平面において，tを媒介変数として

x = et cos t+ eπ, y = et sin t (0 5 t 5 π)

で表される曲線をCとする．曲線Cと x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例

1 点 zが点
3

2
を中心とする半径 r (r > 0)の円周上を動くとき∣∣∣∣z − 3

2

∣∣∣∣ = r · · · 1©

z + w = zwより (w − 1)z = w w 6= 1であるから z =
w

w − 1
· · · 2©

2©を 1©に代入すると
∣∣∣∣ w

w − 1
− 3

2

∣∣∣∣ = r

∣∣∣∣2w − 3(w − 1)

w − 1

∣∣∣∣ = 2r ゆえに
|w − 3|
|w − 1|

= 2r (∗)

(i) 2r = 1のとき，wは 2点 1, 3の垂直二等分線であるから

Re(w) = 2

(ii) 2r 6= 1のとき，wは 2点 1, 3を 1 : 2rに内分および外分する 2点

2r + 3

1 + 2r
,
−2r + 3

1− 2r

を直径の両端とする円 (アポロニウスの円)である．wの中心は

1

2

(
2r + 3

1 + 2r
+
−2r + 3

1− 2r

)
=

3− 4r2

1− 4r2

wの半径は
1

2

∣∣∣∣2r + 3

1 + 2r
− −2r + 3

1− 2r

∣∣∣∣ = 4r

|1− 4r2|

(i)，(ii)より，wが描く図形は
r =

1

2
のとき 直線Re(w) = 2

r 6=
1

2
のとき (r > 0) 中心

3 − 4r2

1 − 4r2
, 半径

4r

|1 − 4r2|
の円
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別解 (∗)より |w − 3|2 = 4r2|w − 1|2

(w − 3)(w − 3) = 4r2(w − 1)(w − 1)

(1− 4r2)ww − (3− 4r2)(w + w) + 9− 4r2 = 0 (∗∗)

(i) r =
1

2
のとき，これを (∗∗)に代入すると

w + w = 4 ゆえに Re(w) =
w + w

2
= 2

(ii) r 6= 1

2
のとき (r > 0)，(∗∗)より

ww − 3− 4r2

1− 4r2
(w + w) = −9− 4r2

1− 4r2∣∣∣∣w − 3− 4r2

1− 4r2

∣∣∣∣2 = (3− 4r2

1− 4r2

)2

− 9− 4r2

1− 4r2∣∣∣∣w − 3− 4r2

1− 4r2

∣∣∣∣2 = 16r2

(1− 4r2)2∣∣∣∣w − 3− 4r2

1− 4r2

∣∣∣∣ = 4r

|1− 4r2|

(i)，(ii)より，wが描く図形は
r =

1

2
のとき Re(w) = 2

r 6=
1

2
のとき (r > 0) 中心

3 − 4r2

1 − 4r2
, 半径

4r

|1 − 4r2|

�

2 (1) α =
2π

7
より cos 4α = cos

8π

7
= cos

(π
7
+ π
)
= − cos

π

7

cos 3α = cos
6π

7
= cos

(
π − π

7

)
= − cos

π

7

よって cos 4α = cos 3α

別証 α =
2π

7
より，7α = 2πであるから

cos 4α = cos(2π − 3α) = cos(−3α) = cos 3α
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(2) cos(n+ 1)α = 2 cosα cosnα− cos(n− 1)αより

cos 2α = 2 cos2 α− 1,

cos 3α = 2 cosα cos 2α− cosα

= 2 cosα(2 cos2 α− 1)− cosα

= 4 cos3 α− 3 cosα,

cos 4α = 2 cosα cos 3α− cos 2α

= 2 cosα(4 cos3 α− 3 cosα)− (2 cos2 α− 1)

= 8 cos4 α− 8 cos2 α + 1

x = cosαとおいて (x 6= 1)，上の 2式を (1)の等式に代入すると

8x4 − 8x2 + 1 = 4x3 − 3x ゆえに (x− 1)(8x3 + 4x2 − 4x− 1) = 0

x 6= 1であるから 8x3 + 4x2 − 4x− 1 = 0

よって，f(x) = 8x3 + 4x2 − 4x− 1とすると f(cosα) = 0

(3) (2)の結果から

8 cos3 α + 4 cos2 α− 4 cosα− 1 = 0

(2 cosα)3 + (2 cosα)2 − 2(2 cosα)− 1 = 0 (∗)

cosαを有理数と仮定すると，2 cosαも有理数であるから

2 cosα =
p

q
(p, qは互いに素である正の整数)

とおいて，これを (∗)に代入すると

p3

q3
+
p2

q2
− 2p

q
− 1 = 0 ゆえに

p3

q
= −p2 + 2pq + q2

上の第 2式の右辺は整数であるから，q = 1より

p3 = −p2 + 2p+ 1 ゆえに p(p2 + p− 2) = 1

p = 1となるが，p = 1は上式を満たさない．よって cosαは無理数．

補足 q = 1であることを示すと

2 cosα = p ゆえに cosα =
p

2

0 < cosα < 1より，p = 1となり，cosα 6= 1

2
より矛盾． �
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3 線分 PQを表す方程式は (1 5 t 5 2) y = −t2x+ t

(
0 5 x 5 1

t

)
f(t) = −t2x + t (1 5 t 5 2)とおくと，線分 PQが通過する領域は，点Qが x

軸上で
1

2
5 x 5 1にあることに注意すると

0 5 x 5 1

2
のとき min

15t52
f(t) 5 y 5 max

15t52
f(t)

1

2
5 x 5 1 のとき 0 5 y 5 max

15t52
f(t)

O

y

x O

y

x O

y

x

P

Q

t

1
t

P

Q

1

1

2

1
2

P

Q

(t = 1) (t = 2)

0 < x 5 1のとき f(t) = −x
(
t− 1

2x

)2

+
1

4x

(i) x = 0のとき，f(t) = tより 1 5 y 5 2

(ii) 2 5 1

2x
，すなわち，0 < x 5 1

4
のとき

f(1) 5 y 5 f(2) ゆえに − x+ 1 5 y 5 −4x+ 2

(iii)
3

2
5 1

2x
5 2，すなわち，

1

4
5 x 5 1

3
のとき

(定義域の中央
3

2
が軸 t =

1

2x
より左側にあるから，左端 f(1)が最小値)

f(1) 5 y 5 f

(
1

2x

)
ゆえに − x+ 1 5 y 5 1

4x

(iv) 1 5 1

2x
5 3

2
，すなわち，

1

3
5 x 5 1

2
のとき

(定義域の中央
3

2
が軸 t =

1

2x
より右側にあるから，右端 f(2)が最小値)

f(2) 5 y 5 f

(
1

2x

)
ゆえに − 4x+ 2 5 y 5 1

4x
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(v)
1

2x
5 1，すなわち，

1

2
5 x 5 1のとき

0 5 y 5 f(1) ゆえに 0 5 y 5 −x+ 1

(i)～(v)について，(i)と (ii)をまとめると次のようになる．

0 5 x 5 1

4
のとき −x+ 1 5 y 5 −4x+ 2

1

4
5 x 5 1

3
のとき −x+ 1 5 y 5 1

4x
1

3
5 x 5 1

2
のとき −4x+ 2 5 y 5 1

4x
1

2
5 x 5 1 のとき 0 5 y 5 −x+ 1

求める領域は，下の図の境界線を含む斜線部分である．

O

y

x1

2

1

1
2

1
3

1
4

1
2

2
3

y =
1

4x

�
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4 (1) g(x) = x− f(x)とおくと (x > 0)

g(x) = x− log(x+ 1)− 1,

g′(x) = 1− 1

x+ 1
=

x

x+ 1
> 0

g(x)は単調増加関数である．

g(0) = −1 < 0, g(e2 − 1) = e2 − 4 = (e+ 2)(e− 2) > 0

g(x) = 0，すなわち，f(x) = xは，x > 0の範囲でただ 1つの解をもつ．

(2) f(x) = log(x+ 1) + 1より，f ′(x) =
1

x+ 1
，f ′′(x) = − 1

(x+ 1)2

x > 0において，f ′(x) > 0，f ′′(x) < 0より，f(x)は単調増加，f ′(x)は単
調減少である．0 < x < αを満たすとき

f(x) < f(α) = α ゆえに
α− f(x)
α− x

> 0 (A)

また，平均値の定理により

f(α)− f(x)
α− x

= f ′(c), x < c < α

を満たす cが存在する．x < cより f ′(x) > f ′(c)であるから

α− f(x)
α− x

< f ′(x) (B)

(A)，(B)より

0 <
α− f(x)
α− x

< f ′(x) (証終)

別証 f ′′(x) < 0を利用する．

f(α)− f(x) =
∫ α

x

f ′(t) dt =

∫ α

x

(t− α)′f ′(t) dt

=

[
(t− α)f ′(t)

]α
x

−
∫ α

x

(t− α)f ′′(t) dt

= (α− x)f ′(x) +

∫ α

x

(α− t)f ′′(t) dt

< (α− x)f ′(x)
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(3) すべての自然数 nについて，(∗) 1 5 xn < αが成立することを示す．

［1］n = 1のとき，x1 = 1より，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定する．

f(x)が単調増加であるから，1 5 xn < αより

f(1) 5 f(xn) < f(α) ゆえに 1 < log 2 + 1 5 xn+1 < α

よって，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する． (証終)

x = xnとして，(2)の結論を利用すると

0 <
α− f(xn)
α− xn

< f ′(xn)

f ′(x)が単調減少であることと 1 5 xnにより

0 <
α− xn+1

α− xn
< f ′(xn) 5 f ′(1) =

1

2
(∗∗)

よって
α− xn+1

α− xn
<

1

2

(4) (∗∗)より 0 < α− xn+1 <
1

2
(α− xn)

したがって 0 < α− xn < (α− 1)

(
1

2

)n−1

lim
n→∞

(α− 1)

(
1

2

)n−1

= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(α− xn) = 0 よって lim
n→∞

xn = α

�
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5 C : x = et cos t+ eπ, y = et sin t (0 5 t 5 π)より

dx

dt
= et(cos t− sin t) =

√
2et cos

(
t+

π

4

)
,

dy

dt
= et(sin t+ cos t) =

√
2et sin

(
t+

π

4

)
t 0 · · · π

4
· · · 3π

4
· · · π

dx
dt

+ 0 − − −
dy
dt

+ + + 0 −
(dx
dt
, dy
dt
) ↗ ↑ ↖ ← ↙

(x, y) (x0, y0) · · · (xπ
4
, yπ

4
) · · · (x 3π

4
, y 3π

4
) · · · (0, 0)

ただし (x0, y0) = (1 + eπ, 0)，(xπ
4
, yπ

4
) =

(
e
π
4√
2
+ eπ, e

π
4√
2

)
，

(x 3π
4
, y 3π

4
) =

(
− e

3π
4√
2
+ eπ, e

3π
4√
2

)

O

y

x

t = π
4

t = 0

t = 3π
4

t = π

C

x = f(t), y = g(t)とし，求める面積を Sとすると

S =

∫ f(π
4
)

f(π)

y dx−
∫ f(π

4
)

f(0)

y dx = −
∫ f(π)

f(0)

y dx

= −
∫ π

0

g(t)f ′(t) dt = −
∫ π

0

et sin t·et(cos t− sin t) dt

= −
∫ π

0

e2t
(
1

2
sin 2t− 1− cos 2t

2

)
dt

= −1

2

∫ π

0

e2t(sin 2t+ cos 2t− 1) dt

= −1

4

[
e2t(sin 2t− 1)

]π
0

=
1

4
(e2π − 1)



7.22. 2022年 (150分) 567

別解 Cを x軸方向に−eπだけ平行移動させた曲線

C ′ : x = et cos t, y = et sin t (0 5 t 5 π)

と x軸で囲まれた部分の面積を求めてもよい．

O

y

x

t = π
4

t = 0

t = 3π
4

t = π

C ′ t = π
2

−eπ 1

e
π
2

C ′はOを極とする極方程式 r = et (0 5 t 5 π)で表されるから，その面積は

S =
1

2

∫ π

0

r2 dt =
1

2

∫ π

0

e2t dt =
1

4

[
e2t
]π
0

=
1

4
(e2π − 1)

ガウス・グリーンの定理� �
曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

� �
本題は，ガウス・グリーンの定理を用いて求めることもできる．

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = et cos t·et(sin t+ cos t)− et(cos t− sin t)·et sin t = e2t

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2

∫ π

0

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt = 1

2

∫ π

0

e2t dt =
1

4

[
e2t
]π
0

=
1

4
(e2π − 1)

補足 極座標 x = r cos t, y = r sin tについて xy′ − x′y = r2であるから，ガウス・グ
リーンの定理により，極方程式における面積公式が導かれる． �
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出題分野 (2011-2022) 120分

J 神戸大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明 4 2

複素数と方程式 1 1

II 図形と方程式 2 1 2 4

三角関数
指数関数と対数関数
微分法と積分法 1

式と曲線 4

複素数平面 4

関数
III 極限 5 4 3·5 2 1·2

微分法とその応用 5 3 1 2·3 1 1 4

積分法 3 3·4 4 2 2

積分法の応用 5 5 1 3·5 5 5 2 5 3

場合の数と確率 4 5 4 3 3 3

A 整数の性質 2 4 4 1 5

図形の性質
平面上のベクトル 2 3

B 空間のベクトル 1 3 1 1

数列 5

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 数字は問題番号

569

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/KBdai/KBdai_ri_2014.pdf
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8.15 2015年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標平面上の 2つの曲線 y =
x− 3

x− 4
，y =

1

4
(x − 1)(x − 3) をそれぞれ C1，C2

とする．以下の問に答えよ．

(1) 2曲線C1，C2の交点をすべて求めよ．

(2) 2曲線C1，C2の概形をかき，C1とC2で囲まれた図形の面積を求めよ．

2 座標平面上の楕円
x2

4
+ y2 = 1をCとする．a > 2，0 < θ < πとし，x軸上の

点A(a, 0)と楕円 C上の点 P(2 cos θ, sin θ)をとる．原点をOとし，直線AP

と y軸との交点をQとする．点Qを通り x軸に平行な直線と，直線OPとの交
点をRとする．以下の問に答えよ．

(1) 点Rの座標を求めよ．

(2) (1)で求めた点Rの y座標を f(θ)とする．このとき，0 < θ < πにおける
f(θ)の最大値を求めよ．

(3) 原点Oと点Rの距離の 2乗を g(θ)とする．このとき，0 < θ < πにおけ
る g(θ)の最小値を求めよ．

3 aを正の実数とする．座標平面上の曲線Cを

y = x4 − 2(a+ 1)x3 + 3ax2

で定める．曲線Cが 2つの変曲点P，Qをもち，それらの x座標の差が
√
2で

あるとする．以下の問に答えよ．

(1) aの値を求めよ．

(2) 線分 PQの中点と x座標が一致するような，C 上の点を Rとする．三角
形 PQRの面積を求めよ．

(3) 曲線 C 上の点 Pにおける接線が P以外で C と交わる点を P′とし，点Q

における接線がQ以外で Cと交わる点をQ′とする．線分 P′Q′の中点の
x座標を求めよ．
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4 a，bを実数とし，自然数 kに対して xk =
2ak + 6b

k(k + 1)(k + 3)
とする．以下の問に

答えよ．

(1) xk =
p

k
+

q

k + 1
+

r

k + 3
がすべての自然数 k について成り立つような実

数 p，q，rを，a，bを用いて表せ．

(2) b = 0のとき，3以上の自然数 nに対して
n∑

k=1

xk を求めよ．また，a = 0

のとき，4以上の自然数 nに対して
n∑

k=1

xk を求めよ．

(3) 無限級数
∞∑
k=1

xkの和を求めよ．

5 a，b，cを 1以上 7以下の自然数とする．次の条件 (∗)を考える．

(∗) 3辺の長さが a，b，cである三角形と，3辺の長さが
1

a
，

1

b
，

1

c
で

ある三角形が両方とも存在する．

以下の問に答えよ．

(1) a = b > cであり，かつ条件 (∗)をみたす a，b，cの組の個数を求めよ．

(2) a > b > cであり，かつ条件 (∗)をみたす a，b，cの組の個数を求めよ．

(3) 条件 (∗)をみたす a，b，cの組の個数を求めよ．
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解答例

1 (1) C1 : y =
x− 3

x− 4
，C2 : y =

1

4
(x− 1)(x− 3)

C1，C2の方程式から yを消去すると

1

4
(x− 1)(x− 3) =

x− 3

x− 4
x− 3

4(x− 4)
{(x− 1)(x− 4)− 4} = 0

x(x− 3)(x− 5)

4(x− 4)
= 0

　

O

y

x

2

1 3 54

C2

C11

3
4

ゆえに x = 0, 3, 5 よって，求める交点は
(
0,

3

4

)
, (3, 0), (5, 2)

(2) 求める面積を Sとすると，上の図から

S =

∫ 3

0

{
x− 3

x− 4
− 1

4
(x− 1)(x− 3)

}
dx

=

∫ 3

0

{
1 +

1

x− 4
− 1

4
(x2 − 4x+ 3)

}
dx

=

[
x+ log |x− 4| − 1

4

(
x3

3
− 2x2 + 3x

)]3
0

= 3− log 4− 1

4
(9− 18 + 9) = 3 − 2 log 2

�
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2 (1) 2点 A(a, 0)，P(2 cos θ, sin θ)を通
る直線方程式は (a > 2)

y =
− sin θ

a− 2 cos θ
(x− a)

ゆえに Q

(
0,

a sin θ

a− 2 cos θ

)

　

O

y

x

P

Q
R

2

1

A
a

直線OPの方程式は x sin θ − 2y cos θ = 0

y =
a sin θ

a− 2 cos θ
を上式に代入すると (0 < θ < π)

x sin θ − 2· a sin θ

a− 2 cos θ
· cos θ = 0

0 < θ < π より，sin θ 6= 0であるから x =
2a cos θ

a− 2 cos θ

よって R

(
2a cos θ

a − 2 cos θ
,

a sin θ

a − 2 cos θ

)

(2) (1)の結果より，f(θ) =
a sin θ

a− 2 cos θ
であるから

f ′(θ) = a·cos θ·(a− 2 cos θ)− sin θ·2 sin θ
(a− 2 cos θ)2

=
a(a cos θ − 2)

(a− 2 cos θ)2

a > 2より，f ′(θ) = 0を満たす θ (0 < θ < π)がただ 1つ存在し，これを
αとすると

cosα =
2

a
, sinα =

√
1−

(
2

a

)2

=

√
a2 − 4

a

したがって，f(θ)の増減表は

θ (0) · · · α · · · (π)

f ′(θ) + 0 −
f(θ) ↗ 極大 ↘

よって，求める f(θ)の最大値は

f(α) =
a sinα

a− 2 cosα
=
a·
√
a2 − 4

a

a− 2·2
a

=
a
√
a2 − 4

a2 − 4
=

a
√
a2 − 4
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(3) (1)の結果より，g(θ) = OR2であるから

g(θ) =

(
2a cos θ

a− 2 cos θ

)2

+

(
a sin θ

a− 2 cos θ

)2

=
4a2 cos2 θ + a2(1− cos2 θ)

(a− 2 cos θ)2
=
a2(1 + 3 cos2 θ)

(a− 2 cos θ)2

0 < θ < πであるから

h(t) = a2(3t2 + 1)(a− 2t)−2 (−1 < t < 1)

とおくと，h(t)の最小値は，g(θ)の最小値と一致するから

h′(t) = a2{6t(a− 2t)−2 + (3t2 + 1)·4(a− 2t)−3}
= 2a2{3t(a− 2t) + 2(3t2 + 1)}(a− 2t)−3

= 2a2(3at+ 2)(a− 2t)−3

a > 2より，−1

3
< − 2

3a
< 0 であるから，h(t)の増減表は

t (−1) · · · − 2
3a
· · · (1)

h′(t) − 0 +

h(t) ↘ 極小 ↗

よって，求める最小値は

h

(
− 2

3a

)
= a2

{
3

(
− 2

3a

)2

+ 1

}{
a− 2·

(
− 2

3a

)}−2

= a2·4 + 3a2

3a2
·
(
3a2 + 4

3a

)−2

=
3a2 + 4

3
· 9a2

(3a2 + 4)2
=

3a2

3a2 + 4

�
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3 (1) f(x) = x4 − 2(a+ 1)x3 + 3ax2とおくと

f ′(x) = 4x3 − 6(a+ 1)x2 + 6ax,

f ′′(x) = 12x2 − 12(a+ 1)x+ 6a

= 6{2x2 − 2(a+ 1)x+ a}

f ′′(x)

6
= 0の係数について

D/4 = (a+ 1)2 − 2a = a2 + 1 > 0

したがって，f ′′(x) = 0は異なる 2つの実数解をもつ．この 2つの実数解
を α，βとすると (α < β)

x · · · α · · · β · · ·
f ′′(x) + 0 − 0 +

C 上の 2点 (α, f(α))，(β, f(β))の前後で f ′′(x)の符号が変化するので，
これらの 2点はCの変曲点である．また，f ′′(x) = 0を解くと

α =
a+ 1−

√
a2 + 1

2
, β =

a+ 2 +
√
a2 + 1

2

上式より，β − α =
√
a2 + 1．条件より，β − α =

√
2であるから

√
a2 + 1 =

√
2

a > 0であるから a = 1

注意 f ′(a) = 0は f(a)が極値であるための必要条件であるが，十分条件ではな
いように，f ′′(a) = 0は点 (a, f(a))が変曲点であるための必要条件ではあ
るが，十分条件ではない．必ず，x = aの前後で f ′′(x)の符号が変化して
いることを示す必要がある．なお，f ′′(x)の符号は曲率 1の符号を表す．

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2009.pdfの p.10を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2009.pdf
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(2) (1)の結果より f(x) = x4 − 4x3 + 3x2，f ′′(x) = 6(2x2 − 4x+ 1)

f(x) = (2x2 − 4x+ 1)

(
x2

2
− x− 3

4

)
− 2x+

3

4

=
1

6
f ′′(x)

(
x2

2
− x− 3

4

)
− 2x+

3

4

P

(
α,−2α +

3

4

)
，Q

(
β,−2β +

3

4

)
とおく．

α =
2−
√
2

2
, β =

2 +
√
2

2
ゆえに

α + β

2
= 1 · · · (∗)

f(1) = 0より，R(1, 0)であるから

−→
RP =

(
α− 1,−2α +

3

4

)
,
−→
RQ =

(
β − 1,−2β +

3

4

)
4PQRの面積を Sとすると

S =
1

2

∣∣∣∣(α− 1)

(
−2β +

3

4

)
− (β − 1)

(
−2α +

3

4

)∣∣∣∣
=

5

8
|β − α| =

5

8

√
2

(3) f(x) = f(α) + f ′(α)(x− α) + f ′′(α)

2!
(x− α)2 + f ′′′(α)

3!
(x− α)3 + (x− α)4

曲線C : y = f(x)上の点 P(α, f(α))における接線の方程式は

y = f(α) + f ′(α)(x− α) · · · 1©

f ′′(α) = 0，f ′′′(x) = 24(x − 1)より f ′′′(α) = 24(α − 1) に注意して，
y = f(x)と 1©から yを消去すると

4(α− 1)(x− α)3 + (x− α)4 = 0

(x− α)3(x+ 3α− 4) = 0

したがって，P′の x座標は −3α+ 4

同様にして，Q′の x座標は −3β + 4

よって，線分 P′Q′の中点の x座標は，(∗)に注意して

−3·α + β

2
+ 4 = −3·1 + 4 = 1
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解説

関数 f(x) = x4 − 4x3 + 3x2について，f (4)(x) = 4!であるから

f(x) = f(p) +

∫ x

p

f ′(t) dt = f(p)−
∫ x

p

(x− t)′f ′(t) dt

= f(p)−
[
(x− t)f ′(t)

]x
p

+

∫ x

p

(x− t)f ′′(t) dt

= f(p) + (x− p)f ′(p)− 1

2!

∫ x

p

{(x− t)2}′f ′′(t) dt

= f(p) + (x− p)f ′(p)− 1

2!

[
(x− t)2f ′′(t)

]x
p

+
1

2!

∫ x

p

(x− t)2f ′′′(t) dt

= f(p) + (x− p)f ′(p) +
1

2!
(x− p)2f ′′(p)− 1

3!

∫ x

p

{(x− t)3}′f ′′′(t) dt

= f(p) + f ′(p)(x− p) + f ′′(p)

2!
(x− p)2 − 1

3!

[
(x− t)3f ′′′(t)

]x
p

+
1

3!

∫ x

p

(x− t)3f (4)(t) dt

= f(p) + f ′(p)(x− p) + f ′′(p)

2!
(x− p)2 + f ′′′(p)

3!
(x− p)3 + 4

∫ x

p

(x− t)3 dt

= f(p) + f ′(p)(x− p) + f ′′(p)

2!
(x− p)2 + f ′′′(p)

3!
(x− p)3 −

[
(x− t)4

]x
p

= f(p) + f ′(p)(x− p) + f ′′(p)

2!
(x− p)2 + f ′′′(p)

3!
(x− p)3 + (x− p)4

一般に，n次関数 g(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

nについて (n = 2)

g(x) = g(p) +
n−1∑
k=1

g(k)(p)

k!
(x− p)k + an(x− p)n

が成り立つ． �



578 第 8章 神戸大学

4 (1) xk =
p

k
+

q

k + 1
+

r

k + 3
=

(p+ q + r)k2 + (4p+ 3q + r)k + 3p

k(k + 1)(k + 3)

xk =
2ak + 6b

k(k + 1)(k + 3)
であるから

p+ q + r = 0, 4p+ 3q + r = 2a, 3p = 6b

よって p = 2b, q = a − 3b, r = −a + b

(2) (1)の結果から

n∑
k=1

xk = 2b
n∑

k=1

(
1

k
− 1

k + 1

)
+ (a− b)

n∑
k=1

(
1

k + 1
− 1

k + 3

)
= 2b

(
1− 1

n+ 1

)
+ (a− b)

(
1

2
+

1

3
− 1

n+ 2
− 1

n+ 3

)
· · · (∗)

(上式は，n = 1, 2のときも成立する)

(∗)より，b = 0のとき (n = 3)

n∑
k=1

xk = a

(
1

2
+

1

3
− 1

n+ 2
− 1

n+ 3

)
=

an(5n + 13)

6(n + 2)(n + 3)

(∗)より，a = 0のとき (n = 4)

n∑
k=1

xk = 2b

(
1− 1

n+ 1

)
− b

(
1

2
+

1

3
− 1

n+ 2
− 1

n+ 3

)
= b

(
7

6
− 2

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3

)
=

bn(7n2 + 42n + 59)

6(n + 1)(n + 2)(n + 3)

(上式は，n = 1, 2, 3のときも成立する)

(3) (∗)より
∞∑
k=1

xk = lim
n→∞

n∑
k=1

xk = 2b·1 + (a− b)
(
1

2
+

1

3

)
=

5

6
a +

7

6
b

�
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5 (1) a，b，cは1以上7以下の自然数であるから，a = b > cのとき
1

a
=

1

b
<

1

c

条件 (∗)をみたすとき b+ c > a かつ
1

a
+

1

b
>

1

c

このとき，a = b > cであるから
2

b
>

1

c
すなわち 2c > b > c

ゆえに c = 1のとき 2 > b > 1より なし
c = 2のとき 4 > b > 2より a = b = 3

c = 3のとき 6 > b > 3より a = b = 4, 5

c = 4のとき 8 > b > 4より a = b = 5, 6, 7

c = 5のとき 10 > b > 5より a = b = 6, 7

c = 6のとき 12 > b > 6より a = b = 7

c = 7のとき 14 > b > 7より なし

よって，求める組の個数は 1 + 2 + 3 + 2 + 1 = 9 (個)

(2) a，b，cは1以上7以下の自然数であるから，a > b > cのとき
1

a
<

1

b
<

1

c

条件 (∗)をみたすとき b+ c > a かつ
1

a
+

1

b
>

1

c

ゆえに a− b < c かつ
1

a
+

1

b
>

1

c

このとき，a > b > cであるから 1 5 c 5 5

(i) a > b > c = 1のとき a− b < 1,
1

a
+

1

b
> 1

これをみたす (a, b)の組はなし

(ii) a > b > c = 2のとき a− b < 2,
1

a
+

1

b
>

1

2

よって，(a, b) = (4, 3)の 1個

(iii) a > b > c = 3のとき a− b < 3,
1

a
+

1

b
>

1

3

よって，(a, b) = (5, 4), (6, 4), (6, 5), (7, 5)の 4個

(iv) a > b > c = 4のとき a− b < 4,
1

a
+

1

b
>

1

4

よって，(a, b) = (6, 5), (7, 5), (7, 6)の 3個

(v) a > b > c = 5のとき a− b < 5,
1

a
+

1

b
>

1

5

よって，(a, b) = (7, 6)の 1個

したがって，求める組の個数は 1 + 4 + 3 + 1 = 9 (個)
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(3) a，b，cは1以上7以下の自然数であるから，a > b = cのとき
1

a
<

1

b
=

1

c

条件 (∗)をみたすとき b+ c > a かつ
1

a
+

1

b
>

1

c
このとき，a > b = cであるから c+ c > a すなわち 2c > a > c

これは (1)の個数に等しいから 9 (個)

また，a = b = cとなる個数は 7個であるから，以上をまとめると

• a = b > cの場合が 9個であるから，
b = c > a，c = a > bの場合もそれぞれ 9個

• a > b = cの場合が 9個であるから，
b > c = a，c > a = bの場合もそれぞれ 9個

• a > b > cの場合が 9個であるから，

a > c > b，b > a > c，b > a > c，c > a > b，c > b > a

の場合もそれぞれ 9個

• a = b = cの場合が 7個

よって，条件 (∗)をみたす a，b，cの個数は

9× 3 + 9× 3 + 9× 6 + 7 = 115 (個)

�
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8.16 2016年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 四面体 OABCにおいて，Pを辺 OAの中点，Qを辺 OBを 2 : 1に内分する
点，Rを辺BCの中点とする．P，Q，Rを通る平面と辺ACの交点を Sとする．−→
OA = ~a，

−→
OB = ~b，

−→
OC = ~cとおく．以下の問に答えよ．

(1)
−→
PQ，

−→
PRをそれぞれ~a，~b，~c を用いて表せ．

(2) 比 |
−→
AS| : |

−→
SC|を求めよ．

(3) 四面体OABCを 1辺の長さが 1の正四面体とするとき，|
−→
QS|を求めよ．

2 aを正の定数とし，f(x) = |x2 + 2ax+ a|とおく．以下の問に答えよ．

(1) y = f(x)のグラフの概形をかけ．

(2) a = 2とする．すべての実数 xに対して f(x) = 2x + b が成り立つような
実数 bの取りうる値の範囲を求めよ．

(3) 0 < a 5 3

2
とする．すべての実数 xに対して f(x) = 2x + bが成り立つよ

うな実数 bの取りうる値の範囲を aを用いて表せ．また，その条件をみた
す点 (a, b)の領域を ab平面上に図示せよ．

3 aを正の定数とし，2曲線C1 : y = log x，C2 : y = ax2が点 Pで接していると
する．以下の問に答えよ．

(1) Pの座標と aの値を求めよ．

(2) 2曲線C1，C2と x軸で囲まれた部分を x軸のまわりに 1回転させてでき
る立体の体積を求めよ．
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4 約数，公約数，最大公約数を次のように定める．

• 2つの整数 a，bに対して，a = bkをみたす整数 kが存在するとき，bは a

の約数であるという．

• 2つの整数に共通の約数をそれらの公約数という．

• 少なくとも一方が 0でない 2つの整数の公約数の中で最大のものをそれら
の最大公約数という．

以下の問に答えよ．

(1) a，b，c，pは 0でない整数で a = pb+ cをみたしているとする．

(i) a = 18，b = 30，c = −42，p = 2のとき，aと bの公約数の集合 S，
および bと cの公約数の集合 T を求めよ．

(ii) aと bの最大公約数をM，bと cの最大公約数をNとする．MとNは
等しいことを示せ．ただし，a，b，c，pは 0でない任意の整数とする．

(2) 自然数の列 {an}を

an+2 = 6an+1 + an (n = 1, 2, · · · ), a1 = 3, a2 = 4

で定める．

(i) an+1と anの最大公約数を求めよ．

(ii) an+4を an+2と anを用いて表せ．

(iii) an+2と anの最大公約数を求めよ．

5 極方程式で表された xy平面上の曲線 r = 1 + cos θ (0 5 θ 5 2π) をCとする．
以下の問に答えよ．

(1) 曲線C上の点を直交座標 (x, y)で表したとき，
dx

dθ
= 0 となる点，および

dy

dθ
= 0となる点の直交座標を求めよ．

(2) lim
θ→π

dy

dx
を求めよ．

(3) 曲線Cの概形を xy平面上にかけ．

(4) 曲線Cの長さを求めよ．
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解答例

1 (1) 右の図から

−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP =

2

3
~b −

1

2
~a,

−→
PR =

−→
OR−

−→
OP

=
~b+~c

2
− 1

2
~a =

~b +~c − ~a

2

　 O

A

B

C

P

Q

R

S

2

1

(2) Sは平面 PQR上の点であるから，実数 s，tを用いて

−→
OS =

−→
OP+ s

−→
PQ+ t

−→
PR =

1

2
~a+ s

(
2

3
~b− 1

2
~a

)
+
t

2
(~b+~c− ~a)

=
1

2
(1− s− t)~a+

(
2

3
s+

t

2

)
~b+

t

2
~c

このとき，Sは直線AC上の点であるから

1

2
(1− s− t) + t

2
= 1,

2

3
s+

t

2
= 0 ゆえに s = −1, t = 4

3

したがって
−→
OS =

1

3
~a+

2

3
~c よって |

−→
AS| : |

−→
SC| = 2 : 1

(3)
−→
QS =

−→
OS−

−→
OQ =

(
1

3
~a+

2

3
~c

)
− 2

3
~b =

1

3
(~a− 2~b+ 2~c)

したがって |
−→
QS|2 =

1

9
|~a− 2~b+ 2~c|2

=
1

9
(|~a|2 + 4|~b|2 + 4|~c|2 − 4~a·~b− 8~b·~c+ 4~c·~a)

このとき |~a| = |~b| = |~c| = 1，~a·~b = ~b·~c = ~c·~a = 1·1 cos 60◦ = 1

2

ゆえに |
−→
QS|2 = 1

9
(1 + 4 + 4− 2− 4 + 2) =

5

9
よって |

−→
QS| =

√
5

3
�
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2 (1) g(x) = x2 + 2ax+ a とおくと g(x) = (x+ a)2 − a2 + a

a > 0に注意すると

(i) −a2 + a = 0，すなわち，0 < a 5 1のとき，g(x) = 0であるから

f(x) = |g(x)| = g(x)

(ii) −a2 + a < 0，すなわち，1 < aのとき，

g(x) = 0の解は x = −a±
√
a2 − a

f(x) = |g(x)| =

{
g(x) (x 5 −a−

√
a2 − a, − a+

√
a2 − a 5 x)

−g(x) (−a−
√
a2 − a 5 x 5 −a+

√
a2 − a)

(i)，(ii)より，y = f(x)のグラフは，次のようになる．

O

y

x O

y

x−a −a

−a2 + a
a2 − a

a
a

−a−
√
a2 − a

−a+
√
a2 − a

y = f(x)y = f(x)

(i) 0 < a 5 1 のとき (ii) 1 < a のとき

(2) a = 2のとき，y = f(x)のグラフと x軸との交点の x座標は，(1)(ii)のグ
ラフに a = 2を代入して

x = −2±
√
2

また，g(x) = x2 + 4x+ 2であるから，g′(x) = 2x+ 4より

g′(−2 +
√
2) = 2(−2 +

√
2) + 4 = 2

√
2 > 2

点 (−2 +
√
2, 0)が直線 y = 2x+ bの上側またはこの直線上にあるときで

0 = 2(−2 +
√
2) + b すなわち b 5 4 − 2

√
2
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(3) (i) 0 < a 5 1のとき，すべての xについて，

g(x) = 2x+ b すなわち x2 + 2(a− 1)x+ a− b = 0

が成り立つので，係数について

(a− 1)2 − (a− b) 5 0 よって b 5 −a2 + 3a− 1

(ii) 1 < a 5 3

2
のとき，g′(x) = 2x+ 2aより

g′(−a+
√
a2 − a) = 2(−a+

√
a2 − a) + 2a = 2

√
a2 − a

ここで a2 − a =

(
a− 1

2

)2

− 1

4
ゆえに 0 < a2 − a 5 3

4

このとき g′(−a+
√
a2 − a) 5 2

√
3

4
=
√
3 < 2

したがって，y = f(x)と y = 2x+ b

のグラフが接するとき，接点は，x

軸の上側にある．接点の x座標を t

とすると，g′(t) = 2より

2t+ 2a = 2

これを解いて t = 1− a

　

O

y

xt
−a+

√
a2 − a

y = g(x)上の点 (1− a, g(1− a))における接線の方程式は

y − g(1− a) = 2(x− 1 + a) すなわち y = 2x− a2 + 3a− 1

f(x) = 2x+ bが成り立つとき，直線 y = 2x+ bはこの直線の下側ま
たは一致するので，求める条件は

b 5 −a2 + 3a− 1

よって，(i)，(ii)より，求める領域は

b 5 −a2 + 3a − 1

(
0 < a 5

3

2

)
また，点 (a, b)の領域は，右の図の斜線部
分部分である．

　

O

b

a3
2

5
4

−1

�
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3 (1) f(x) = log x，g(x) = ax2とすると f ′(x) =
1

x
，g′(x) = 2ax

点 Pの x座標を tとすると，f(t) = g(t)，f ′(t) = g′(t)であるから

log t = at2,
1

t
= 2at

第 2式から at2 =
1

2
これを第 1式に代入すると

log t =
1

2
ゆえに t =

√
e よって P

(
√
e,

1

2

)
, a =

1

2e

(2) 求める立体の体積を V とすると

V

π
=

∫ √
e

0

(
x2

2e

)2

dx

−
∫ √

e

1

(log x)2dx

　

O

y

x√
e1

1
2

C2

C1

ここで ∫ √
e

0

(
x2

2e

)2

dx =
1

4e2

∫ √
e

0

x4 dx =
1

4e2

[
x5

5

]√e

0

=

√
e

20
,∫ √

e

1

(log x)2dx =

[
x(log x)2

]√e

1

−
∫ √

e

1

x(2 log x)·1
x
dx

=

√
e

4
− 2

∫ √
e

1

log x dx

=

√
e

4
− 2

[
x(log x− 1)

]√e

1

=

√
e

4
+
√
e− 2 =

5

4

√
e− 2

したがって
V

π
=

√
e

20
−
(
5

4

√
e− 2

)
= 2− 6

5

√
e

よって V =

(
2 −

6

5

√
e

)
π �
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4 (1) (i) a = 18 = 2·32，b = 30 = 2·3·5，c = −42 = −2·3·7 より

S = {±1, ± 2, ± 3, ± 6},
T = {±1, ± 2, ± 3, ± 6}

(ii) nがmで割り切れること (mが nの約数)をm |nと表記し，整数 x，
yの最大公約数を (x, y)と表記すると

(x, y) |x, (x, y) | y

が成り立つ．a = pb + cより (b, c) | a また，(b, c) | bであるから，
(b, c)は aと bの公約数，すなわち

(b, c) | (a, b) · · · 1©

同様に，c = a− pbより (a, b) | c また，(a, b) | bであるから，(a, b)

は bと cの公約数，すなわち

(a, b) | (b, c) · · · 2©

1©， 2©より (a, b) = (b, c) よって M = N

(2) (i) (1)(ii)を an+2 = 6an+1 + anに適用すると (an+2, an+1) = (an+1, an)

よって (an+1, an) = (a2, a1) = (4, 3) = 1

(ii) an+4 = 6an+3 + an+2，an+3 = 6an+2 + an+1，

an+4 = 6an+3 + an+2 = 6(6an+2 + an+1) + an+2

= 37an+2 + 6an+1

an+2 = 6an+1 + anより，6an+1 = an+2 − anであるから

an+4 = 37an+2 + (an+2 − an)
= 38an+2 − an

よって an+4 = 38an+2 − an

(iii) (1)(ii)を an+4 = 38an+2 + (−an)に適用すると

(an + 4, an+2) = (an+2,−an) = (an+2, an)

a3 = 6a2 + a1 = 6·4 + 3 = 27，a4 = 6a3 + a2 = 6·27 + 4 = 166

(ii)の結果により

nが奇数のとき (an+2, an) = (a3, a1) = (27, 3) = 3

nが偶数のとき (an+2, an) = (a4, a2) = (166, 4) = 2 �
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5 (1) r = 1 + cos θより {
x = r cos θ = (1 + cos θ) cos θ

y = r sin θ = (1 + cos θ) sin θ

これらを θについて微分すると

dx

dθ
= − sin θ cos θ + (1 + cos θ)(− sin θ)

= − sin θ(1 + 2 cos θ),

dy

dθ
= − sin θ sin θ + (1 + cos θ) cos θ

= −(1− cos2 θ) + (1 + cos θ) cos θ

= (1 + cos θ)(−1 + 2 cos θ)

ゆえに，
dx

dθ
= 0 (0 5 θ 5 2π)の解は θ = 0, π, 2π,

2

3
π,

4

3
π

よって，これらの点の座標は (2, 0), (0, 0),

(
−
1

4
, ±

√
3

4

)
また，

dy

dθ
= 0 (0 5 θ 5 2π)の解は θ = π,

π

3
,
5

3
π

よって，これらの点の座標は (0, 0),

(
3

4
, ±

3
√
3

4

)

(2)
dy

dx
=

dy
dθ
dx
dθ

=
(1 + cos θ)(−1 + 2 cos θ)

− sin θ(1 + 2 cos θ)

=
(1 + cos θ)(1− cos θ)

sin θ(1− cos θ)
·1− 2 cos θ

1 + 2 cos θ

=
sin θ

1− cos θ
·1− 2 cos θ

1 + 2 cos θ

よって lim
θ→π

dy

dx
= lim

θ→π

sin θ

1− cos θ
·1− 2 cos θ

1 + 2 cos θ
=

0

1 + 1
·1 + 2

1− 2
= 0
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(3) f(θ) = 1 + cos θとすると，f(2π− θ) = r(θ)．Cは x軸に関して対称であ
るから，0 5 θ 5 πにおけるC の増減を調べる．

θ 0 · · · π
3

· · · 2π
3

· · · π
dx
dθ

− − − 0 +
dy
dθ

+ 0 − − −
(dx
dθ
, dy
dθ
) ↖ ← ↙ ↓ ↘

(x, y) (2, 0) · · · (3
4
, 3

√
3

4
) · · · (−1

4
,
√
3
4
) · · · (0, 0)

上の増減表および (2)の結果から，Cの概形は次のようになる．

O

y

x3
4

2

θ=0, 2π

3
√
3

4

√
3
4

−
√
3
4

−1
4

−3
√
3

4

θ= π
3

θ= 5π
3

θ= 4π
3

θ= 2π
3

θ=π

1

−1

θ= π
2

θ= 3π
2

(4) x = r cos θ，y = r sin θより

dx

dθ
=
dr

dθ
cos θ − r sin θ, dy

dθ
=
dr

dθ
sin θ + r cos θ

ゆえに
(
dx

dθ

)2

+

(
dy

dθ

)2

= r2 +

(
dr

dθ

)2

r = 1 + cos θであるから

r2 +

(
dr

dθ

)2

= (1 + cos θ)2 + (− sin θ)2

= 2(1 + cos θ) = 4 cos2
θ

2

よって，曲線Cの長さを lとすると

l

2
=

∫ π

0

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ =

∫ π

0

√
4 cos2

θ

2
dθ

=

∫ π

0

2 cos
θ

2
dθ =

[
4 sin

θ

2

]π
0

= 4

よって l = 8

補足 曲線 r = a(1 + cos θ)は，カージオイド (cardioid)または心臓形という．
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解説

Cの x軸の上側の部分と x軸で囲まれた部分の面積を Sとすると

S =

∫ 2

− 1
4

y dx−
∫ 0

− 1
4

y dx

=

∫ 0

2π
3

r sin θ(r′ cos θ − r sin θ)dθ −
∫ π

2π
3

r sin θ(r′ cos θ − r sin θ)dθ

= −
∫ π

0

r sin θ(r′ cos θ − r sin θ)dθ

= −1

2

∫ π

0

(r2)′ sin θ cos θ dθ +

∫ π

0

r2 sin2 θ dθ

= −1

2

[
r2 sin θ cos θ

]π
0

+
1

2

∫ π

0

r2(cos2 θ − sin2 θ) dθ +

∫ π

0

r2 sin2 θ dθ

=
1

2

∫ π

0

r2 dθ =
1

2

∫ π

0

(1 + cos θ)2 dθ =
1

2

[
3

2
θ + 2 sin θ +

1

4
sin 2θ

]π
0

=
3

4
π

Cの x軸の上側の部分を x軸のまわりに 1回転した回転体の体積を V とすると

V

π
=

∫ 2

− 1
4

y2 dx−
∫ 0

− 1
4

y2 dx

=

∫ 0

2π
3

r2 sin2 θ(r′ cos θ − r sin θ)dθ −
∫ π

2π
3

r2 sin2 θ(r′ cos θ − r sin θ)dθ

= −
∫ π

0

r2 sin2 θ(r′ cos θ − r sin θ)dθ

= −1

3

∫ π

0

(r3)′ sin2 θ cos θ dθ +

∫ π

0

r3 sin3 θ dθ

= −1

3

[
r3 sin2 θ cos θ

]π
0

+
1

3

∫ π

0

r3(2 sin θ cos2 θ − sin3 θ) dθ +

∫ π

0

r3 sin3 θ dθ

=
2

3

∫ π

0

r3 sin θ dθ =
2

3

∫ π

0

(1 + cos θ)3 sin θ dθ =
2

3

[
− 1

4
(1 + cos θ)4

]π
0

=
8

3

よって V =
8

3
π

曲線 r = f(θ) (0 5 θ 5 π)の弧長 l，x軸と囲まれた部分の面積 S，x軸の周りに 1

回転してできる回転体の体積 V は

l =

∫ π

0

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ, S =
1

2

∫ π

0

r2 dθ, V =
2π

3

∫ π

0

r3 sin θ dθ
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極方程式と面積

C : r = f(θ) (α 5 θ 5 β)とし，C上の θ = α, βに

対応する点を，それぞれA，Bとし，A，Bからx軸に

垂線AA′，BB′を引く．SA = 4OAA′，SB = 4OBB′

とし，曲線C，x軸，2直線AA′，BB′で囲まれた領

域DCの面積を SC，曲線C，2直線OA，OBで囲ま

れた領域Dの面積を Sとすると

　

O

y

x

A

B

x1x2

y1

y2 C

α
β

B′ A′

SC =

∫ x1

x2

y dx =

∫ α

β

r sin θ(r′ cos θ − r sin θ)dθ

= −1

2

∫ β

α

(r2)′ sin θ cos θ dθ +

∫ β

α

r2 sin2 θ dθ

= −1

2

[
r2 sin θ cos θ

]β
α

+
1

2

∫ β

α

r2(cos2 θ − sin2 θ)dθ +

∫ β

α

r2 sin2 θ dθ

= −SB + SA +
1

2

∫ β

α

r2 dθ

よって S = SC + SB − SA =
1

2

∫ β

α

r2 dθ

極方程式と x軸の周りの回転体の体積

次に4OAA′，4OBB′を x軸のまわりに 1回転させた立体の体積をそれぞれ，VA，
VBとし，また，領域DC，Dを x軸のまわりに 1回転させた立体の体積をそれぞれ，
VC，V とすると

VC = π

∫ x1

x2

y2 dx = π

∫ α

β

r2 sin2 θ(r′ cos θ − r sin θ)dθ

= −π
3

∫ β

α

(r3)′ sin2 θ cos θ dθ + π

∫ β

α

r3 sin3 θ dθ

= −π
3

[
r3 sin2 θ cos θ

]β
α

+
π

3

∫ β

α

r3(2 sin θ cos2 θ − sin3 θ)dθ + π

∫ β

α

r3 sin3 θ dθ

= −VB + VA +
2π

3

∫ β

α

r3 sin θ dθ

よって V = VC + VB − VA =
2π

3

∫ β

α

r3 sin θ dθ
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極方程式と y軸の周りの回転体の体積

C : r = f(θ) (α 5 θ 5 β)とし，C上の θ = α, βに

対応する点を，それぞれA，Bとし，A，Bから y軸

に垂線AA′，BB′を引く．曲線C，y軸，2直線AA′，

BB′で囲まれた領域をDCとし，曲線C，2直線OA，

OBで囲まれた領域をDとする．4OAA′，4OBB′を

y軸のまわりに 1回転させた立体の体積をそれぞれ，

VA，VBとし，また，領域DC，Dを y軸のまわりに 1

回転させた立体の体積をそれぞれ，VC，V とすると

　

O

y

x

A

B

x1x2

y1

y2 C

α
β

B′

A′

VC = π

∫ y2

y1

x2 dy = π

∫ β

α

r2 cos2 θ(r′ sin θ + r cos θ)dθ

=
π

3

∫ β

α

(r3)′ cos2 θ sin θ dθ + π

∫ β

α

r3 cos3 θ dθ

=
π

3

[
r3 cos2 θ sin θ

]β
α

− π

3

∫ β

α

r3(−2 cos θ sin2 θ + cos3 θ)dθ + π

∫ β

α

r3 cos3 θ dθ

= VB − VA +
2π

3

∫ β

α

r3 cos θ dθ

よって V = VC + VA − VB =
2π

3

∫ β

α

r3 cos θ dθ

極方程式の計量� �
• 弧長 l l =

∫ β

α

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ

• 面積 S S =
1

2

∫ β

α

r2 dθ

• x軸の周りの回転体の体積 V

V =
2π

3

∫ β

α

r3 sin θ dθ (0 5 α < β 5 π)

• y軸の周りの回転体の体積 V

V =
2π

3

∫ β

α

r3 cos θ dθ

(
−
π

2
5 α < β 5

π

2

)
� �

�
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8.17 2017年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 nを自然数とする．

f(x) = sinx− nx2 + 1

9
x3

とおく．3 < π < 4であることを用いて，以下の問に答えよ．

(1) 0 < x <
π

2
のとき，f ′′(x) < 0であることを示せ．

(2) 方程式 f(x) = 0は 0 < x <
π

2
の範囲に解をただ 1つもつことを示せ．

(3) (2)における解を xnとする． lim
n→∞

xn = 0 であることを示し， lim
n→∞

nxnを

求めよ．

2 nを自然数とする．以下の問に答えよ．

(1) 実数 xに対して，次の等式が成り立つことを示せ．

n∑
k=0

(−1)ke−kx − 1

1 + e−x
=

(−1)ne−(n+1)x

1 + e−x

(2) 次の等式をみたす Sの値を求めよ．

n∑
k=1

(−1)k(1− e−k)

k
− S = (−1)n

∫ 1

0

e−(n+1)x

1 + e−x
dx

(3) 不等式 ∫ 1

0

e−(n+1)x

1 + e−x
dx 5 1

n+ 1

が成り立つことを示し，
∞∑
k=1

(−1)k(1− e−k)

k
を求めよ．
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3 1辺の長さがa0の正四面体OA0B0C0がある．図のように，辺OA0上の点A1，辺
OB0上の点B1，辺OC0上の点C1から平面A0B0C0に下ろした垂線をそれぞれ
A1A

′
1，B1B

′
1，C1C

′
1としたとき，三角柱A1B1C1−A′

1B
′
1C

′
1は正三角柱になるとす

る．ただし，ここでは底面が正三角形であり，側面が正方形である三角柱を正三
角柱とよぶことにする．同様に，点A2，B2，C2，A′

2，B
′
2，C

′
2，· · · を次のように

定める．正四面体OAkBkCkにおいて，辺OAk上の点Ak+1，辺OBk上の点Bk+1，
辺 OCk 上の点 Ck+1 から平面 AkBkCk に下ろした垂線をそれぞれ Ak+1A

′
k+1，

Bk+1B
′
k+1，Ck+1C

′
k+1としたとき，三角柱Ak+1Bk+1Ck+1−A′

k+1B
′
k+1C

′
k+1は正

三角柱になるとする．辺AkBkの長さを akとし，正三角柱AkBkCk−A′
kB

′
kC

′
k

の体積を Vkとするとき，以下の問に答えよ．

(1) 点Oから平面A0B0C0に下ろした垂線をOHとし，θ = ∠OA0H とすると
き，cos θと sin θの値を求めよ．

(2) a1を a0を用いて表せ．

(3) Vkを a0を用いて表し，
∞∑
k=1

Vkを求めよ．

O

A0 A′
1

B0

C0

A1 C1

H

B1

B′
1

C′
1
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4 ~v1 = (1, 1, 1)，~v2 = (1,−1,−1)，~v3 = (−1, 1,−1)，~v4 = (−1,−1, 1)とする．
座標空間内の動点Pが原点Oから出発し，正四面体のサイコロ (1，2，3，4の
目がそれぞれ確率 1

4
で出る)をふるごとに，出た目が k (k = 1, 2, 3, 4)のときは

~vkだけ移動する．すなわち，サイコロを n回ふった後の動点Pの位置をPnと
して，サイコロを (n+ 1)回目にふって出た目が kならば

−−−−→
PnPn+1 = ~vk

である．ただし，P0 = Oである．以下の問に答えよ．

(1) 点 P2が x軸上にある確率を求めよ．

(2)
−−−→
P0P2⊥

−−−→
P2P4となる確率を求めよ．

(3) 4点 P0，P1，P2，P3が同一平面上にある確率を求めよ．

(4) nを 6以下の自然数とする．Pn = Oとなる確率を求めよ．

5 r，c，ωは正の定数とする．座標平面上の動点 Pは時刻 t = 0のとき原点にあ
り，毎秒 cの速さで x軸上を正の方向へ動いているとする．また，動点Qは時
刻 t = 0のとき点 (0,−r)にあるとする．点 Pから見て，動点Qが点 Pを中心
とする半径 rの円周上を毎秒 ωラジアンの割合で反時計回りに回転していると
き，以下の問に答えよ．

(1) 時刻 tにおける動点Qの座標 (x(t), y(t))を求めよ．

(2) 動点Qの描く曲線が交差しない，すなわち，t1 6= t2ならば (x(t1), y(t1)) 6=
(x(t2), y(t2))であるための必要十分条件を r，c，ωを用いて与えよ．
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解答例

1 (1) f(x) = sinx− nx2 + 1

9
x3より

f ′(x) = cosx− 2nx+
1

3
x2,

f ′′(x) = − sinx− 2n+
2

3
x

0 < x <
π

2
のとき，π < 4に注意して

f ′′(x) < −2n+
2

3
·π
2
< −2·1 + π

3
< −2 + 4

3
= −2

3
< 0

(2) f ′(0) = 1 > 0，f ′
(π
2

)
= −2n·π

2
+

1

3

(π
2

)2
= −π

(
n− π

12

)
= −π

(
1− π

12

)
< 0

(1)の結果から，f ′(x)は単調減少であるから，上の結果により

f ′(α) = 0
(
0 < x <

π

2

)
を満たす αが唯一存在する．

また f(0) = 0，f
(π
2

)
= 1− n

(π
2

)2
+

1

9

(π
2

)3
< 1−

(
3

2

)2

+
1

9

(
4

2

)3

= −13

36
< 0

したがって，f(x)の増減表は

x 0 · · · α · · · π
2

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 極大 ↘ f(π

2
)

よって，方程式 f(x) = 0は 0 < x <
π

2
の範囲にただ 1つの解をもつ．

(3) f(xn) = 0 (0 < xn <
π
2
)より sinxn − nxn2 +

1

9
xn

3 = 0 · · · (∗)

ゆえに lim
n→∞

xn
2 = lim

n→∞

1

n

(
sinxn +

1

9
xn

3

)
= 0 よって lim

n→∞
xn = 0

上式および (∗)から lim
n→∞

nxn = lim
n→∞

(
sinxn
xn

+
1

9
xn

2

)
= 1 �
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2 (1) t 6= 0のとき
n∑

k=0

tk =
1− tn+1

1− t
ゆえに

n∑
k=0

tn − 1

1− t
= − t

n+1

1− t

t = −e−xとおいて，上式に代入すると
n∑

k=0

(−e−x)k − 1

1 + e−x
= −(−e−x)n+1

1 + e−x

よって
n∑

k=0

(−1)ke−kx − 1

1 + e−x
=

(−1)ne−(n+1)x

1 + e−x

(2) (1)の結果から
(−1)ne−(n+1)x

1 + e−x
= 1 +

n∑
k=1

(−1)ke−kx − 1

1 + e−x

=
n∑

k=1

(−1)ke−kx +
e−x

1 + e−x

したがって

(−1)n
∫ 1

0

e−(n+1)x

1 + e−x
dx =

n∑
k=1

(−1)k
∫ 1

0

e−kx dx+

∫ 1

0

e−x

1 + e−x
dx

=
n∑

k=1

(−1)k
[
−e

−kx

k

]1
0

−
[

log(1 + e−x)

]1
0

=
n∑

k=1

(−1)k(1− e−k)

k
− log

1 + e−1

2
· · · (∗)

よって S = log
1 + e−1

2

(3) 0 5 e−(n+1)x

1 + e−x
5 e−(n+1)xであるから

0 5
∫ 1

0

e−(n+1)x

1 + e−x
dx 5

∫ 1

0

e−(n+1)xdx =

[
−e

−(n+1)x

n+ 1

]1
0

=
1− e−n−1

n+ 1
5 1

n+ 1

lim
n→∞

1

n+ 1
= 0 から，はさみうちの原理により lim

n→∞

∫ 1

0

e−(n+1)x

1 + e−x
= 0

(∗)より lim
n→∞

n∑
k=1

(−1)k(1− e−k)

k
− log

1 + e−1

2
= 0

よって
∞∑
k=1

(−1)k(1− e−k)

k
= log

1 + e−1

2
�
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3 (1) 直角三角形OA0Hについて cos θ =
A0H

OA0

=
A0H

a0

Hは4A0B0C0の外心であるから，正弦定理により

a0
sin 60◦

= 2A0H ゆえに
A0H

a0
=

1√
3
よって cos θ =

1
√
3

また sin θ =
√
1− cos2 θ =

√
1− 1

3
=

√
2

3

(2) OA1 = A1B1 = a1より A0A1 = a0 − a1
A1A

′
1 = A0A1 sin θ = (a0 − a1) sin θであるから，A1B1 = A1A

′
1のとき

a1 = (a0 − a1) sin θ ゆえに a1 =
a0 sin θ

1 + sin θ

よって a1 =

√
2
3

1 +
√

2
3

a0 =

√
2√

3 +
√
2
a0 = (

√
6 − 2)a0

(3) (2)と同様にして ak+1 = (
√
6− 2)ak ゆえに ak = (

√
6− 2)ka0

したがって Vk =
1

2
ak

2 sin 60◦·ak =
√
3

4
ak

3 =

√
3

4
(
√
6− 2)3ka0

3

|
√
6− 2| < 1に注意して

∞∑
k=1

Vk =

√
3a0

3

4

∞∑
k=1

(
√
6− 2)3k

=

√
3a0

3

4
· (
√
6− 2)3

1− (
√
6− 2)3

=
3
√
2 − 2

√
3

18
a0

3

�

4 (1) i, j = 1, 2, 3, 4とし，~vi +
~vjが x軸と平行になる組み合わせは

~v1 +
~v2 =

~v2 +
~v1 = (2, 0, 0)

~v3 +
~v4 =

~v4 +
~v3 = (−2, 0, 0)

したがって，求める確率は
2! + 2!

42
=

1

4
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(2) ~e1 = (1, 0, 0)，~e2 = (0, 1, 0)，~e3 = (0, 0, 1)とおくと，
−−−→
P0P2および−−−→

P2P4は，次のベクトルからなる．

~v1 +
~v1 = 2~v1,

~v2 +
~v2 = 2~v2,

~v3 +
~v3 = 2~v3,

~v4 +
~v4 = 2~v4,

~v1 +
~v2 =

~v2 +
~v1 = 2~e1,

~v1 +
~v3 =

~v3 +
~v1 = 2~e2,

~v1 +
~v4 =

~v4 +
~v1 = 2~e3,

~v2 +
~v3 =

~v3 +
~v2 = −2~e3,

~v2 +
~v4 =

~v4 +
~v2 = −2~e2, ~v3 +

~v4 =
~v4 +

~v3 = −2~e1

~vj·~ek 6= 0であるから (j = 1, 2, 3, 4, k = 1, 2, 3)，
−−−→
P0P2⊥

−−−→
P2P4となるのは，

−−−→
P0P2および

−−−→
P2P4が座標軸に平行で，互いに垂直な場合について調べれば

よい．(1)の結果と同様に，
−−−→
P0P2および

−−−→
P2P4は，x軸，y軸，z軸と平行

となる確率は
1

4
であるから，求める確率は

1

4
·1
4
× 3P2 =

3

8

(3) i 6= j, j 6= k, k 6= iのとき，~vi,
~vj,

~vkは 1次独立であるから，
−−→
OP1，

−−−→
P1P2，

−−−→
P2P3 がすべて異なる場合を除く確率であるから

1− 4P3

43
= 1− 4·3·2

43
=

5

8

(4) ~vi(i = 1, 2, 3, 4)の成分はすべて奇数である．

ゆえに，n = 1, 3, 5のとき，Pn = Oとなる確率は 0

−−−→
P0P2，

−−−→
P2P4，

−−−→
P4P6は (2)で求めたベクトルである．

ゆえに，n = 2, 6のとき，Pn = Oのとなる確率は 0

n = 4のとき，Pn = Oのとなるのは，
−−→
OP2 +

−−−→
P2P4が

2~e1 + (−2~e1), 2~e2 + (−2~e2), 2~e3 + (−2~e3),

− 2~e1 + 2~e1, − 2~e2 + 2~e2, − 2~e3 + 2~e3

の場合である．このとき，求める確率は
2

42
· 2
42
× 6 =

3

32

よって，求める確率は n = 1, 2, 3, 5, 6のとき 0, n = 4のとき
3

32
�
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5 (1)
−→
OP = (ct, 0)，

−→
PQ = (r cos(ωt− π

2
), r sin(ωt− π

2
)) = (r sinωt,−r cosωt)

したがって
−→
OQ =

−→
OP +

−→
PQ = (ct+ r sinωt,−r cosωt)

よって Q(ct + r sinωt,−r cosωt)

(2) (x(t1), y(t1)) = (x(t2), y(t2))ならば t1 = t2であるための必要十分条件を
求めればよい．(1)の結果から，(x(t1), y(t1)) = (x(t2), y(t2))のとき

ct1 + r sinωt1 = ct2 + r sinωt2, −r cosωt1 = −r cosωt2

上の 2式から

r(sinωt2 − sinωt1) = c(t2 − t1), r(cosωt2 − cosωt1) = 0

したがって

c2(t2 − t1)2 = r2(sinωt2 − sinωt1)
2 + r2(cosωt2 − cosωt1)

2

= 2r2{1− cosω(t2 − t1)}

= 4r2 sin2 ω(t2 − t1)
2

ここで，θ =
ω(t2 − t1)

2
とおくと

c2
(
2θ

ω

)2

= 4r2 sin2 θ ゆえに
c

rω
|θ| = | sin θ|

これが θ = 0以外に解をもたない条件，すなわち，方程式∣∣∣∣sin θθ
∣∣∣∣ = c

rω
· · · (∗)

が解を持たない条件を求めればよい．f(θ) =
sin θ

θ
とすると，f(−θ) = f(θ)

であるから，θ > 0について調べる．

lim
θ→+0

sin θ

θ
= 1

y = sin θと y = θのグラフから，0 < θ 5 πのとき

θ > sin θ ゆえに
sin θ

θ
< 1

θ > πのとき

∣∣∣∣sin θθ
∣∣∣∣ < 1

π
したがって

∣∣∣∣sin θθ
∣∣∣∣ < 1

(∗)が解をもたないとき c

rω
= 1 よって c = rω �
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8.18 2018年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 tを 0 < t < 1を満たす実数とする．OABCを 1辺の長さが 1の正四面体とす
る．辺OAを 1− t : tに内分する点をP，辺OBを t : 1− tに内分する点をQ，
辺BCの中点をRとする．また~a =

−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとする．以下の問

に答えよ．

(1)
−→
QPと

−→
QRを t，~a，~b，~c を用いて表せ．

(2) ∠PQR =
π

2
のとき，tの値を求めよ．

(3) tが (2)で求めた値をとるとき，4PQRの面積を求めよ．

2 kを 2以上の整数とする．また

f(x) =
1

k

(
(k − 1)x+

1

xk−1

)
とおく．以下の問に答えよ．

(1) x > 0において，関数 y = f(x)の増減と漸近線を調べてグラフの概形を
かけ．

(2) 数列 {xn}が x1 > 1，xn+1 = f(xn) (n = 1, 2, . . .)を満たすとき，xn > 1

を示せ．

(3) (2)の数列 {xn}に対し，

xn+1 − 1 <
k − 1

k
(xn − 1)

を示せ．また lim
n→∞

xnを求めよ．

3 さいころを 3回ふって，1回目に出た目の数を a，2回目と 3回目に出た目の数
の和を bとし，2次方程式

x2 − ax+ b = 0 · · · (∗)

を考える．以下の問に答えよ．

(1) (∗)が x = 1を解にもつ確率を求めよ．

(2) (∗)が整数を解にもつとする．このとき (∗)の解は共に正の整数であり，ま
た少なくとも 1つの解は 3以下であることを示せ．

(3) (∗)が整数を解にもつ確率を求めよ．
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4 整式 f(x)は実数を係数にもつ 3次式で，3次の係数は 1，定数項は−3とする．
方程式 f(x) = 0は，1と虚数 α, βを解にもつとし，αの実部は 1より大きく，
αの虚部は正とする．複素数平面上で α, β, 1が表す点を順にA，B，Cとし，
原点をOとする．以下の問に答えよ．

(1) αの絶対値を求めよ．

(2) θを αの偏角とする．4ABCの面積 Sを θ を用いて表せ．

(3) Sを最大にする θ (0 5 θ < 2π)とそのときの整式 f(x)を求めよ．

5 座標空間において，Oを原点とし，A(2, 0, 0)，B(0, 2, 0)，C(1, 1, 0)とする．
4OABを直線OCの周りに 1回転してできる回転体を Lとする．以下の問に
答えよ．

(1) 直線 OC上にない点 P(x, y, z)から直線 OCにおろした垂線を PHとす
る．
−→
OHと

−→
HPを x，y，zの式で表せ．

(2) 点 P(x, y, z)が Lの点であるための条件は

z2 5 2xy かつ 0 5 x+ y 5 2

であることを示せ．

(3) 1 5 a 5 2とする．Lを平面 x = aで切った切り口の面積 S(a) を求めよ．

(4) 立体 {(x, y, z) | (x, y, z) ∈ L, 1 5 x 5 2} の体積を求めよ．
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解答例

1 (1)
−→
OP = (1− t)~a，

−→
OQ = t~b，

−→
OR =

1

2
(~b+~c)

したがって
−→
QP =

−→
OP−

−→
OQ = (1 − t)~a − t~b

−→
QR =

−→
OR−

−→
OQ =

1

2
(~b+~c)− t~b

=

(
1

2
− t

)
~b +

1

2
~c

　 O

A(~a)

B(~b)

C(~c)

P

1−t

t t

1−t
Q

R

(2) ∠PQR =
π

2
より，

−→
QP·
−→
QR = 0であるから

{(1− t)~a− t~b}·
{(

1

2
− t
)
~b+

1

2
~c

}
= 0

ゆえに (1− t)
(
1

2
− t
)
~a·~b+ 1

2
(1− t)~c·~a− t

(
1

2
− t
)
|~b|2 − 1

2
t~b·~c = 0

上式に~a·~b = ~b·~c = ~c·~a = 12· cos π
3
=

1

2
，|~b| = 1 を代入すると

1

2
(1− t)

(
1

2
− t
)
+

1

4
(1− t)− t

(
1

2
− t
)
− 1

4
t = 0

整理すると 6t2 − 7t+ 2 = 0 ゆえに (2t− 1)(3t− 2) = 0

0 < t < 1に注意して，これを解くと t =
1

2
,
2

3

(3) (i) t =
1

2
のとき

−→
QP =

1

2
(~a−~b)，

−→
QR =

1

2
~c，|
−→
QR| = 1

2
|~c| = 1

2

ゆえに |
−→
QP| = 1

2

√
|~a|2 − 2~a·~b+ |~b|2 = 1

2

√
12 − 2·1

2
+ 12 =

1

2

よって 4PQR =
1

2
|
−→
QP||
−→
QR| = 1

2
·1
2
·1
2
=

1

8

(ii) t =
2

3
のとき

−→
QP =

1

3
(~a− 2~b)，

−→
QR =

1

6
(−~a+ 3~c)

ゆえに |
−→
QP| = 1

3

√
|~a|2 − 4~a·~b+ 4|~b|2 = 1

3

√
12 − 4·1

2
+ 4·12 =

√
3

3

|
−→
QR| = 1

6

√
|~a|2 − 6~a·~c+ 9|~c|2 = 1

6

√
12 − 6·1

2
+ 9·12 =

√
7

6

よって 4PQR =
1

2
|
−→
QP||
−→
QR| = 1

2
·
√
3

3
·
√
7

6
=

√
21

36
�
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2 (1) f(x) =
1

k

(
(k − 1)x+

1

xk−1

)
より

f ′(x) =
1

k
(k − 1)

(
1− 1

xk

)
· · · (∗)

x > 0において，f(x)の増減は

x (0) · · · 1 · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) ↘ 1 ↗

　

O

y

x1

1
k−1
k

lim
x→+0

f(x) =∞， lim
x→∞

(
f(x)− k − 1

k
x

)
= lim

x→∞

1

kxk−1
= 0

したがって，y = f(x)の漸近線は x = 0, y =
k − 1

k
x

よって，グラフの概形は右の図のようになる．

(2) xn > 1であることを数学的帰納法により示す．

［1］x1 > 1であるから，n = 1のとき成立する．

［2］n = jのとき，xj > 1であると仮定すると，平均値の定理により

xj+1 − 1

xj − 1
=
f(xj)− f(1)

xj − 1
= f ′(c)

を満たす c (1 < c < xj)が存在する．このとき，(∗)より

0 < f ′(c) =
k − 1

k

(
1− 1

ck

)
<
k − 1

k

したがって 0 <
xj+1 − 1

xj − 1
<
k − 1

k
· · · (∗∗)

よって，xj > 1のとき，xj+1 > 1が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，xn > 1が成立する．

(3) (∗∗)より，n > 1のとき 0 <
n−1∏
j=1

xj+1 − 1

xj − 1
<

n−1∏
j=1

k − 1

k

したがって 0 <
xn − 1

x1 − 1
<

(
k − 1

k

)n−1

lim
n→∞

(
k − 1

k

)n−1

= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(xn − 1) = 0 すなわち lim
n→∞

xn = 1
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解説 (2)ですべての自然数 nについて，xn > 1 を示した (下に有界)．

x > 1のとき

f(x)− x =
1

k

(
(k − 1)x+

1

xk−1

)
− x

=
1

k

(
−1 + 1

xk−1

)
=

1− xk

kxk−1
< 0

xj > 1のとき，f(xj)− xj < 0 ゆえに xj+1 < xj

{xn}は下に有限な単調減少列であるから，{xn}は極限値をもつ 2．

x > 1 (0 < x < 1でもよい)のとき，f(x)− 1 > 0は，次式からも示される．

f(x)− 1 =
1

k

(
(k − 1)x+

1

xk−1

)
− 1

=
1

kxk−1
{(k − 1)xk − kxk−1 + 1}

=
(x− 1)2

kxk−1

k−1∑
j=1

jxj−1

または，f ′′(x) =
k − 1

xk+1
より，x > 0において，f ′′(x) > 0であるから

f(x)− 1 = f(x)− f(1) =
∫ x

1

f ′(t) dt = −
∫ x

1

(x− t)′f ′(t) dt

= −
[
(x− t)f ′(t)

]x
1

+

∫ x

1

(x− t)f ′′(t) dt

= (x− 1)f ′(1) +

∫ x

1

(x− t)f ′′(t) dt =

∫ x

1

(x− t)f ′′(t) dt

1 < xのとき，1 < t < xにおいて，x− t > 0より
∫ x

1

(x− t)f ′′(t) dt > 0

x < 1のとき，x < t < 1において，t− x > 0より∫ x

1

(x− t)f ′′(t) dt =

∫ 1

x

(t− x)f ′′(t) > 0

したがって，0 < x1 < 1であっても，xj > 1 (j = 2, 3, · · · )より

lim
n→∞

xn = 1

�
2http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki 2008.pdf 8 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/nagasaki/nagasaki_2008.pdf
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3 (1) 2次方程式 x2 − ax+ b = 0 · · · (∗)が x = 1を解にもつから b = a− 1

1 5 a 5 6，2 5 b 5 12であるから

(a, b) = (3, 2), (4, 3), (5, 4), (6, 5)

aの値に対する確率は
1

6
，それぞれの bの値に対する確率は

b 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

確率 1
36

2
36

3
36

4
36

5
36

6
36

5
36

4
36

3
36

2
36

1
36

よって，求める確率は

1

6

(
1

36
+

2

36
+

3

36
+

4

36

)
=

10

216
=

5

108

(2) 2次方程式 (∗)の解を α, βとすると，解と係数の関係により

α + β = a, αβ = b

(∗)の整数解を αとすると，上の第 1式から

β = a− α

上式の右辺は整数であるから，βも整数である．

2整数 α, βについて，α 5 βとおいても一般性を失わないから

2α 5 α+ β = a 5 6 ゆえに α 5 3

(3) (i) x = 2が 2次方程式 (∗)の解のとき b = 2a− 4

(a, b) = (3, 2), (4, 4), (5, 6), (6, 8)

(ii) x = 3が 2次方程式 (∗)の解のとき b = 3a− 9

(a, b) = (4, 3), (5, 6) (6, 9)

(1),(i),(ii)より

a 3 4 4,5 6 5 6 6

b 2 3 4 5 6 8 9

よって，求める確率は

1

6

(
1

36
+

2

36
+

3

36
·2 + 4

36
+

5

36
+

5

36
+

4

36

)
=

27

216
=

1

8

�
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4 (1) 実数を係数とする 3次方程式が虚数αを解にもつとき，αもこの方程式の
解であるから，β = α である．3次方程式の解と係数の関係から

αβ·1 = |α|2 = −−3
1

ゆえに |α| =
√
3

(2) 右の図において

CH = OH−OC =
√
3 cos θ − 1

AH =
√
3 sin θ

よって S = 24ACH = 2·1
2
AH·CH

=
√
3 sin θ(

√
3 cos θ − 1)

　

O

Im

Re

A(α)

B(β)

θ

√
3

C
1

H

(3) 0 < θ <
π

2
において，cos θ =

1√
3
の解を θ = ϕとし，

g(θ) =
S√
3
= sin θ(

√
3 cos θ − 1) (0 < θ < ϕ)

とすると

g′(θ) = cos θ(
√
3 cos θ − 1) + sin θ(−

√
3 sin θ)

= 2
√
3 cos2 θ − cos θ −

√
3

= (
√
3 cos θ + 1)(2 cos θ −

√
3)

√
3

2
>

1√
3
より，cos

π

6
> cosϕ，すなわち，

π

6
< ϕに注意して

θ (0) · · · π
6

· · · (ϕ)

g′(θ) + 0 −
g(θ) ↗ 極大 ↘

よって，Sを最大にする θは θ =
π

6

ゆえに α =
√
3
(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
=

3

2
+

√
3

2
i，β = α =

3

2
−
√
3

2
i

したがって，α+ β = 3，αβ = 3より，2数α, βを解とする 2次方程式は

x2 − 3x+ 3 = 0

よって f(x) = (x− 1)(x2 − 3x+ 3) = x3 − 4x2 + 6x − 3
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別解 α = p+ qiとおくと (1 < p <
√
3, q > 0) p2 + q2 = 3

S = (p− 1)qより S2 = (p− 1)2q2 = (p− 1)2(3− p2)

h(p) = (p− 1)2(3− p2) とおくと (1 < p <
√
3)

h′(p) = 2(p− 1)(3− p2) + (p− 1)2·(−2p)
= 2(p− 1){(3− p2)− p(p− 1)}
= −2(p− 1)(2p2 − p− 3)

= −2(p− 1)(2p− 3)(p+ 1)

p (1) · · · 3
2

· · · (
√
3)

h′(p) + 0 −
h(p) ↗ 極大 ↘

Sが極大となるとき，p =
3

2
であるから

(
3

2

)2

+ q2 = 3 ゆえに q =

√
3

2

したがって α =
3

2
+

√
3

2
i，β =

3

2
−
√
3

2
i，θ = argα =

π

6
�
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5 (1)
−→
OCと同じ向きの単位ベクトルを~e =

−→
OC

|
−→
OC|

とおくと

−→
OH = (

−→
OP·~e)~e = (

−→
OP·
−→
OC)

|
−→
OC|2

−→
OC =

x+ y

2

−→
OC

=
x+ y

2
(1, 1, 0) =

(
x + y

2
,
x + y

2
, 0

)
,

−→
HP =

−→
OP−

−→
OH = (x, y, z)−

(
x+ y

2
,
x+ y

2
, 0

)
=

(
x − y

2
,
y − x

2
, z

)

補足
−→
OCと同じ方向の単位ベクトルを~eとし，

−→
PHと

~eのなす角を θとすると

−→
OP·~e = |

−→
OP||~e| cos θ = |

−→
OP| cos θ

　 P

O
H

θ

~e

C

−→
OH = (|

−→
OP| cos θ)~eであるから

−→
OH = (

−→
OP·~e)~e

(2) Pが L上の点であるとき，|
−→
HP| 5 |

−→
OH|であるから，|

−→
HP|2 5 |

−→
OH|2より(

x− y
2

)2

+

(
y − x
2

)2

+ z2 5
(
x+ y

2

)2

+

(
x+ y

2

)2

これを整理すると z2 5 2xy · · · 1©

また，Hは線分OC上にあるから，
−→
OH =

x+ y

2

−→
OCより

0 5 x+ y

2
5 1 すなわち 0 5 x+ y 5 2 · · · 2©

1©， 2©より，求める条件は z2 5 2xy かつ 0 5 x+ y 5 2
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(3) Lの平面 x = a (1 5 a 5 2)による断面の領域は

z2 5 2ay, 0 5 a+ y 5 2 すなわち
z2

2a
5 y 5 2− a

放物線 y =
z2

2a
と直線 y = 2− aの交点の z座標は

2− a =
z2

2a
ゆえに z = ±

√
2a(2− a)

したがって，S(a)は下の図の斜線部分の面積である．

ここで，t =
√

2a(2− a)とおくと，2− a =
t2

2a
に注意して

S(a) =

∫ t

−t

(
t2

2a
− z2

2a

)
dz =

1

2a

∫ t

−t

(t+ z)(t− z)dz

=
1

2a
·1
6
·(2t)3 = 2t3

3a

=
2·2a(2− a)

√
2a(2− a)

3a
=

4

3
(2 − a)

√
2a(2 − a)

a

B

1

2 R

A

C

Q

O

Tx y

O

y

z

R T2−a

t−t Q

T′

LT′

別解 平面 x = aと x軸，線分ABとの交点をそれぞれQ，Rとすると

QR = QA = 2− a

上の図において，CR =
√
2(a− 1)，CT = CA =

√
2であるから

RT =
√
CT2 − CR2 =

√
2− 2(a− 1)2 =

√
2a(2− a)

円錐の母線に平行な平面 x = aによる切り口は放物線であるから 3

S(a) =
2

3
QR·TT′ =

2

3
QR·2RT

=
2

3
(2− a)·2

√
2a(2− a) = 4

3
(2− a)

√
2a(2− a)

3http://kumamoto.s12.xrea.com/temp/2021 12 18.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/temp/2021_12_18.pdf
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補足 平面による円錐面の切り口は 2次曲線である．そのため，2次曲線を円錐
曲線ともいう．とくに，放物線となるのは，平面が母線と平行な場合であ
る．また，直線となるのは，平面が頂点を通り，母線に平行な場合である．
とくに，平面が頂点のみを共有するとき，円錐曲線は 1点に退化する．

楕円 放物線 双曲線

(4) (3)の結果から，求める立体の体積を V とすると

V =

∫ 2

1

S(a) da =
4
√
2

3

∫ 2

1

(2− a)
√

1− (a− 1)2 da

u = a− 1とおくと
du

da
= 1

a 1 −→ 2

u 0 −→ 1∫ 2

1

(2− a)
√

1− (a− 1)2 da =

∫ 1

0

(1− u)
√
1− u2 du

=

∫ 1

0

√
1− u2 du−

∫ 1

0

u
√
1− u2 du

=
π

4
+

[
1

3
(1− u2)

3
2

]1
0

=
π

4
− 1

3

よって V =
4
√
2

3

(
π

4
− 1

3

)
=

(
π

3
−

4

9

)√
2 �
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8.19 2019年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 以下の問に答えよ．

(1) 関数

f(x) =
log x

x

の x > 0における最大値とそのときの xの値を求めよ．

(2) aを a 6= 1をみたす正の実数とする．曲線 y = exと曲線 y = xa (x > 0)が
共有点 Pをもち，さらに点 Pにおいて共通の接線をもつとする．点 Pの
x座標を tとするとき，aと tの値を求めよ．

(3) aと tを (2)で求めた実数とする．xを x 6= tをみたす正の実数とするとき，
exと xaの大小を判定せよ．

2 |
−→
AB| = 2をみたす4PABを考え，辺ABの中点をM，4PAB の重心をGとす
る．以下の問に答えよ．

(1) |
−−→
PM|2を内積

−→
PA·
−→
PBを用いて表せ．

(2) ∠AGB =
π

2
のとき，

−→
PA·
−→
PBの値を求めよ．

(3) 点 Aと点 Bを固定し，
−→
PA·
−→
PB =

5

4
をみたすように点 Pを動かすとき，

∠ABGの最大値を求めよ．ただし，0 < ∠ABG < πとする．

3 nを 2以上の整数とする．2個のさいころを同時に投げるとき，出た目の数の
積を n で割った余りが 1となる確率を Pnとする．以下の問に答えよ．

(1) P2, P3, P4を求めよ．

(2) n = 36のとき，Pnを求めよ．

(3) Pn =
1

18
となる nをすべて求めよ．



8.19. 2019年 (120分) 613

4 次のように 1, 3, 4を繰り返し並べて得られる数列を {an}とする．

1, 3, 4, 1, 3, 4, 1, 3, 4, · · ·

すなわち，a1 = 1, a2 = 3, a3 = 4で，4以上の自然数 nに対し，an = an−3と
する．この数列の初項から第 n項までの和を Snとする．以下の問に答えよ．

(1) Snを求めよ．

(2) Sn = 2019となる自然数 nは存在しないことを示せ．

(3) どのような自然数 kに対しても，Sn = k2となる自然数 nが存在すること
を示せ．

5 媒介変数表示

x = sin t, y = (1 + cos t) sin t (0 5 t 5 π)

で表される曲線をCとする．以下の問に答えよ．

(1)
dy

dx
および

d2y

dx2
を tの関数として表せ．

(2) Cの凹凸を調べ，Cの概形を描け．

(3) Cで囲まれる領域の面積 Sを求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) =
log x

x
を微分すると f ′(x) =

1− log x

x2

x (0) · · · e · · ·
f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ 1

e
↘

よって x = eのとき 最大値
1

e

(2) g(x) = ex，h(x) = xaとおくと g′(x) = ex，h′(x) = axa−1

条件より，g(t) = h(t)，g′(t) = h′(t)であるから

(∗)

{
et = ta

et = ata−1

上の 2式から，etを消去すると

ta = ata−1 ゆえに (t− a)ta−1 = 0

t > 0より，t = aであるから，これを (∗)の第 1式に代入して

ea = aa ゆえに a = e よって a = t = e

(3) 条件より，ex (x 6= e)と xeの大小を比較する．(1)の結果から

1

e
>

log x

x
ゆえに x > e log x よって ex > xe

�
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2 (1) 点Mは辺ABの中点であるから，
−−→
PM =

1

2
(
−→
PA +

−→
PB)より

|
−−→
PM|2 = 1

4
|
−→
PA +

−→
PB|2 = 1

4
(|
−→
PA|2 + |

−→
PB|2) + 1

2

−→
PA·
−→
PB · · · 1©

|
−→
AB| = |

−→
PB−

−→
PA| = 2より

|
−→
PB|2 − 2

−→
PA·
−→
PB + |

−→
PA|2 = 4 ゆえに |

−→
PA|2 + |

−→
PB|2 = 4 + 2

−→
PA·
−→
PB

上の結果を 1©に代入すると

|
−−→
PM|2 = 1

4
(4 + 2

−→
PA·
−→
PB) +

1

2

−→
PA·
−→
PB =

−→
PA·

−→
PB + 1

(2) 点Gは4PABの重心であるから
−−→
PM = 3

−−→
GM · · · 2©

また，
−−→
GM =

1

2
(
−→
GA+

−→
GB)より

−−→
PM =

3

2
(
−→
GA+

−→
GB) · · · 3©

∠AGB =
π

2
であるから

−→
GA·
−→
GB = 0 および |

−→
GA|2 + |

−→
GB|2 = |

−→
AB|2 = 22 = 4

3©より |
−−→
PM|2 =

9

4
|
−→
GA+

−→
GB|2 = 9

4
(|
−→
GA|2 + 2

−→
GA·
−→
GB+ |

−→
GB|2)

=
9

4
(|
−→
GA|2 + |

−→
GB|2) = 9

4
·4 = 9

これを (1)の結果に代入して 9 =
−→
PA·
−→
PB + 1 よって

−→
PA·

−→
PB = 8

(3)
−→
PA·
−→
PB =

5

4
を (1)の結果に代入すると

|
−−→
PM|2 = 1 +

5

4
ゆえに |

−−→
PM| = 3

2

これに 2©を代入することにより |
−−→
GM| = |

−−→
MG| = 1

2

したがって，GはMを中心とする半径
1

2
の

円周上にある．Bからこの円に引いた接線と
辺 ABのなす角が求める最大値であるから，
MB = 1より

∠ABG =
π

6

　

MA B

G

�
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3 (1) 2個のさいころの出た目をそれぞれa，b
とし，X = ab− 1とおくと，Xは右の
表のようになる．

X ≡ 0 (mod n) · · · (∗)

を満たすXの個数について
n = 2のとき，次の 9個

0, 2, 2, 4, 4, 8, 14, 14, 24

n = 3のとき，次の 8個
0, 3, 3, 3, 9, 9, 15, 24

n = 4のとき，次の 5個
0, 4, 4, 8, 24

　 X = ab− 1
ba 1 2 3 4 5 6

1 0 1 2 3 4 5

2 1 3 5 7 9 11

3 2 5 8 11 14 17

4 3 7 11 15 19 23

5 4 9 14 19 24 29

6 5 11 17 23 29 35

よって P2 =
9

36
=

1

4
，P3 =

8

36
=

2

9
，P4 =

5

36

(2) n = 36のとき，(∗)を満たすXの個数は 1個

よって，n = 36のとき Pn =
1

36

(3) Pn =
1

18
=

2

36
であるから，(∗)を満たすXが 2個，すなわち，0以外に 1

個だけ，(∗)を満たす nを求めればよい．a 6= bのときの次のXについて

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 11, 14, 17, 19, 23, 29} · · · 1©

これらは，(∗)を満たすXが 2個以上存在するので，これらは含まない．

また，(2)の結果から，n = 36を含まない．

以上を除く，a = bのとき

8 = 23, 15 = 3·5, 24 = 23·3, 35 = 5·7

これらの 4数の約数で他の数の約数に含まれないこと，さらに 1©に含ま
れないことに注意すると，求める nは

2·3, 22·3, 3·5, 23·3, 5·7 すなわち 6, 12, 15, 24, 35

�
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4 (1) (i) n ≡ 0 (mod 3)のとき

Sn = S3 + (1 + 3 + 4)
n− 3

3
= 8 +

8

3
(n− 3) =

8n

3

(ii) n ≡ 1 (mod 3)のとき

Sn = S1 + (3 + 4 + 1)
n− 1

3
= 1 +

8

3
(n− 1) =

8n− 5

3

(iii) n ≡ 2 (mod 3)のとき

Sn = S2 + (4 + 1 + 3)
n− 2

3
= 4 +

8

3
(n− 2) =

8n− 4

3

よって Sn =



8n

3
(n ≡ 0 (mod 3))

8n − 5

3
(n ≡ 1 (mod 3))

8n − 4

3
(n ≡ 2 (mod 3))

(2) n = 3m+ rとおくと (r = 0, 1, 2)

r = 0のとき S3m =
8·3m
3

= 8m

r = 1のとき S3m+1 =
8(3m+ 1)− 5

3
= 8m+ 1

r = 2のとき S3m+2 =
8(3m+ 2)− 4

3
= 8m+ 4

2019 ≡ 3 (mod 8)であるから，Sn = 2019となる自然数 nは存在しない．

(3) i) k ≡ 0,±4 (mod 8)のとき k2 ≡ 0 (mod 8)

ii) k ≡ ±1,±3 (mod 8)のとき k2 ≡ 1 (mod 8)

iii) k ≡ ±2 (mod 8)のとき k2 ≡ 4 (mod 8)

i)～iii)および (2)の結果から，どのような自然数 kに対しても，

Sn = k2

となる自然数 nが存在する． �
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5 (1) x = sin t，y = (1 + cos t) sin t (0 5 t 5 π)より

dx

dt
= cos t,

dy

dt
= − sin2 t+ (1 + cos t) cos t = 2 cos2 t+ cos t− 1

したがって

dy

dx
=

dy
dt
dx
dt

=
2 cos2 t+ cos t− 1

cos t
= 2 cos t+ 1− 1

cos t

=
(cos t + 1)(2 cos t − 1)

cos t
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
2 cos t+ 1− 1

cos t

)
=

d

dt

(
2 cos t+ 1− 1

cos t

)
· dt
dx

=

(
−2 sin t− sin t

cos2 t

)
· 1
dx
dt

= −sin t(2 cos2 t+ 1)

cos2 t
· 1

cos t
= −

sin t(2 cos2 t + 1)

cos3 t

(2) (1)の結果から 0 < t <
π

2
のとき

d2y

dx2
< 0より 上に凸

π

2
< t < πのとき

d2y

dx2
> 0より 下に凸

t 0 · · · π
3

· · · π
2

· · · π
dx
dt

+ + + 0 −
dy
dt

+ 0 − − −
(dx
dt
, dy
dt
) ↗ → ↘ ↓ ↙

(x, y) (0, 0) (
√
3
2
, 3

√
3

4
) (1, 1) (0, 0)

O

y

x1

1

√
3
2

3
√
3

4

t=0, π

t= π
3

t= π
2
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(3) 曲線Cで囲まれる領域の面積を Sとすると

S =

∫ sin π
2

sin 0

y dx−
∫ sin π

2

sinπ

y dx

=

∫ π
2

0

y
dx

dt
dt+

∫ π

π
2

y
dx

dt
dt =

∫ π

0

y
dx

dt
dt

=

∫ π

0

(1 + cos t) sin t cos t dt

= −
∫ π

0

{cos t+ (cos t)2}(cos t)′dt

= −
[
1

2
cos2 t+

1

3
cos3 t

]π
0

=
2

3

別解 0 5 t 5 π

2
のとき cos t =

√
1− sin2 t

π

2
5 t 5 πのとき cos t = −

√
1− sin2 t

x = sin t，y = (1 + cos t) sin t (0 5 t 5 π)より

y = (1±
√
1− x2)x

したがって，求める面積 Sは，2曲線

y = (1 +
√
1− x2)x, y = (1−

√
1− x2)x (0 5 x 5 1)

で囲まれた部分の面積であるから

S =

∫ 1

0

(1 +
√
1− x2)x dx−

∫ 1

0

(1−
√
1− x2)x dx

=

∫ 1

0

2x
√
1− x2 dx =

[
−2

3
(1− x2)

3
2

]1
0

=
2

3

�
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8.20 2020年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 αは実数とし，f(x)は係数が実数である 3次式で，次の条件 (i)，(ii)をみたす
とする．

(i) f(x)の x3の係数は 1である．

(ii) f(x)とその導関数 f ′(x)について，

f(α) = f ′(α) = 0

が成り立つ．

以下の問に答えよ．

(1) f(x)は (x− α)2で割り切れることを示せ．

(2) f(α+2) = 0とする．f ′(x) = 0かつ x 6= αをみたす xをα を用いて表せ．

(3) (2)の条件のもとで α = 0とする．xy平面において不等式

y = f(x) かつ y = f ′(x) かつ y 5 0

の表す部分の面積を求めよ．

2 θを 0 < θ <
π

2
をみたす実数とし，原点O，A(1, 0)，B(cos 2θ, sin 2θ)を頂点

とする4OABの内接円の中心を Pとする．また，θがこの範囲を動くときに
点 Pが描く曲線と線分OAによって囲まれた部分をDとする．以下の問に答
えよ．

(1) 点 Pの座標は
(
1− sin θ,

sin θ cos θ

1 + sin θ

)
で表されることを示せ．

(2) Dを x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ．

3 以下の問に答えよ．

(1) 和が 30になる 2つの自然数からなる順列の総数を求めよ．

(2) 和が 30になる 3つの自然数からなる順列の総数を求めよ．

(3) 和が 30になる 3つの自然数からなる組合せの総数を求めよ．
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4 nを自然数とし，2nπ 5 x 5 (2n + 1)πに対して f(x) =
sinx

x
とする．以下の

問に答えよ．

(1) f(x)が最大となる xの値がただ 1つ存在することを示せ．

(2) (1)の xの値を xnとする．このとき， lim
n→∞

n

tanxn
を求めよ．

5 pを 2以上の自然数とし，数列 {xn}は

x1 =
1

2p + 1
, xn+1 = |2xn − 1| (n = 1, 2, 3, · · · )

をみたすとする．以下の問に答えよ．

(1) p = 3のとき，xnを求めよ．

(2) xp+1 = x1であることを示せ．
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解答例

1 (1) 条件 (i)から
f(x) = (x− α)2(x− β) + px+ q

とおいて，これを微分すると

f ′(x) = 2(x− α)(x− β) + (x− α)2 + p

条件 (ii)から

f(α) = pα+ q = 0, f ′(α) = p = 0 ゆえに p = q = 0

したがって f(x) = (x− α)2(x− β) · · · 1©

よって，f(x)は (x− α)2で割り切れる．

(2) f(α+ 2) = 0および 1©より，β = α + 2であるから

f(x) = (x− α)2(x− α− 2) (A)

これを微分すると

f ′(x) = 2(x− α)(x− α− 2) + (x− α)2

= (x− α){2(x− α− 2) + (x− α)}
= (x− α)(3x− 3α− 4) (B)

したがって，f ′(x) = 0かつ x 6= αをみたす xは

3x− 3α− 4 = 0 すなわち x = α +
4

3

(3) (A)，(B)に α = 0を代入すると

f(x) = x2(x− 2), f ′(x) = x(3x− 4)

y = f(x), y = f ′(x), y 5 0の表す領域は，右の図
の斜線部分でその面積を Sとすると

S =

∫ 1

0

{−f(x)} dx+
∫ 4

3

1

{−f ′(x)} dx

=

∫ 1

0

(−x3 + 2x2) dx+

∫ 4
3

1

(−3x2 + 4x) dx

=

[
−x

4

4
+

2

3
x3
]1
0

+

[
−x3 + 2x2

] 4
3

1

=
65

108

　

O

y

x
1

4
3

2

�
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2 (1) A(1, 0)，B(cos 2θ, sin 2θ)

直線OPと辺ABの交点をHとすると，HはAB

の中点であるから

−→
OH =

(
1 + cos 2θ

2
,
sin 2θ

2

)
=
(
cos2 θ, sin θ cos θ

)

　

P
H

O

y

x
θ
θ

A
1

1
B

OH⊥AHであるから AH = sin θ

APは∠OAHの二等分線であるから

OP : PH = OA : AH = 1 : sin θ

したがって
−→
OP =

OP

OP + PH

−→
OH =

1

1 + sin θ
(cos2 θ, sin θ cos θ)

=

(
1− sin θ,

sin θ cos θ

1 + sin θ

)
よって，点 Pの座標は

(
1− sin θ,

sin θ cos θ

1 + sin θ

)
別解 点 Pの y座標は4OABの内接円の半径に等しいから

1

2
(OA + OB + AB)y =

1

2
OA·OBsin 2θ

1

2
(1 + 1 + 2 sin θ)y =

1

2
·1·1 sin 2θ

ゆえに (1 + sin θ)y = sin θ cos θ これから y =
sin θ cos θ

1 + sin θ

また，
y

x
= tan θであるから

x =
y

tan θ
=

sin θ cos θ

(1 + sin θ) tan θ
=

cos2 θ

1 + sin θ
= 1− sin θ
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(2) (1)の結果から

x = 1− sin θ, y =
sin θ cos θ

1 + sin θ

ゆえに
dx

dθ
= − cos θ

x 0 −→ 1

θ π
2
−→ 0

　

O

y

x1
θ=0θ= π

2

D

Dを x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を V とすると

V

π
=

∫ 1

0

y2 dx =

∫ 0

π
2

(
sin θ cos θ

1 + sin θ

)2

(− cos θ) dθ

=

∫ π
2

0

sin2 θ cos3 θ

(1 + sin θ)2
dθ =

∫ π
2

0

sin2 θ cos θ(1− sin θ)

1 + sin θ
dθ

=

∫ π
2

0

cos θ{(1 + sin θ)(− sin2 θ + 2 sin θ − 2) + 2}
1 + sin θ

dθ

=

∫ π
2

0

{
(− sin2 θ + 2 sin θ − 2) cos θ +

2 cos θ

1 + sin θ

}
dθ

=

[
−1

3
sin3 θ + sin2 θ − 2 sin θ + 2 log(1 + sin θ)

]π
2

0

= 2 log 2− 4

3

よって V = π

(
2 log 2 −

4

3

)
別解 x = 1− sin θより，sin θ = 1− xであるから

y2 =
sin2 θ cos2 θ

(1 + sin θ)2
=

sin2 θ(1− sin2 θ)

(1 + sin θ)2

=
(1− x)2{1− (1− x)2}

(1 + 1− x)2
=

(1− x)2x(2− x)
(2− x)2

=
(1− x)2x
2− x

=
(2− x)(−x2 − 1) + 2

2− x

= −x2 − 1 +
2

2− x

したがって
V

π
=

∫ 1

0

y2 dx =

∫ 1

0

(
−x2 − 1 +

2

2− x

)
dx

=

[
−x

3

3
− x− 2 log(2− x)

]1
0

= 2 log 2− 4

3

�
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3 (1) 30個の○を一列に並べ，その間の 29か所から 1か所に仕切りを作る場合
の総数に等しいから

29C1 = 29 (個)

(2) 30個の○を一列に並べ，その間の 29か所から 2か所に仕切りを作る場合
の総数に等しいから

29C2 =
29·28
2·1

= 406 (個)

(3) 和 30になる 3つの自然数の組合せについて

(i) 3数が等しいものが {10, 10, 10}の 1組

(ii) 2数だけが等しいものが，次の 13組

{1, 1, 28}, {2, 2, 26}, · · · , {9, 9, 12}, {11, 11, 8}, · · · {14, 14, 2}

(iii) 3数がすべて異なるものが，n組とすると，(i)，(ii)および (2)から

1 + 13·3 + n·3! = 406 これを解いて n = 61 (組)

よって，求める組合せの総数は，(i)～(iii)から

1 + 13 + 61 = 75 (組)

�

4 (1) f(x) =
sin x

x
を微分すると (2nπ 5 x 5 (2n+ 1)π)

f ′(x) =
x cosx− sinx

x2

g(x) = x cosx− sinxとおくと，2nπ 5 x 5 (2n+ 1)πにおいて

g′(x) = −x sin x < 0

g(x)は単調減少，g(2nπ) = 2nπ，g((2n+ 1)π) = −(2n+ 1)πであるから

g(c) = 0, 2nπ < c < (2n+ 1)π

を満たす cがただ一つ存在する．したがって

x 2nπ · · · c · · · (2n+ 1)π

f ′(x) + 0 −
f(x) 0 ↗ 極大 ↘ 0

よって，f(x)が最大となる xの値がただ 1つ存在する．
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(2) g

((
2n+

1

2

)
π

)
= −1であるから，c，すなわち，xnは

f ′(xn) = 0, 2nπ < xn <

(
2n+

1

2

)
π

上の第 1式から

xn cosxn − sin xn
xn2

= 0 ゆえに xn cos xn = sin xn

さらに第 2式から，cos xn 6= 0であることに注意して

xn =
sinxn
cosxn

= tanxn ゆえに 2nπ < tanxn <

(
2n+

1

2

)
π

したがって
1(

2 + 1
2n

)
π
<

n

tan xn
<

1

2π

lim
n→∞

1(
2 + 1

2n

)
π
=

1

2π
であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

n

tanxn
=

1

2π

�

5 (1) p = 3のとき，x1 =
1

23 + 1
=

1

9
より

x2 =

∣∣∣∣2·19 − 1

∣∣∣∣ = 7

9
, x3 =

∣∣∣∣2·79 − 1

∣∣∣∣ = 5

9
, x4 =

∣∣∣∣2·59 − 1

∣∣∣∣ = 1

9

x4 = x1であるから

xn =



1

9
(n ≡ 1)

7

9
(n ≡ 2)

5

9
(n ≡ 0)

(mod 3)
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(2) 2 5 q 5 pのとき

xq =
2p − (2q−1 − 1)

2p + 1
· · · (∗)

が成立することを数学的帰納法により示す．

［1］q = 2のとき

x2 =

∣∣∣∣2· 1

2p + 1
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣2− 2p − 1

2p + 1

∣∣∣∣ = 2p − 1

2p + 1

したがって，q = 2のとき成立する．

［2］q = kのとき (2 5 k 5 p)，(∗)が成立すると仮定すると

xk+1 =

∣∣∣∣2·2p − (2k−1 − 1)

2p + 1
− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2·2p − 2k + 2− (2p + 1)

2p + 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2p − (2k − 1)

2p + 1

∣∣∣∣ = 2p − (2k − 1)

2p + 1

したがって，q = k + 1のときも (∗)は成立する．

よって，2 5 q 5 pである整数 qについて，(∗)は成立する．

この結果から．q = p+ 1のとき

xp+1 = |2xp − 1| =
∣∣∣∣2·2p − (2p−1 − 1)

2p + 1
− 1

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣2p + 2− (2p + 1)

2p + 1

∣∣∣∣ = 1

2p + 1
= x1

�
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8.21 2021年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 iを虚数単位とする．以下の問に答えよ．

(1) n = 2, 3, 4, 5のとき (2 + i)nを求めよ．またそれらの虚部の整数を 10で
割った余りを求めよ．

(2) nを正の整数とするとき (2 + i)nは虚数であることを示せ．

2 次の定積分を求めよ．

(1) I =

∫ 1

0

x2
√
1− x2 dx

(2) J =

∫ 1

0

x3 log(x2 + 1) dx

3 ~0でない 2つのベクトル~a，~bが垂直であるとする．~a +~bと~a+ 3~bのなす角を
θ (0 5 θ 5 π)とする．以下の問に答えよ．

(1) |~a| = x，|~b| = yとするとき，sin2 θを x，y を用いて表せ．

(2) θの最大値を求めよ．

4 mを実数とする．座標平面上の放物線 y = x2と直線 y = mx+1の共有点をA，
Bとし，原点をOとする．以下の問に答えよ．

(1) ∠AOB =
π

2
が成り立つことを示せ．

(2) 3点A，B，Oを通る円の方程式を求めよ．

(3) 放物線 y = x2と (2)の円がA，B，O以外の共有点をもたないようなmの
値をすべて求めよ．

5 座標平面上を運動する点 P(x, y)の時刻 tにおける座標が

x =
4 + 5 cos t

5 + 4 cos t
, y =

3 sin t

5 + 4 cos t

であるとき，以下の問に答えよ．

(1) 点 Pと原点Oとの距離を求めよ．

(2) 点 Pの時刻 tにおける速度~v =

(
dx

dt
,
dy

dt

)
と速さ |~v|を求めよ．

(3) 定積分
∫ π

0

dt

5 + 4 cos t
を求めよ．



8.21. 2021年 (120分) 629

解答例

1 (1) (2 + i)2 = 4 + 4i+ i2 = 3 + 4i

(2 + i)3 = (2 + i)(2 + i)2 = (2 + i)(3 + 4i)

= 6 + 11i+ 4i2 = 2 + 11i

(2 + i)4 = (2 + i)(2 + i)3 = (2 + i)(2 + 11i)

= 4 + 24i+ 11i2 = −7 + 24i

(2 + i)5 = (2 + i)(2 + i)4 = (2 + i)(−7 + 24i)

= −14 + 41i+ 24i2 = −38 + 41i

よって，n = 2, 3, 4, 5のとき，(2 + i)nの虚部を 10で割った余りは，順次

4, 1, 4, 1

(2) 自然数 nについて，(2 + i)n = an + bniとすると

an+1 + bn+1i = (2 + i)(an + bni)

= 2an − bn + (an + 2bn)i

したがって an+1 = 2an − bn, bn+1 = an + 2bn

(1)の結果から

(∗)

{
nが奇数のとき an ≡ 2, bn ≡ 1 (mod 10)

nが偶数のとき an ≡ 3, bn ≡ 4 (mod 10)

であると推測する．

［1］nが奇数のとき

an+1 = 2an − bn ≡ 2·2− 1 ≡ 3 (mod 10)

bn+1 = an + 2bn ≡ 2 + 2·1 ≡ 4 (mod 10)

［2］nが偶数のとき

an+1 = 2an − bn ≡ 2·3− 4 ≡ 2 (mod 10)

bn+1 = an + 2bn ≡ 3 + 2·4 ≡ 1 (mod 10)

(1),［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する．

すべての自然数 nについて，bn 6= 0であるから，(2 + i)nは虚数である．

�
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2 (1) x = sin θとおくと
dx

dθ
= cos θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
2

このとき，
√
1− x2 =

√
1− sin2 θ = cos θであるから

I =

∫ 1

0

x2
√
1− x2 dx

=

∫ π
2

0

sin2 θ cos θ· cos θ dθ = 1

4

∫ π
2

0

(2 sin θ cos θ)2 dθ

=
1

4

∫ π
2

0

sin2 2θ dθ =
1

8

∫ π
2

0

(1− cos 4θ) dθ

=
1

8

[
θ − 1

4
sin 4θ

]π
2

0

=
1

8
·π
2
=

π

16

発展 Γ

(
3

2

)
=

1

2
! =

√
π

2
を利用 4．t = x2とおくと

dt

dx
= 2x

x 0 −→ 1

t 0 −→ 1

I =
1

2

∫ 1

0

√
x2(1− x2)·2x dx =

1

2

∫ 1

0

t
1
2 (1− t)

1
2 dt

=
1

2
·

(
1
2
!
)2

(1
2
+ 1

2
+ 1)!

(1− 0)
1
2
+ 1

2
+1 =

1

4

(√
π

2

)2

=
π

16

(2) t = x2 + 1とおくと
dt

dx
= 2x

x 0 −→ 1

t 1 −→ 2

J =

∫ 1

0

x3 log(x2 + 1) dx =
1

2

∫ 1

0

x2 log(x2 + 1)·2x dx

=
1

2

∫ 2

1

(t− 1) log t dt =
1

2

∫ 2

1

(
t2

2
− t
)′

log t dt

=
1

2

[ (
t2

2
− t
)
log t

]2
1

− 1

2

∫ 2

1

(
t2

2
− t
)

1

t
dt

= −1

2

[
t2

4
− t

]2
1

=
1

8

別解 J =
1

4

∫ 1

0

(x4 − 1)′ log(x2 + 1) dx

=
1

4

[
(x4 − 1) log(x2 + 1)

]1
0

− 1

4

∫ 1

0

(x4 − 1)
2x

x2 + 1
dx

= −1

2

∫ 1

0

(x2 − 1)x dx = −1

2

[
x4

4
− x2

2

]1
0

=
1

8
�

4http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2020.pdf (p.8を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2020.pdf
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3 (1) ~a+~bと~a+ 3~bのなす角が θ (0 5 θ 5 π)であるから

(~a+~b)·(~a+ 3~b) = |~a+~b||~a+ 3~b| cos θ

このとき，~a, ~bが垂直であるから

|~a|2 + 3|~b|2 =
√
|~a|2 + |~b|2

√
|~a|2 + 9|~b|2 cos θ (∗)

|~a| = x, |~b| = yとおいて，両辺を平方すると

(x2 + 3y2)2 = (x2 + y2)(x2 + 9y2)(1− sin2 θ)

したがって

(x2 + y2)(x2 + 9y2) sin2 θ = (x2 + y2)(x2 + 9y2)− (x2 + 3y2)2

よって sin2 θ =
4x2y2

(x2 + y2)(x2 + 9y2)

別解 2つの~a, ~bを座標平面上のベクトルとし，~a = (x, 0), ~b = (0, y) とする．
原点をOとし，

−→
OP = ~a+~b = (x, y),

−→
OQ = ~a+ 3~b = (x, 3y)

とする．4OPQの面積に注目すると (x > 0, y > 0)

1

2
|
−→
OP||
−→
OQ| sin θ = 1

2
|x·3y − y·x|

したがって
√
x2 + y2

√
x2 + 9y2 sin θ = 2xy

よって sin2 θ =
4x2y2

(x2 + y2)(x2 + 9y2)

(2) (1)の結果から

sin2 θ =
4x2y2

x4 + 10x2y2 + 9y4
=

4

x2

y2
+ 10 +

9y2

x2

相加平均・相乗平均の大小関係により

x2

y2
+ 10 +

9y2

x2
= 10 + 2

√
x2

y2
·9y

2

x2
= 16

したがって sin2 θ 5 4

16
5 1

4
ゆえに sin θ 5 1

2

(∗)より cos θ > 0 すなわち 0 5 θ <
π

2

よって，θの最大値は θ =
π

6
�
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4 (1) 放物線C : y = x2と直線 ` : y = mx+1

の方程式から yを消去すると

x2 −mx− 1 = 0 (∗)

曲線Cと直線 `の共有点A，Bのx座標
をそれぞれ α, β とすると，方程式 (∗)
の解と係数の関係により

α + β = m, αβ = −1 (∗∗)

　

O

y

x

A

B

α β

1

C

`

−→
OA = (α, α2)，

−→
OB = (β, β2)について，(∗∗)により
−→
OA·
−→
OB = αβ + α2β2 = αβ(1 + αβ) = 0

したがって
−→
OA⊥

−→
OB よって ∠AOB =

π

2

(2) 3点A，B，Oを通る円はABを直径の両端とする円であるから，この円
周上の点を P(x, y) とすると，

−→
AP·
−→
BP = 0より

(x− α)(x− β) + (y − α2)(y − β2) = 0

したがって x2 − (α + β)x+ αβ + y2 − (α2 + β2)y + (αβ)2 = 0

(∗∗)およびα2+β2 = (α+β)2− 2αβ = m2+2より，求める円の方程式は

x2 − mx + y2 − (m2 + 2)y = 0

(3) (2)で求めた円と放物線Cの方程式から yを消去すると

x2 −mx+ (x2)2 − (m2 + 2)x2 = 0

整理すると x4 − (m2 + 1)x2 −mx = 0

3点A，B，Oのx座標α, β, 0はこの方程式の解で，左辺はx−α, x−β, x
を因数に持つ，すなわち，x2 −mx− 1, xを因数に持つことに注意して

x(x+m)(x2 −mx− 1) = 0

これから，Cと円の共有点の x座標は，0,−m, α, βである．
Cと円がA, B, O以外の共有点を持たないとき，−mは方程式

x(x2 −mx− 1) = 0

の解であるから

m(2m2 − 1) = 0 これを解いて m = 0, ±
1
√
2

�
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5 (1) P(x, y)の座標が

x =
4 + 5 cos t

5 + 4 cos t
, y =

3 sin t

5 + 4 cos t
(∗)

であるから

OP2 =

(
4 + 5 cos t

5 + 4 cos t

)2

+

(
3 sin t

5 + 4 cos t

)2

=
16 + 40 cos t+ 25 cos2 t+ 9 sin2 t

(5 + 4 cos t)2

=
25 + 40 cos t+ 16 cos2 t

(5 + 4 cos t)2
= 1

よって OP = 1

(2) (∗)より

dx

dt
=
−5 sin t(5 + 4 cos t)− (4 + 5 cos t)(−4 sin t)

(5 + 4 cos t)2

= − 9 sin t

(5 + 4 cos t)2
,

dy

dt
=

3 cos t(5 + 4 cos t)− 3 sin t(−4 sin t)
(5 + 4 cos t)2

=
3(4 + 5 cos t)

(5 + 4 cos t)2

よって ~v =

(
−

9 sin t

(5 + 4 cos t)2
,
3(4 + 5 cos t)

(5 + 4 cos t)2

)
Pを原点を中心に

π

2
だけ回転させた点をQ(−y, x)とすると

~v =
3

5 + 4 cos t

−→
OQ, |

−→
OQ| = 1

よって |~v| =
∣∣∣∣ 3

5 + 4 cos t

∣∣∣∣ |−→OQ| =
3

5 + 4 cos t

補足 OP2 = 1より，x2 + y2 = 1の両辺を tで微分すると

2

(
x
dx

dt
+ y

dy

dt

)
= 0 ゆえに

−→
OP·~v = 0 すなわち

−→
OP⊥~v



634 第 8章 神戸大学

(3) (∗)より t = 0のとき P(1, 0)， t = πのとき P(−1, 0)

0 5 t 5 π において y = 0

(2)の結果から 0 < t < πにおいて
dx

dt
< 0

よって，点Pは 0 5 t 5 πにおいて，単位円周上を点 (1, 0)から点 (−1, 0)
まで反時計回りに移動する．したがって，点 Pの描く弧長 sは

s =

∫ π

0

|~v| dt = 1

2
·2π·1 = π

上式に (2)の結果を代入すると∫ π

0

3

5 + 4 cos t
dt = π よって

∫ π

0

dt

5 + 4 cos t
dt =

π

3

補足 Pが単位円周上を移動することは変数変換を行うことで確認できる．まず

f(u) =
1− 9u2

1 + 9u2
, g(u) =

6u

1 + 9u2
(0 5 u <∞)

とおくと

f(u)2 + g(u)2 = 1, f ′(u) = − 36u

(1 + 9u2)2

f(u)は単調減少で，点 (f(u), g(u))は，u = 0のとき (1, 0)，u → ∞の
とき (−1, 0)にある．さらに

u = tan θ
(
0 5 θ <

π

2

)
とする (θ → π

2
− 0のとき u→∞)．cos t = f(u)，sin t = g(u)とおくと

x =
4 + 5f(u)

5 + 4f(u)
=

4(1 + 9u2) + 5(1− 9u2)

5(1 + 9u2) + 4(1− 9u2)

=
1− u2

1 + u2
=

1− tan2 θ

1 + tan2 θ
= cos 2θ,

y =
3g(u)

5 + 4f(u)
=

3·6u
5(1 + 9u2) + 4(1− 9u2)

=
2u

1 + u2
=

2 tan θ

1 + tan2 θ
= sin 2θ

0 5 2θ < πであることから，Pの軌跡が分かる．
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本題の定積分を cos t = f(u)および u = tan θを用いて求めることもでき
る．cos t = f(u)の両辺を uについて微分すると

− sin t
dt

du
= f ′(u) ゆえに

dt

du
= −f

′(u)

g(u)

t 0 −→ π

u 0 −→ ∞

したがって∫ π

0

dt

5 + 4 cos t
=

∫ ∞

0

1

5 + 4f(u)
·−f

′(u)

g(u)
du

=

∫ ∞

0

1

5(1 + 9u2) + 4(1− 9u2)
·36u
6u

du

=
2

3

∫ ∞

0

du

1 + u2

さらに，u = tan θを θについて微分すると

du

dθ
=

1

cos2 θ
= 1 + u2

u 0 −→ ∞
θ 0 −→ π

2

よって
∫ π

0

dt

5 + 4 cos t
=

2

3

∫ ∞

0

du

1 + u2
=

2

3

∫ π
2

0

dθ =
π

3
�
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8.22 2022年 (120分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 数列 {an}を a1 = 1，a2 = 2，an+2 =
√
an+1·an (n = 1, 2, 3, · · · )によって定め

る．以下の問に答えよ．

(1) すべての自然数 nについて an+1 =
2
√
an
が成り立つことを示せ．

(2) 数列 {bn}を bn = log an (n = 1, 2, 3, · · · )によって定める．bnの値を nを
用いて表せ．

(3) 極限値 lim
n→∞

anを求めよ．

2 mを 3以上の自然数，θ =
2π

m
，C1を半径 1の円とする．円C1に内接する (す

べての頂点がC1上にある)正m角形をP1とし，P1に内接する (P1のすべての
辺と接する)円をC2とする．同様に，nを自然数とするとき，円Cnに内接す
る正m角形を Pnとし，Pnに内接する円をCn+1とする．Cnの半径を rn，Cn

の内側で Pnの外側の部分の面積を snとし，f(m) =
∞∑
n=1

snとする．以下の問

に答えよ．

(1) rn, snの値を θ，nを用いて表せ．

(2) f(m)の値を θを用いて表せ．

(3) 極限値 lim
m→∞

f(m)を求めよ．

ただし，必要があれば lim
x→0

x− sinx

x3
=

1

6
を用いてよい．

3 aを実数，0 < a < 1とし，f(x) = log(1+x2)−ax2とする．以下の問に答えよ．

(1) 関数 f(x)の極値を求めよ．

(2) f(1) = 0とする．曲線 y = f(x)と x軸で囲まれた図形の面積を求めよ．
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4 aを正の実数とし，双曲線
x2

4
− y2

4
= 1と直線 y =

√
a x +

√
aが異なる 2点

P，Qで交わっているとする．線分PQの中点をR(s, t)とする．以下の問に答
えよ．

(1) aのとりうる値の範囲を求めよ．

(2) s, tの値を aを用いて表せ．

(3) aが (1)で求めた範囲を動くときに sのとりうる値の範囲を求めよ．

(4) tの値を sを用いて表せ．

5 a, bを実数，pを素数とし，1 < a < bとする．以下の問に答えよ．

(1) x, y, zを 0でない実数とする．ax = by = (ab)zならば
1

x
+

1

y
=

1

z
である

ことを示せ．

(2) m, nをm > nをみたす自然数とし，
1

m
+

1

n
=

1

p
とする．m, nの値を p

を用いて表せ．

(3) m, nを自然数とし，am = bn = (ab)pとする．bの値を a, pを用いて表せ．
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解答例

1 (1) (∗) an+2 =
√
an+1·anより

an+2
√
an+1 = an+1

√
an ゆえに an+1

√
an = a2

√
a1

a1 = 1, a2 = 2より an+1
√
an = 2

√
1 よって an+1 =

2
√
an

(2) (∗)の両辺の自然対数をとると

log an+2 =
1

2
log an+1 +

1

2
log an

bn = log anより b1 = 0，b2 = log 2，bn+2 =
1

2
bn+1 +

1

2
bn

bn+2 +
1

2
bn+1 = bn+1 +

1

2
bn,

bn+2 − bn+1 = −
1

2
(bn+1 − bn)

したがって

bn+1 +
1

2
bn = b2 +

1

2
b1 = log 2,

bn+1 − bn =

(
−1

2

)n−1

(b2 − b1) =
(
−1

2

)n−1

log 2

上の第 1式から第 2式の辺々を引くと

3

2
bn =

{
1−

(
−1

2

)n−1
}
log 2

よって bn =
2

3

{
1 −

(
−
1

2

)n−1
}
log 2

(3) (2)の結果から

lim
n→∞

bn =
2

3
log 2 = log 2

2
3 ゆえに lim

n→∞
log an = log 2

2
3

よって lim
n→∞

an = 2
2
3 �
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2 (1) Pnの 1辺をAnBnとすると

r1 = 1, rn+1 = rn cos
θ

2

したがって

rn = 1

(
cos

θ

2

)n−1

= cosn−1
θ

2
,

4OAnBn =
1

2
rn

2 sin θ

　

θ
2

Pn
O

Anrn

rn+1

CnCn+1

Bn

θ =
2π

m
より，m =

2π

θ
であるから

sn = πrn
2 −m4OAnBn = πrn

2 − 2π

θ
·1
2
rn

2 sin θ

= π

(
1− sin θ

θ

)
rn

2 = π

(
1 −

sin θ

θ

)
cos2n−2

θ

2

(2) (1)の結果より

f(m) =
∞∑
n=1

sn = π

(
1− sin θ

θ

) ∞∑
n=1

cos2n−2 θ

2

= π

(
1− sin θ

θ

)
· 1

1− cos2 θ
2

= π

(
1− sin θ

θ

)
1

sin2 θ
2

= 4π·
θ − sin θ

θ3

(
θ
2

sin θ
2

)2

(3) θ =
2π

m
より，m→∞のとき θ → 0であるから

lim
m→∞

f(m) = lim
θ→0

4π·θ − sin θ

θ3

(
θ
2

sin θ
2

)2

= 4π·1
6
·12 =

2π

3

�
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3 (1) f(x) = log(1 + x2)− ax2より (0 < a < 1)

f ′(x) =
2x

1 + x2
− 2ax =

2x(1− a− ax2)
1 + x2

f ′(x) = 0とすると x = 0, ±
√

1− a
a

x · · · −
√

1−a
a
· · · 0 · · ·

√
1−a
a
· · ·

f ′(x) + 0 − 0 + 0 −
f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

よって 極大値 f

(
±
√

1− a
a

)
= a − 1 − log a，極小値 f(0) = 0

(2) f(0) = 0，f(1) = 0．y = f(x)のグラフは x軸に関して対称であるから，
求める面積を Sとすると

S

2
=

∫ 1

0

f(x) dx =

[
xf(x)

]1
0

−
∫ 1

0

xf ′(x) dx

= −
∫ 1

0

x

(
2x

1 + x2
− 2ax

)
dx

=

∫ 1

0

(2ax2 − 2) dx+ 2

∫ 1

0

1

1 + x2
dx (∗)

ここで∫ 1

0

(2ax2 − 2) dx =

[
2

3
ax3 − 2x

]1
0

=
2

3
a− 2

x = tan θとおくと

dx

dθ
=

1

cos2 θ

x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4

　

O

y

x1−1

∫ 1

0

1

1 + x2
dx =

∫ π
4

0

1

1 + tan2 θ
· 1

cos2 θ
dθ =

∫ π
4

0

dθ =
π

4

これらを (∗)に代入すると S

2
=

2

3
a− 2 +

π

2

f(1) = log 2− a = 0より a = log 2 よって S =
4

3
log 2 − 4 + π �
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4 (1) 双曲線 C :
x2

4
− y2

4
= 1と直線 ` : y =

√
a x +

√
aの方程式から yを消去

して整理すると
(a− 1)x2 + 2ax+ a+ 4 = 0 (∗)

Cと `が異なる 2点で交わるとき，上の方程式の係数について

a− 1 6= 0 かつ D = a2 − (a− 1)(a+ 4) = 4− 3a > 0

a > 0であるから 0 < a < 1, 1 < a <
4

3

(2) (∗)の 2つの解を s1, s2とすると，解と係数の関係により

s1 + s2 = −
2a

a− 1
ゆえに s =

s1 + s2
2

=
a

1 − a

これを ` : y =
√
a(x+ 1)の方程式に代入すると

t =
√
a

(
a

1− a
+ 1

)
=

√
a

1 − a

(3) (2)の結果から s = − 1

a− 1
− 1

f(a) = − 1

a− 1
− 1とおくと，f(a)は a < 1, 1 < aで単調増加．

f(0) = 0, lim
a→1−0

f(a) =∞, lim
a→1+0

f(a) = −∞, f

(
4

3

)
= −4

よって，0 < a < 1, 1 < a <
4

3
において s < −4, 0 < s

(4) s =
a

1− a
より (s+ 1)a = s s 6= −1であるから a =

s

s+ 1

(2)の結果から t =

√
s

s+ 1

1− s

s+ 1

= (s + 1)

√
s

s + 1

補足 次のように表記することもできる．

t =

{ √
s(s+ 1) (0 < s)

−
√
s(s+ 1) (s < −4)

�
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5 (1) R = ax = by = (ab)zとおくと (x, y, z 6= 0, 1 < a < b) R 6= 1

a = R
1
x , b = R

1
y , ab = R

1
z

ゆえに R
1
xR

1
y = R

1
z したがって R

1
x
+ 1

y = R
1
z よって

1

x
+

1

y
=

1

z

別解 R = ax = by = (ab)zとおくと (x, y, z 6= 0, 1 < a < b) R 6= 1

正の実数 c (c 6= 1)を底とする対数をとると

logcR = x logc a = y logc b = z(logc a+ logc b)

したがって logc a =
logcR

x
, logc b =

logcR

y
, logc a+ logc b =

logcR

z

上の第 1式，第 2式を第 3式に代入すると

logcR

x
+

logcR

y
=

logcR

z
よって

1

x
+

1

y
=

1

z

(2)
1

m
+

1

n
=

1

p
より mn = (m+ n)p ゆえに (m− p)(n− p) = p2

m > nに注意すると，m− p > n− p > 0であるから

m− p = p2, n− p = 1 よって (m, n) = (p2 + p, p + 1)

別解
1

m
+

1

n
=

1

p
より mn = (m+ n)p · · · 1©

pは素数であるから，mまたはnは pを因数にもつ．mが pを因数にもつ，
すなわち，m = kp (kは整数)とし， 1©に代入すると

kpn = (kp+ n)p ゆえに n =
kp

k − 1

上の第 2式の右辺は整数で kと k− 1は互いに素であるから，k− 1 = 1, p

である．このとき，(m, n) = (2p, 2p), (p(p+ 1), p+ 1)

また，m, nの対称性から

(m, n) = (2p, 2p), (p(p+ 1), p+ 1), (p+ 1, p(p+ 1))

m > nであるから m = p(p + 1), n = p + 1
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(3) m, nは自然数であるから，Q = am = bnとおくと (1 < a < b) Q > 1

a = Q
1
m , b = Q

1
n

a < bより Q
1
m < Q

1
n ゆえに

1

m
<

1

n
すなわち m > n

さらに，(1)，(2)の結論を適用すると

ap(p+1) = bp+1 よって b = ap �





第 9 章 広島大学

出題分野 (2011-2022)

J 広島大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数
図形と計量
データの分析
式と証明
複素数と方程式 4

II 図形と方程式 5 2

三角関数 1

指数関数と対数関数
微分法と積分法 2 1 1 1

式と曲線 6*

複素数平面 3 2 4 2

関数
III 極限 2 1 5

微分法とその応用 4 3 5 5

積分法 3

積分法の応用 3 5 2 1 2 4 3 3·4 5*

場合の数と確率 5 5 4 3 2 5 3 4

A 整数の性質 2 5 5 4 3

図形の性質 3 5

平面上のベクトル 4 4 3 2

B 空間のベクトル 3 3 1

数列 5 2 2 4 4 1

確率分布と統計 5

C 行列 (旧課程) 1 1 1 1 数字は問題番号

645

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Hdai/Hdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Hdai/Hdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Hdai/Hdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Hdai/Hdai_ri_2014.pdf
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9.15 2015年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標平面上の点P(1, 1)を中心とし，原点Oを通る円をC1とする．kを正の定

数として，曲線 y =
k

x
(x > 0)をC2とする．C1とC2は 2点で交わるとし，そ

の交点をQ，Rとするとき，直線PQは x軸に平行であるとする．点Qの x座
標を qとし，点Rの x座標を rとする．次の問いに答えよ．

(1) k，q，rの値を求めよ．

(2) 曲線C2と線分OQ，ORで囲まれた部分の面積 Sを求めよ．

(3) x = 1 +
√
2 sin θとおくことにより，定積分

∫ q

r

√
2− (x− 1)2 dxの値を

求めよ．

(4) 円 C1の原点Oを含まない弧QRと曲線 C2で囲まれた図形を，x軸のま
わりに 1回転してできる回転体の体積 V を求めよ．

2 座標平面上の放物線

Cn : y = x2 − pnx+ qn (n = 1, 2, 3, · · · )

を考える．ただし，pn，qnは

p1
2 − 4q1 = 4, pn

2 − 4qn > 0 (n = 2, 3, 4 · · · )

を満たす実数とする．Cnと x軸との二つの交点を結ぶ線分の長さを `n とする．
また，Cnと x軸で囲まれた部分の面積 Snは

Sn+1

Sn

=

(
n+ 2√
n(n+ 1)

)3

(n = 1, 2, 3, · · · )

を満たすとする．次の問いに答えよ．

(1) Cnの頂点の y座標を `nを用いて表せ．

(2) 数列 {`n}の一般項を求めよ．

(3) pn = n
√
n (n = 1, 2, 3, · · · )であるとき， lim

n→∞
n log

(
−2qn
n2

)
を求めよ．た

だし，log xは xの自然対数である．
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3 座標空間内に 5点

O(0, 0, 0), A

(
0, 0,

3

4

)
, B

(
1

2
, 0,

1

2

)
, C(s, t, 0), D(0, u, 0)

がある．ただし，s，t，uは実数で，s > 0，t > 0，s+ t = 1 を満たすとする．
3点A，B，Cの定める平面が y軸と点Dで交わっているとき，次の問いに答
えよ．

(1) 直線ABと x軸との交点の x座標を求めよ．

(2) uを tを用いて表せ．また，0 < u < 1であることを示せ．

(3) 点 (0, 1, 0)をEとする．点Dが線分OEを 12 : 1に内分するとき，tの値
を求めよ．

4 a，b，pは a > 0，b > 0，p < 0を満たす実数とする．座標平面上の 2曲線

C1 : y = ex, C2 :
x2

a2
+
y2

b2
= 1

を考える．ただし，eは自然対数の底である．C1と C2が点 (p, ep) を共有し，
その点におけるC1の接線とC2の接線が一致するとき，次の問いに答えよ．

(1) pを aを用いて表せ．

(2) lim
a→∞

(p+ a)を求めよ．

(3) lim
a→∞

b2e2a

a
を求めよ．
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5 m，nを自然数とする．次の問いに答えよ．

(1) m = 2，n = 2とする．異なるm種類の文字から重複を許して n個を選
び，1列に並べる．このとき，ちょうど 2種類の文字を含む文字列は何通
りあるか求めよ．

(2) n = 3とする．3種類の文字 a，b，cから重複を許して n個を選び，1列
に並べる．このとき a，b，cすべての文字を含む文字列は何通りあるか求
めよ．

(3) n = 3とする．n人を最大 3組までグループ分けする．このときできたグ
ループ数が 2である確率 pnを求めよ．ただし，どのグループ分けも同様
に確からしいとする．

たとえば，n = 3のとき，A，B，Cの 3人のグループ分けする方法は

{(A, B, C)}, {(A, B), (C)}, {(A, C), (B)},
{(B, C), (A)}, {(A), (B), (C)}

の 5通りであるので，p3 =
3

5
である．

(4) (3)の確率 pnが
1

3
以下となるような nの範囲を求めよ．
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解答例

1 (1) OP =
√
2より，C1は中心 (1, 1)，半径

√
2の円．

k > 0より，C1とC2の交点Q，Rは第 1象限あ
るから，PQ =

√
2より

q − 1 =
√
2 ゆえに q = 1 +

√
2

C1，C2は直線 y = xに関して対称であるから，
Rは直線 y = xに関してQ(1 +

√
2, 1)と対称．

　

O

y

x1

1

q

R

Q

C2

C1

P

R′ Q′

したがって R(1, 1 +
√
2) よって r = 1

RはC2 : y =
k

x
上の点であるから 1 +

√
2 =

k

1
よって k = 1 +

√
2

(2) R′(1, 0)，Q′(1 +
√
2, 0)とおく．求める面積を S1とすると

S1 = 4ORR′ +

∫ 1+
√
2

1

1 +
√
2

x
dx−4OQQ′

=
1

2
·1·(1 +

√
2) + (1 +

√
2)

[
log x

]1+√
2

1

− 1

2
(1 +

√
2)·1

= (1 +
√
2) log(1 +

√
2)

(3) x = 1 +
√
2 sin θより

dx

dθ
=
√
2 cos θ

x 1 −→ 1 +
√
2

θ 0 −→ π
2

したがって，求める定積分は∫ 1+
√
2

1

√
2− (x− 1)2 dx =

∫ π
2

0

√
2 cos θ·

√
2 cos θ dθ

=

∫ π
2

0

(1 + cos 2θ) dθ

=

[
θ +

1

2
sin 2θ

]π
2

0

=
π

2
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(4) f(x) =
√
2− (x− 1)2とおくと，q = kにより

V

π
=

∫ k

1

{f(x) + 1}2 dx−
∫ k

1

(
k

x

)2

dx

=

∫ k

1

(
{f(x)}2 + 1

)
dx+ 2

∫ k

1

f(x) dx

−
∫ k

1

k2

x2
dx · · · (∗)

　

O

y

x1

1

k

R

Q

C2

C1

P

このとき，(3)の結果を利用して∫ k

1

(
{f(x)}2 + 1

)
dx =

∫ k

1

{3− (x− 1)2} dx

=

[
3x− 1

3
(x− 1)3

]k
1

= 3(k − 1)− 1

3
(k − 1)3

= 3
√
2− 1

3
(
√
2)3 =

7
√
2

3
,

2

∫ k

1

f(x) dx = 2·π
2
= π,∫ k

1

k2

x2
dx =

[
−k

2

x

]k
1

= k(k − 1) = 2 +
√
2

これらを (∗)に代入して，整理すると

V

π
= π +

4
√
2

3
− 2 よって V = π

(
π +

4
√
2

3
− 2

)
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別解 (3) y =
√
2− (x− 1)2とおくと

(x− 1)2 + y2 = 2

したがって，求める定積分の値は，右の図の
斜線部分の面積であるから

S =
1

4
π(
√
2 )2 =

π

2

　

O

y

x1 1 +
√
2

1

補足 上の図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転させた回転体の体積は

V =
1

2
·4
3
π
(√

2
)3

=
4
√
2

3
π

図の斜線部分は，x = 0，y = 0にあるから，上の図形の重心の y座標 h

は，パップス・ギュルダンの定理 (V = 2πhS)により 1

h =
V

2πS
=

4
√
2π
3

2π·π
2

=
4
√
2

3π

図形の対称性により，重心の x座標 dは

d = 1 + h = 1 +
4
√
2

3π

したがって，斜線部分を y軸のまわりに 1回転させた回転体の体積 V0は

V0 = 2πdS = 2π

(
1 +

4
√
2

3π

)
·π
2
= π

(
π +

4
√
2

3

)

右の図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転させ
た回転体の体積も V0に等しい．
また，長方形 PQQ′R′を x軸のまわりに 1回転
させた回転体は，半径 1，高さ

√
2の円柱である

から，f(x) =
√
2− (x− 1)2について，次が成

り立つ．

π

∫ 1+
√
2

1

{f(x) + 1}2 dx = V0 +
√
2π

　

O

y

x1

1

1 +
√
2

R

Q

C2

C1

P

R′ Q′

パップス・ギュルダンの定理は，高校数学の範囲外である．入試では使用
できないが，便利な検算法である． �

1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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2 (1) 2次方程式 x2 − pnx+ qn = 0の解は

x =
pn ±

√
pn2 − 4qn
2

これが放物線 y = x2 − pnx + qnと x軸との共有点の x座標であるから，
これらの差をとることにより

`n =
√
pn2 − 4qn · · · (∗)

y = x2 − pnx+ qnを変形すると

y =
(
x− pn

2

)2
− pn

2 − 4qn
4

よって，頂点の y座標は −pn
2 − 4qn
4

= −
`n

2

4

(2) Sn =
1

6
`n

3であるから
Sn+1

Sn

=

(
`n+1

`n

)3

Sn+1

Sn

=

(
n+ 2√
n(n+ 1)

)3

より
`n+1

`n
=

n+ 2√
n(n+ 1)

=
(n+ 2)

√
n+ 1

(n+ 1)
√
n

したがって
`n+1

(n+ 2)
√
n+ 1

=
`n

(n+ 1)
√
n

ゆえに
`n

(n+ 1)
√
n
=
`1
2

=

√
p12 − 4q1

2
= 1 よって `n = (n + 1)

√
n

(3) (∗)を平方すると `n
2 = pn

2 − 4qn

これに pn = n
√
nおよび (2)の結果を代入すると

(n+ 1)2n = n3 − 4qn ゆえに − 2qn
n2

= 1 +
1

2n

よって lim
n→∞

n log

(
−2qn
n2

)
= lim

n→∞
n log

(
1 +

1

2n

)
= lim

n→∞

1

2
log

(
1 +

1

2n

)2n

=
1

2
�
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3 (1) 2点A

(
0, 0,

3

4

)
，B
(
1

2
, 0,

1

2

)
を通る

直線と x軸との交点を Fとすると，実
数 kを用いて

−→
OF =

−→
OA+ k

−→
AB

=

(
0, 0,

3

4

)
+ k

(
1

2
, 0,−1

4

)
=

(
k

2
, 0,

3

4
− k

4

)
Fは x軸上の点であるから

　

A
3
4

1
2

1
2

s

t
B

x

y

z

C
D

u

F

O

3

4
− k

4
= 0 これを解いて k = 3 よって x =

3

2

(2) 3点A，B，Cの定める平面は，3点A，F，Cの定める平面でもある．

Cは直線FD上の点であるから，u = 0とすると，Cは x軸上の点となり，
条件に反する．ゆえに，u 6= 0．xy平面上の直線 FDの方程式は

2

3
x+

y

u
= 1

点Cはこの直線上の点であるから
2

3
s+

t

u
= 1 · · · 1©

s > 0，t > 0，s+ t = 1より，s = 1− t > 0 ゆえに 0 < t < 1

s = 1− tを 1©に代入すると

2

3
(1− t) + t

u
= 1 ゆえに u =

3t

2t+ 1
> 0

また 1− u = 1− 3t

2t+ 1
=

1− t
2t+ 1

> 0 よって 0 < u < 1

(3) D

(
0,

3t

2t+ 1
, 0

)
は，OEを 12 : 1に内分するから，

−→
OD =

12

13

−→
OEより

(
0,

3t

2t+ 1
, 0

)
=

12

13
(0, 1, 0) ゆえに

3t

2t+ 1
=

12

13

これを解いて t =
4

5
�
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4 (1) 点 (p, ep)はC2上の点であるから

p2

a2
+
e2p

b2
= 1 · · · 1©

C2上の点 (p, ep)における接線の方程式は

px

a2
+
epy

b2
= 1

すなわち y = − b2p

a2ep
x+

b2

ep

　

O

y

x

C1

C2

1

p

ep

a−a

−b

b

y = exを微分すると y′ = ex

この直線の傾きがC1上の点 (p, ep)における接線の傾きに等しいから

− b2p

a2ep
= ep ゆえに

e2p

b2
= − p

a2
· · · 2©

2©を 1©に代入すると

p2

a2
− p

a2
= 1 整理すると p2 − p− a2 = 0

p < 0に注意してこれを解くと p =
1 −

√
1 + 4a2

2

(2) (1)の結果から

p+ a =
1−
√
1 + 4a2

2
+ a =

1

2
−
√
1 + 4a2 − 2a

2

=
1

2

(
1− 1√

1 + 4a2 + 2a

)

よって lim
a→∞

(p+ a) = lim
a→∞

1

2

(
1− 1√

1 + 4a2 + 2a

)
=

1

2

(3) 2©より，b2 = −a
2e2p

p
であるから

b2e2a

a
= −a

2e2p

p
·e

2a

a
= −ae

2p+2a

p
=

a

a− (p+ a)
e2(p+a)

したがって，(2)の結果を利用して

lim
a→∞

b2e2a

a
= lim

a→∞

a

a− (p+ a)
e2(p+a) = lim

a→∞

1

1− 1
a
(p+ a)

e2(p+a) = e

�
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5 (1) m種類の文字から 2種類の文字を選らぶ場合の総数は

mC2 =
m(m− 1)

2
(通り)

特定の 2種類の文字列，例えば，a，bを 1列に並べる場合の総数は 2n通
りある．この中で aだけが 1列に並ぶ場合が 1通りと，bだけが 1列に並
ぶ場合が 1通りある．したがって，両方の文字が並ぶ場合の総数は

2n − 2 (通り) · · · 1©

よって，求める場合の数は

m(m− 1)

2
× (2n − 2) = m(m − 1)(2n−1 − 1) (通り)

(2) 重複を許して，a，b，cの 3種類の文字を 1列に並べる場合の総数は 3n通
りある．この内，1種類の文字だけからなるものが 3通りあり，2種類の
文字からなる場合の数は，(1)の結果にm = 3を代入して 6(2n−1 − 1)通
りある．したがって，a，b，cすべての文字を含む文字列の総数は

3n − 3− 6(2n−1 − 1) = 3n − 3·2n + 3 (通り)

(3) (i) n人を 1グループとする場合の総数は 1通り

(ii) n人を a，bの 2グループに分ける場合の総数は， 1©の結果から

2n − 2 (通り)

このとき，a，bのグループの区別をなくすと

2n − 2

2!
= 2n−1 − 1 (通り)

(iii) n人を a，b，cの 3グループに分ける場合の総数は，(2)の結果から

3n − 3·2n + 3 (通り)

このとき，a，b，cのグループの区別をなくすと

3n − 3·2n + 3

3!
=

3n−1 − 2n + 1

2

(i)～(iii)から，求める確率 pnは

pn =
2n−1 − 1

1 + (2n−1 − 1) +
3n−1 − 2n + 1

2

=
2n − 2

3n−1 + 1
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(4) pn 5 1

3
のとき (n = 3)，(3)の結果から

2n − 2

3n−1 + 1
5 1

3
整理すると 3n−1 − 3·2n + 7 = 0 · · · (∗)

f(n) = 3n−1 − 3·2n + 7とおくと

f(3) = 32 − 3·23 + 7 = −8
f(4) = 33 − 3·24 + 7 = −14
f(5) = 34 − 3·25 + 7 = −8
f(6) = 35 − 3·26 + 7 = 58

ここで

f(n+ 1)− f(n) = (3n − 3·2n+1 + 7)− (3n−1 − 3·2n + 7)

= 2·3n−1 − 3·2n = 2n

{(
3

2

)n−1

− 3

}
したがって f(3) > f(4) < f(5) < f(6) < · · ·

よって，(∗)を満たす nの範囲は n = 6

解説

異なるm種類の文字から重複を許して n個を選び，1列に並べるとき，k種類の文
字を含む文字列の総数を nQkとすると (1 5 k 5 m)，次が成立する．

nQ1 = 1

nQ2 = 2n − 2C1·nQ1

nQ3 = 3n − 3C1·nQ1 − 3C2·nQ2

nQ4 = 4n − 4C1·nQ1 − 4C2·nQ2 − 4C3·nQ3

nQ5 = 5n − 5C1·nQ1 − 5C2·nQ2 − 5C3·nQ3 − 5C4·nQ4

...

nQk = kn −
k−1∑
j=1

kCj·nQj

nQ1 = 1より，nQ2 = 2n − 2となり，これらを用いて (本題 (2)の計算)

nQ3 = 3n − 3C1·1− 3C2·(2n − 2) = 3n − 3·2n + 3
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例 1 n個並べたときに丁度 3種類の文字がそろう確率を P3(n)とすると

P3(n) =
3× n−1Q2

3n
=

3(2n−1 − 2)

3n
=

2n−1 − 2

3n−1

また，文字が 3種類そろうまで並べる文字数の期待値をE3とすると

E3 =
∞∑
n=3

nP3(n) =
∞∑
n=3

n·2
n−1 − 2

3n−1
=

∞∑
n=2

n·2
n−1 − 2

3n−1

=
∞∑
n=2

{
n

(
2

3

)n−1

− 2n

(
1

3

)n−1
}

=
1(

1− 2
3

)2 − 1− 2

{
1(

1− 1
3

)2 − 1

}
=

11

2
(個)

補足 |x| < 1のとき，1 + x+
∞∑
n=2

xn =
1

1− x
を微分すると

1 +
∞∑
n=2

nxn−1 =
1

(1− x)2
ゆえに

∞∑
n=2

nxn−1 =
1

(1− x)2
− 1

この計算は，次の公式 2 を利用すると簡単に求めることができる．
Coupon collector’s problem� �
m種類の文字すべてがそろうまで並べる文字数の期待値Emは

Em = m

m∑
k=1

1

k� �
実際 E3 = 3

(
1 +

1

2
+

1

3

)
=

11

2

例 2 サイコロを投げて，すべての目がそろうまで投げる回数の期待値 (期待回数)は

E6 = 6

(
1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6

)
=

147

10

�

2http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima 2012.pdf (p.12に証明)

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/kagoshima/kagoshima_2012.pdf
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9.16 2016年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標空間に 4点

O(0, 0, 0), A(s, s, s), B(−1, 1, 1), C(0, 0, 1)

がある．ただし，s > 0とする．t，u，vを実数とし，

~d =
−→
OB− t

−→
OA, ~e =

−→
OC− u

−→
OA− v

−→
OB

とおく．次の問いに答えよ．

(1)
−→
OA⊥~dのとき，tを sを用いて表せ．

(2)
−→
OA⊥~d，

−→
OA⊥~e，~d⊥~eのとき，u，vを sを用いて表せ．

(3) (2)のとき，2点D，Eを

−→
OD = ~d,

−→
OE = ~e

となる点とする．四面体OADEの体積が 2であるとき，sの値を求めよ．

2 次の問いに答えよ．

(1) aを正の定数とする．関数 f(x) =
ex − ae−x

2
の逆関数 f−1(x)を求めよ．

(2) (1)で求めた f−1(x)の導関数を求めよ．

(3) cを定数とする．x軸，y軸，直線 x = cおよび曲線 y =
1√

x2 + c2
で囲ま

れる部分の面積を求めよ．
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3 複素数平面上を，点 Pが次のように移動する．

1. 時刻 0では，Pは原点にいる．時刻 1まで，Pは実軸の正の方向に速さ 1

で移動する．移動後の Pの位置をQ1(z1)とすると，z1 = 1である．

2. 時刻 1にPはQ1(z1)において進行方向が
π

4
回転し，時刻 2までその方向

に速さ
1√
2
で移動する．移動後のPの位置をQ2(z2)とすると，z2 =

3 + i

2
である．

3. 以下同様に，時刻nにPはQn(zn)において進行方向を
π

4
回転し，時刻n+1

までその方向に速さ
(

1√
2

)n

で移動する．移動後のPの位置をQn+1(zn+1)

とする．ただし nは自然数である．

α =
1 + i

2
として，次の問いに答えよ．

(1) z3，z4を求めよ．

(2) znを α，nを用いて表せ．

(3) PがQ1(z1)，Q2(z2)，· · · と移動するとき，Pはある点Q(w)に限りなく近
づく．wを求めよ．

(4) znの実部が (3)で求めた wの実部より大きくなるようなすべての n を求
めよ．

4 xy平面上に原点を出発点として動く点Qがあり，次の試行を行う．

1枚の硬貨を投げ，表が出たらQは x軸の正の方向に 1，裏が出たら
y軸の正の方向に 1動く．ただし，点 (3, 1)に到達したらQは原点
に戻る．

この試行をn回繰り返した後のQの座標を (xn, yn)とする．次の問いに答えよ．

(1) (x4, y4) = (0, 0)となる確率を求めよ．

(2) (x8, y8) = (5, 3)となる確率を求めよ．

(3) x8 + y8 5 4となる確率を求めよ．

(4) x4n + y4n 5 4kとなる確率を nと kで表せ．ここで kは n以下の自然数と
する．
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5 数列
xn = 2n (n = 0, 1, 2, · · · )

を考える．この数列は 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, · · · であるが，各項の
下 1桁をみると，1, 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, · · · となっており，2から循環が始
まり循環の周期は 4である．次の問いに答えよ．

(1) 数列 {xn}の各項の下 2桁は，あるところから循環する．循環が始まると
ころと，循環の周期を求めよ．ここで，1桁の数に対しては 0を補って下
2桁とみなすことにする．たとえば，2の下 2桁は 02とする．

(2) 4の倍数で，25で割って 1余る 2桁の自然数Aを求めよ．

(3) 8の倍数で，125で割って 1余る 3桁の自然数Bを求めよ．

(4) 数列 {xn}の各項の下 3桁は，あるところから循環する．循環が始まると
ころと，循環の周期を求めよ．ここで，2mを 125で割って 1余るような
最小の自然数mが 100であることを用いてもよい．
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解答例

1 (1) O(0, 0, 0), A(s, s, s), B(−1, 1, 1), C(0, 0, 1)より

−→
OA = s(1, 1, 1),

~d =
−→
OB− t

−→
OA = (−1, 1, 1)− t(s, s, s)

= (−1− st, 1− st, 1− st)

−→
OA⊥~dより，

−→
OA·~d = 0であるから (s > 0)，

1(−1− st) + 1(1− st) + 1(1− st) = 0 よって t =
1

3s

(2) (1)の結果から，st =
1

3
より ~d =

(
−1− 1

3
, 1− 1

3
, 1− 1

3

)
=

2

3
(−2, 1, 1)

~e =
−→
OC− u

−→
OA− v

−→
OB = (0, 0, 1)− u(s, s, s)− v(−1, 1, 1)

= (−us+ v,−us− v, 1− us− v)
−→
OA⊥~e, ~d⊥~eより，

−→
OA·~e = 0, ~d·~e = 0であるから

1(−us+ v) + 1(−us− v) + 1(1− us− v) = 0,

−2(−us+ v) + 1(−us− v) + 1(1− us− v) = 0

整理すると

{
−3us− v + 1 = 0

−4v + 1 = 0
よって u =

1

4s
, v =

1

4

(3) (2)の結果から，su = v =
1

4
であるから

~e =

(
−1

4
+

1

4
,−1

4
− 1

4
, 1− 1

4
− 1

4

)
=

1

2
(0,−1. 1)

−→
OD = ~d，

−→
OE = ~eより，

−→
OA⊥

−→
OD,

−→
OA⊥

−→
OE,

−→
OD⊥

−→
OE

このとき，四面体OADEの体積が2であるから，
1

6
|
−→
OA||

−→
OD||

−→
OE| = 2より

1

6
· s
√
3 · 2

3

√
6 · 1

2

√
2 = 2 よって s = 6
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解説

座標空間に 4点

O(0, 0, 0)，A(a1, a2, a3)，B(b1, b2, b3)，C(c1, c2, c3)

があるとき，~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおく．

~d = ~b− t~aが~a⊥~dであるとき，~a·~d = 0より

~a·(~b− t~a) = 0 ゆえに t|~a|2 = ~a·~b

　

O A(~a)

B(~b)

~d

t~a~aと~bが張る平行四辺形の面積を Sとすると

S2 = (|~a||~d|)2 = |~a|2|~b− t~a|2 = |~a|2(|~b|2 − 2t~a·~b+ t2|~a|2)

= |~a|2|~b|2 − 2t|~a|2(~a·~b) + (t|~a|2)2 = |~a|2|~b|2 − (~a·~b)2

~a = (a1, a2, a3)，~b = (b1, b2, b3)であるから

S2 = (a1
2 + a2

2 + a3
2)(b1

2 + b2
2 + b3

2)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)
2

= (a2b3 − a3b2)2 + (a3b1 − a1b3)2 + (a1b2 − a2b1)2

ここで，~n = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)とおくと

|~n| = S, ~n·~a = 0, ~n·~b = 0

~a，~b，~cの張る平行六面体について，~cを~a，~bお
よび ~nに平行なベクトル~e を用いて

~c = ~e+ u~a+ v~b (u, vは定数)

とかける．このとき

~n·~e = ~n·(~c− u~a− v~b) = ~n·~c

　

~a

~b

~c

~n

|~n|

~e

~nと~eのなす角は 0◦または 180◦であるから |~n·~e| = |~n||~e|
この平行六面体の体積を V とすると，V = |~n||~e|であるから

V = |~n·~e| = |~n·~c| = |(a2b3 − a3b2)c1 + (a3b1 − a1b3)c2 + (a1b2 − a2b1)c3|

よって，四面体OABCの体積は，
1

3
·1
2
S·|~e| = 1

6
|~n||~e| = 1

6
V より

1

6
|(a2b3 − a3b2)c1 + (a3b1 − a1b3)c2 + (a1b2 − a2b1)c3|

�
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2 (1) y = f(x)とおくと，y =
ex − ae−x

2
· · · 1©より

e2x − 2yex + y2 = y2 + a ゆえに (ex − y)2 = y2 + a

1©より ex − y = ex − ex − ae−x

2
=
ex + ae−x

2
> 0 (a > 0)

したがって ex − y =
√
y2 + a すなわち x = log(y +

√
y2 + a )

よって，求める逆関数は f−1(x) = log(x +
√
x2 + a )

(2) (1)の結果から
d

dx
f−1(x) =

1 +
x√

x2 + a

x+
√
x2 + a

=
1

√
x2 + a

別解 y =
ex − ae−x

2
より y′ =

ex + ae−x

2

ここで，ex = y +
√
y2 + a，e−x =

−y +
√
y2 + a

a
であるから

y′ =
y +

√
y2 + a+ a·−y +

√
y2 + a

a
2

=
√
y2 + a

y = f(x)，x = g(y)とおき，g(y) = xを xについて微分すると

g′(y)y′ = 1 ゆえに g′(y) =
1

y′
=

1√
y2 + a

よって
d

dx
f−1(x) =

1√
x2 + a

(3) (1),(2)の結果を用いると {log(x+
√
x2 + c2 )}′ = 1√

x2 + c2

求める面積を Sとすると

S =

∫ c

0

dx√
x2 + c2

=

[
log(x+

√
x2 + c2)

]c
0

= log(c+
√
2c)− log c

= log(1 +
√
2)

�
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3 (1) z1 = 1，z2 − z1 =
1√
2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
=

1√
2
·1 + i√

2
=

1 + i

2
，

z3 − z2 =
(

1√
2

)2(
cos

2π

4
+ i sin

2π

4

)
=

1

2
·i = i

2
，

z4 − z3 =
(

1√
2

)3(
cos

3π

4
+ i sin

3π

4

)
=

1

2
√
2
·−1 + i√

2
=
−1 + i

4

したがって z3 = z1 + (z2 − z1) + (z3 − z2) = 1 +
1 + i

2
+
i

2
=

3 + 2i

2
,

z4 = z3 + (z4 − z3) =
3 + 2i

2
+
−1 + i

4
=

5 + 5i

4
(2) kを自然数とすると

zk+1 − zk =
(

1√
2

)k (
cos

kπ

4
+ i sin

kπ

4

)
=

(
1√
2

)k (
cos

π

4
+ i sin

π

4

)k
=

(
1√
2
·1 + i√

2

)k

= αk

よって zn = z1 +
n−1∑
k=1

(zk+1 − zk) = 1 +
n−1∑
k=1

αk =
n−1∑
k=0

αk =
1 − αn

1 − α

(3) |α| = 1√
2
であるから lim

n→∞
αn = 0

よって w = lim
n→∞

zn = lim
n→∞

1− αn

1− α
=

1

1− α
=

1

1− 1 + i

2

= 1 + i

(4)
1

1− α
= 1 + i = 2αであるから，(2)の結果より

zn = 2α(1− αn) = 2α− 2αn+1

= 1 + i− 2

(
1√
2

)n+1(
cos

n+ 1

4
π + i sin

n+ 1

4
π

)

したがって Re(zn) = 1−
(

1√
2

)n−1

cos
n+ 1

4
π

また，(3)の結果から Re(w) = 1であるから

Re(zn)− Re(w) = −
(

1√
2

)n−1

cos
n+ 1

4
π > 0

π

2
+2jπ <

n+ 1

4
π <

3

2
π+2jπ (jは整数)であるから 8j+1 < n < 8j+5

よって n = 8j + 2, 8j + 3, 8j + 4 (jは負でない整数) �
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4 (1) (x4, y4) = (0, 0)となるのは，硬貨を 4回投げて，表が 3回，裏が 1回出
る確率であるから

4C1

(
1

2

)4

=
1

4

(2) (x8, y8) = (5, 3)となるのは，点 (3, 1)を通らずに，点 (5, 3)に到達する
確率であるから，(1)の結果を利用して

8C3

(
1

2

)8

− 1

4
× 4C2

(
1

2

)4

=
7

32
− 1

4
× 3

8
=

1

8

(3) x8 + y8 5 4となるのは，4回目に点 (3, 1)に到達することである．した
がって，(1)の結果から，求める確率は

1

4

(4) x4n+ y4n 5 4kとなるのは，4回目，8回目，· · ·，4(n− k)回目に点 (3, 1)

に到達する，すなわち，ちょうど n− k回原点に戻る．よって，(1)の結
果から，求める確率は (

1

4

)n−k

=
1

4n−k

�

5 (1) xn = 2nの下 2桁は，次のようになる．

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

xn 02 04 08 16 32 64 28 56 12 24 48

n 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

xn 96 92 84 68 36 72 44 88 76 52 04

よって，04から循環が始まり循環の周期は 20である．

(2) 25で割って 1余る 2桁の数は 26, 51, 76

Aは 4の倍数であるから A = 76

別解 4x ≡ 1 (mod 25)を満たす整数 xは

24x ≡ 6 ゆえに − x ≡ 6 すなわち x ≡ −6 (mod 25)

x = 25k − 6 であるから (kは整数) 4x = 100k − 24

Aは 2桁の自然数であるから，k = 1を代入して A = 76
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(3) 125で割って 1余る 3桁の自然数は

126, 251, 376, 501, 626, 751, 876

Bは 8の倍数であるから B = 376

別解 8y ≡ 1 (mod 125)を満たす整数 yは

120y ≡ 15 ゆえに − 5y ≡ 15 (mod 125)

24y ≡ 3, − 25y ≡ 75 (mod 125)であるから

24y − 25y ≡ 3 + 75 ゆえに y ≡ −78 (mod 125)

y = 125j − 78 であるから (jは整数) 8y = 1000j − 624

Bは 3桁の自然数であるから，j = 1を代入して B = 376

(4) 循環の周期を eとすると (eは自然数)，整数mに対して

2m+e − 2m = 1000M (M は整数) ゆえに 2m−3(2e − 1) = 125M

2m−3は整数であるから，これを満たす最小のmは 3

したがって，循環の始まりは 23 すなわち 008

2e − 1は 125で割り切れるから 2e ≡ 1 (mod 125)

これを満たす最小の自然数 eは 100であるから，求める周期は 100
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解説

1からnまでの自然数のうちで，nと互いに素であるものの個数を表す関数ϕ(n)を，
オイラーのトーシェント関数 (Euler’s totient function)または ϕ関数 (phi function)

といい，以下の定理が成り立つ．

定理 1� �
p1, p2, · · · , plを素数，k1, k2, · · · , klを自然数とすると

n = p1
k1p2

k2 · · · plkl

について，次式が成り立つ．

ϕ(n) = n

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·
(
1− 1

pl

)
� �
フェルマー・オイラーの定理 (Fermat-Euler Theorem)� �
自然数 nと互いに素である自然数 aについて，次式が成り立つ．

aϕ(n) ≡ 1 (mod n)� �
証明 http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga 2005.pdf (p.6を参照)．

定理 2� �
自然数 nと互いに素である自然数 aについて

ae ≡ 1 (mod n)

を満たす最小の自然数 e(位数)は，ϕ(n)の約数である．� �
証明 ϕ(n)が eで割り切れないと仮定し，ϕ(n)を eで割った商を q，余りを rとすると

ϕ(n) = eq + r (0 < r < e)

したがって aϕ(n) = aeq+r = (ae)qar

aϕ(n) ≡ 1，ae ≡ 1 (mod n)であるから

ar ≡ 1 (mod n)

これは，eが位数であることに反する． 証終

http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/saga/saga_2005.pdf
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別解 (1)

循環の周期を eとすると (eは自然数)，整数 nに対して

2n+e − 2n = 100N (N は整数) ゆえに 2n−2(2e − 1) = 25N

2n−2は整数であるから，これを満たす最小の nは 2

したがって，循環の始まりは 22 すなわち 04

2e − 1は 25で割り切れるから 2e ≡ 1 (mod 25) · · · 1©

25 = 52 より，ϕ(25) = 25

(
1− 1

5

)
= 20であるから，フェルマー・オイラーの定理

により
220 ≡ 1 (mod 25)

1©を満たす最小の自然数 e(位数)は，20の約数であるから，法 25について

21 ≡ 2, 22 ≡ 4, 24 ≡ 16, 25 ≡ 7, 210 ≡ 72 ≡ −1

よって，求める周期 (位数)は 20

別解 (4)

循環の周期を eとすると (eは自然数)，整数mに対して

2m+e − 2m = 1000M (M は整数) ゆえに 2m−3(2e − 1) = 125M

2m−3は整数であるから，これを満たす最小のmは 3

したがって，循環の始まりは 23 すなわち 008

2e − 1は 125で割り切れるから 2e ≡ 1 (mod 125) · · · 2©

125 = 53 より，ϕ(125) = 125

(
1− 1

5

)
= 100であるから，フェルマー・オイラーの

定理により
2100 ≡ 1 (mod 125)

2©を満たす最小の自然数 e(位数)は，100の約数であるから，法 125について

21 ≡ 2, 22 ≡ 4, 24 ≡ 16, 25 ≡ 32,

210 ≡ 322 ≡ 1024 ≡ 24, 220 ≡ 242 ≡ 576 ≡ −24,
225 ≡ −24·32 ≡ −768 ≡ −43, 250 ≡ (−43)2 ≡ 1849 ≡ −1

よって，求める周期 (位数)は 100 �
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9.17 2017年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 数列 {an}を

a1 = tan
π

3
, an+1 =

an√
an2 + 1 + 1

(n = 1, 2, 3, · · · )

により定める．次の問いに答えよ．

(1) a2 = tan
π

6
，a3 = tan

π

12
であることを示せ．

(2) 一般項 anの表す nの式を推定し，それが正しいことを数学的帰納法によ
り証明せよ．

(3) lim
n→∞

2nanを求めよ．

2 a > 0とする．次の問いに答えよ．

(1) 関数 f(t) = t3 − 2at+ 1の区間 t = 0における最小値を，aを用いて表せ．

(2) (1)で求めた最小値が 0となるときの aの値をAとおく．A3を求めよ．

(3) 座標平面上の曲線 y = x4を C1，点 (0, a)を中心とする半径 aの円を C2

とする．C1とC2の共有点の個数を調べよ．

(4) 座標平面において，点Pが曲線 y = x4上を動くときの点Pと点 (0, a)の
距離の最小値を考える．その最小値が aに等しくなるような aの値の範囲
を求めよ．
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3 表が出る確率が p，裏が出る確率が 1− pであるようなコインがある．ただし，
0 < p < 1である．このとき，下図のような正三角形の 3頂点A，B，Cを次の
規則で移動する動点Rを考える．

コインを投げて表が出ればRは反時計まわりに隣の頂点に移動し，裏
が出ればRは時計まわりに隣の頂点に移動する．

Rは最初 Aにあり，全部で (2N + 3)回移動する．ここで，N は自然数であ
る．移動回数がちょうど kに達したときにRがAに初めて戻る確率をPk (k =

2, 3, · · · , 2N + 3)とする．次の問いに答えよ．

(1) P2，P3を求めよ．

(2) P2m, P2m+1 (2 5 m 5 N + 1)を求めよ．

(3) p =
1

2
とする．移動回数がちょうど 2N + 3に達したときにRがAに 2度

目に戻る確率Qを求めよ．

A

B C
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4 座標空間内の平面 H : z = 0とその上の曲線 C :
x2

4
+ y2 = 1を考える．

C 上の点を通り z軸に平行な直線の全体が作る曲面をK とする．C 上の 2点

A

(
−1,

√
3

2
, 0

)
，B

(
−1,−

√
3

2
, 0

)
に対し，線分ABを含み平面H と 45◦の

角をなす平面を T とする．ただし，平面 T と z軸の交点の z座標は正であると
する．平面H，平面 T および曲面Kが囲む二つの立体のうち z軸と交わるも
のを V とする．次の問いに答えよ．

(1) 立体V と平面Hの共通部分 (下図の灰色で示される部分)の面積を求めよ．

(2) 立体 V を平面 x = t (−1 < t < 2)で切ったとき，断面の面積 S(t)を tを
用いて表せ．

(3) 立体 V の体積を求めよ．

45◦ O
x

z

y

A

B

5 x座標，y 座標がともに整数である座標平面上の点を格子点とよぶ．格子点
O(0, 0)およびA(50, 14)を考える．次の問いに答えよ．

(1)
−→
OP·
−→
OA = 6を満たす格子点 Pを一つ求めよ．

(2) mを自然数とする．
−→
OP·
−→
OA = 6を満たす格子点Pのうち，長さOPがm

番目に小さい点を Pmとする．P1および P2を求めよ．

(3) Pmを (2)で定めた格子点とする．自然数 kに対し，ベクトル
−−−−−−→
P2kP2k+1お

よび
−−−−−−→
P2kP2k+2 を成分表示せよ．

(4) Pmを (2)で定めた格子点とする．Qを
−→
OQ =

−−−−→
P14P16 を満たす点とする．

四角形OQP16P14の周および内部に含まれる格子点をすべて求めよ．
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解答例

1 (1) an = tan θn

(
−π
2
< θn <

π

2

)
· · · (∗) とおくと

a1 = tan
π

3
より θ1 =

π

3
· · · 1©

an+1 =
an√

an2 + 1 + 1
より

tan θn+1 =
tan θn√

tan2 θn + 1 + 1
=

sin θn
1 + cos θn

=
2 sin

θn
2
cos

θn
2

2 cos2
θn
2

=
sin

θn
2

cos
θn
2

= tan
θn
2

ゆえに θn+1 =
θn
2
· · · 2© すなわち θn =

π

3

(
1

2

)n−1

=
π

3·2n−1
· · · (∗∗)

したがって an = tan
π

3·2n−1
よって a2 = tan

π

6
，a3 = tan

π

12

(2) (∗)を用いて，anは (∗∗)であると推定する．

［1］n = 1のとき， 1©より，(∗∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗∗)が成立する，

すなわち，θk =
π

3·2k−1
と仮定すると， 2©より

θk+1 =
1

2
θk =

1

2
· π

3·2k−1
=

π

3·2k

したがって，n = k + 1のときも (∗∗)が成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，(∗∗)は成立する．

よって an = tan
π

3·2n−1

(3) (∗∗)より，2n =
2π

3θn
であるから 2nan =

2π

3θn
tan θn =

2π

3
·tan θn
θn

n→∞のとき，θn → +0であるから

lim
n→∞

2nan = lim
θn→+0

2π

3
·tan θn
θn

=
2π

3

�
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2 (1) f(t) = t3 − 2at+ 1 (a > 0)より

f ′(t) = 3t2 − 2a = 3

(
t+

√
2a

3

)(
t−
√

2a

3

)
t = 0における f(t)増減表は

t 0 · · ·
√

2a
3
· · ·

f ′(t) − 0 +

f(t) 1 ↘ 極小 ↗

よって，最小値は f

(√
2a

3

)
=

2a

3

√
2a

3
−2a

√
2a

3
+1 = −

4a

3

√
2a

3
+ 1

(2) a = Aのとき，最小値が 0であるから，(1)の結果より

−4A

3

√
2A

3
+ 1 = 0 ゆえに

4A

3

√
2A

3
= 1

両辺を平方すると
16A2

9
·2A
3

= 1 よって A3 =
27

32

(3) C1 : y = x4，C2 : x
2 + (y − a)2 = a2から yを消去すると

x2 + (x4 − a)2 = a2 整理すると x2(x6 − 2ax2 + 1) = 0 · · · (∗)

C1とC2の共有点の個数は，方程式 (∗)の実数解の個数に等しい．
t = x2 · · · 1©とおくと，上の方程式は tf(t) = 0 · · · (∗∗)

(1)の結果を利用すると，f(t) = 0 (t = 0)の解の個数は，次のようになる．

f

(√
2a

3

)
> 0，すなわち，0 < a <

3

2 3
√
4
のとき 0個

f

(√
2a

3

)
= 0，すなわち，a =

3

2 3
√
4
のとき 1個

f

(√
2a

3

)
< 0，すなわち，

3

2 3
√
4
< aのとき 2個

1©より，これらの正の解 tに対し，(∗)の解はそれぞれ x = ±
√
tである．

(∗)，(∗∗)より 0 < a <
3

2 3
√
4
のとき 1個

a =
3

2 3
√
4
のとき 3個

3

2 3
√
4
< a のとき 5個
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補足 aの値によるC1とC2の共有点は次のようになる．

O

y

x O

y

x O

y

x

a
a a

C1C1C1

C2

C2

C2

共有点 1個 (a < A) 共有点 3個 (a = A) 共有点 5個 (a > A)

(4) C1上の点 (x, x4)と点 (0, a)間の距離を dとすると

d2 = x2 + (x4 − a)2 = x8 − 2ax4 + x2 + a2

dの最小値が aであるとき，d2 = a2であるから

x8 − 2ax4 + x2 + a2 = a2 ゆえに x2(x6 − 2ax2 + 1) = 0

上式が常に成り立つとき，任意の xに対して

x6 − 2ax2 + 1 = 0

が成立する aの範囲であるから，t = x2とおくと，t = 0において，常に

f(t) = 0

を満たす aの範囲である．

したがって，(1)の結果から f

(√
2a

3

)
= 0を満たす aの範囲は (a > 0)

−4a

3

√
2a

3
+ 1 = 0 ゆえに a 5 3

2 3
√
4
よって 0 < a 5

3

2 3
√
4

�
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3 (1) P2は，A→ B→ AまたはA→ C→ A と移動する確率より

P2 = p(1− p) + (1− p)p = 2p(1 − p)

P3は，A→ B→ C→ AまたはA→ C→ B→ A と移動する確率より

P3 = p3 + (1 − p)3

(2) 移動回数がちょうど 2mに達したとき，RがAに初めて戻る場合，最初に
A→ Bと移動しBC間をm− 1回往復して最後にB→ A と移動するか，
最初にA → Cと移動し CB間をm − 1回往復して最後に C → Aと移動
する確率であるから

P2m = p{p(1− p)}m−1(1− p) + (1− p){(1− p)p}m−1p

= 2{p(1 − p)}m

移動回数がちょうど 2m+ 1に達したとき，RがAに初めて戻る場合，最
初に A → Bと移動し BC間をm − 1回往復して最後に B → C → A と
移動するか，最初に A → Cと移動し CB間をm − 1回往復して最後に
C→ B→ Aと移動する確率であるから

P2m+1 = p{p(1− p)}m−1p2 + (1− p){(1− p)p}m−1(1− p)2

= {p3 + (1 − p)3}{p(1 − p)}m−1

(3) p =
1

2
のとき p(1− p) = 1

4
, p3 + (1− p)3 = 1

4

q =
1

4
とおくと，(2)の結果から P2m = 2qm, P2m+1 = q·qm−1 = qm

移動回数が 2k (1 5 k 5 N)のときRがAに初めて戻り，2N + 3回目に
RがAに 2度目に戻る確率は

P2kP2(N−k+1)+1 = 2qk·qN−k+1 = 2qN+1

移動回数が 2k+1 (1 5 k 5 N)のときRがAに初めて戻り，2N +3回目
にRがAに 2度目に戻る確率は

P2k+1P2(N−k+1) = qk·2qN−k+1 = 2qN+1

よって，求める確率は
N∑
k=1

{P2kP2(N−k+1)+1 + P2k+1P2(N−k+1)} =
N∑
k=1

(2qN+1 + 2qN+1)

=
N∑
k=1

qN = NqN =
N

4N

�
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4 (1)
x2

4
+ y2 = 1より，求める面積を Sとすると S = 2

∫ 2

−1

√
1− x2

4
dx

x = 2 cos θとおくと
dx

dθ
= −2 sin θ x −1 −→ 2

θ 2
3
π −→ 0

よって S = 2

∫ 0

2π
3

√
1− cos2 θ(−2 sin θ) dθ

=

∫ 2π
3

0

4 sin2 θ dθ =

∫ 2π
3

0

(2− 2 cos 2θ) dθ

=

[
2θ − sin 2θ

] 2π
3

0

=
4π

3
+

√
3

2

別解 楕円
x2

4
+ y2 = 1を x軸を元に y軸方向に 2倍に拡大したものは，中心が

原点で半径 2の円．このとき，2点A

(
−1,

√
3

2

)
，B

(
−1,−

√
3

2

)
が移動

した点をそれぞれA′(−1,
√
3)，B′(−1,−

√
3)とおくと，∠A′OB =

2π

3

2S =
1

2
·22 sin 2π

3
+

1

2
·22·4π

3
=
√
3 +

8π

3
よって S =

√
3

2
+

4π

3

O

y

x O

y

x
2

1

2

2

A

B

A′

B′

−1−1

S

2S

(2) 平面 x = t (−1 < t < 2)と楕円柱面
x2

4
+ y2 = 1との交点の y座標は

t2

4
+ y2 = 1 ゆえに y = ±

√
1− t2

4

平面x = t (−1 < t < 2)と平面T : z = x+1との交点のz座標は z = t+1

V を平面 x = t (−1 < t < 2)で切った断面は，底辺 2

√
1− t2

4
，高さ t+ 1

の長方形であるから

S(t) = 2(t + 1)

√
1 −

t2

4
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(3) V の体積は，(2)の結果および (1)で求めた定積分に注意して∫ 2

−1

S(t) dt =

∫ 2

−1

2t

√
1− t2

4
dt+ 2

∫ 2

−1

√
1− t2

4
dt

=

[
−8

3

(
1− t2

4

) 3
2
]2
−1

+ S

=
√
3 +

(
4π

3
+

√
3

2

)
=

4π

3
+

3
√
3

2

�

5 (1) O(0, 0)，A(50, 14)より，P(x, y)とおくと，
−→
OP·
−→
OA = 6より

50x+ 14y = 6 ゆえに 25x+ 7y = 3 · · · 1©

x，yは整数であるから，25 ≡ 4 (mod 7)より， 1©は

4x ≡ 3 ゆえに 8x ≡ 6 すなわち x ≡ −1 (mod 7)

整数 kを用いて，x = 7k − 1とおき，これを 1©に代入すると

25(7k − 1) + 7y = 3 ゆえに y = −25k + 4

したがって (x, y) = (7k − 1,−25k + 4) · · · (∗)

k = 0を (∗)に代入すると (−1, 4)

(2) (∗)より OP2 = (7k − 1)2 + (−25k + 4)2 = 674k2 − 214k + 17

= 647

(
k − 107

647

)2

− 1072

647
+ 17

したがって，mと kは次のように対応する．

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 · · ·
k 0 1 −1 2 −2 3 −3 4 −4 5 · · ·

よって P1(−1, 4), P2(6,−21)

(3) (∗)および (2)の表から P2k(7k − 1,−25k + 4) · · · (∗∗)

また P2k+1(7(−k)−1, −25(−k)+4) すなわち P2k+1(−7k−1, 25k+4)

(∗∗)より，P2k+2(7k + 6, − 25k − 21) であるから

−−−−−−→
P2kP2k+1 = (−14k, 50k),

−−−−−−→
P2kP2k+2 = (7,−25)
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(4) (∗∗)および (3)の結果に k = 7を代入すると

P14(48,−171),
−−−−→
P14P16 = (7,−25)

−→
OQ =

−−−−→
P14P16より Q(7,−25)

直線OQの方程式は 25x+ 7y = 0

直線 P14P16の方程式は

　O

Q
P14

P16

25(x− 48) + 7(y + 171) = 0 すなわち 25x+ 7y = 3

直線OP14の方程式は 171x+ 48y = 0

直線QP16の方程式は

171(x− 7) + 48(y + 25) = 0 すなわち 171x+ 48y = −3

したがって，四角形OQP16P14の周および内部を表す領域は{
0 5 25x+ 7y 5 3

−3 5 171x+ 48y 5 0

この領域内の点 (x, y)が格子点であるとき，25x + 7yおよび 171x + 48y

は整数であるから，整数 i, j (0 5 i 5 3, − 3 5 j 5 0)を用いて{
25x+ 7y = i

171x+ 48y = j
ゆえに x = 16i− 7j

3
, y = −57i+ 25j

3

x，yは整数であるから，条件を満たす (i, j)の組は

(i, j) = (0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, 0), (0,−3), (1,−3), (2,−3), (3,−3),

よって，これに対応する格子点 (x, y)は

(0, 0), (16,−57), (32,−114), (48,−171),

(7,−25), (23,−82), (39,−139), (55,−196)

�
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9.18 2018年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 次の問いに答えよ．

(1) 次の条件 (A)を満たす座標平面上の点 (u, v)の存在範囲を図示せよ．

(A) 2次式 t2 − ut+ vは，0 5 x 5 1，0 5 y 5 1 を満たす実数 x，yを用
いて t2 − ut+ v = (t− x)(t− y)と因数分解される．

(2) 次の条件 (B)を満たす座標平面上の点 (u, v)の存在範囲を図示せよ．

(B) 2次式 t2 − ut+ vは，0 5 x 5 1，1 5 y 5 2 を満たす実数 x，yを用
いて t2 − ut+ v = (t− x)(t− y)と因数分解される．

(3) 座標平面上の点 (x, y)が 4点 (0, 0)，(1, 0)，(1, 2)，(0, 2) を頂点とする
長方形の周および内部を動くとき，点 (x+ y, xy)の動く範囲の面積を求
めよ．

2 複素数平面上の 4点 A(α)，B(β)，C(γ)，D(δ) を頂点とする四角形 ABCDを
考える．ただし，四角形ABCDは，すべての内角が 180◦より小さい四角形 (凸
四角形)であるとする．また，四角形ABCDの頂点は反時計回りにA，B，C，
Dの順に並んでいるとする．四角形ABCDの外側に，4辺AB，BC，CD，DA

をそれぞれ斜辺とする直角二等辺三角形APB，BQC，CRD，DSA を作る．次
の問いに答えよ．

(1) 点 Pを表す複素数を求めよ．

(2) 四角形 PQRSが平行四辺形であるための必要十分条件は，四角形ABCD

がどのような四角形であることか答えよ．

(3) 四角形 PQRSが平行四辺形であるならば，四角形 PQRSは正方形である
ことを示せ．

3 次の問いに答えよ．

(1) すべての実数 tに対し，1 + t 5 etが成り立つことを示せ．

(2) 定積分
∫ π

4

0

1

1 + sin x
dx の値を求めよ．

(3) 次の不等式を示せ．

π

4
− 1 +

√
2

2
5
∫ π

4

0

e− sinx dx 5 2−
√
2
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4 0，1，2，3の数字が一つずつ書かれた 4枚のカードがある．この中から 1枚を
取り出し，書かれた数字を見て元に戻す．この操作をN回繰り返し，カードに
書かれた数字を順にZ1, Z2, · · · , Znとする．ここで，N は 3以上の自然数で
ある．さらに，複素数

α = cos
2

3
π + i sin

2

3
π

を用いて，項数N の数列 {Xn}を

X1 = αZ1 , Xn+1 = Xnα
Zn+1 (n = 1, 2, · · · , N − 1)

により定める．n = 1, 2, · · · , Nに対し，Xn = αとなる確率をPnとし，Xn = α2

となる確率をQnとする．次の問いに答えよ．

(1) P1を求めよ．

(2) n = 1, 2, · · · , N − 1とする．αZn+1 = 1となる確率を求めよ．

(3) n = 1, 2, · · · , N とする．Xn = 1となる確率を，PnとQnを用いて表せ．

(4) n = 1, 2, · · · , N − 1に対し，Pnを用いて Pn+1を表せ．

(5) n = 1, 2, · · · , N に対し，Pnを求めよ．

5 座標平面上で，曲線 C : y = x3 − 3xと，b > a3 − 3aを満たすように動く点
P(a, b)を考える．また，点 Pに対し，二つの不等式

|x− a| 5 1, |y − b| 5 1

によって表される座標平面上の領域をBとする．領域Bと曲線Cに対して，B
とCが共有点Qをもち，さらにBとCの共有点がBの境界線上にしかないと
き，BとCは点Qで接するということにする．次の問いに答えよ．

(1) 曲線Cの概形をかき，さらに点 Pの座標が (−2, 3)のときの領域Bを図
示せよ．

(2) BとCが x < −1の範囲にある点で接するように，点Pは動くとする．こ
のときの点 Pの軌跡を求めよ．

(3) BとCがある点で接するように点Pは動くとする．このときの点 Pの軌
跡を求めよ．

(4) (3)の点Pの軌跡は，ある関数 y = f(x)のグラフで表すことができる．こ
の f(x)は x = 0で微分可能であることを示せ．
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解答例

1 (1) f(t) = t2 − ut+ vとおくと f(t) =
(
t− u

2

)2
+ v − u2

4

2次方程式 f(t) = 0の実数解 x, yが 0 5 x 5 1，0 5 y 5 1を満たすから，
f(0) = 0，f(1) = 0および上式より

v = 0, 1− u+ v = 0, 0 5 u

2
5 1, v − u2

4
5 0

これらを整理すると
0 5 u 5 2

v = 0

v = u− 1

v 5 u2

4

よって，求める領域は，右の図の斜線部分
で境界を含む．

　

O

v

u2

1

1

(2) 2次方程式 f(t) = 0の実数解 x, yが 0 5 x 5 1 5 y 5 2を満たすから，
f(0) = 0，f(1) 5 0，f(2) = 0より

v = 0, 1− u+ v 5 0, 4− 2u+ v = 0

これらを整理すると
v = 0

v 5 u− 1

v = 2u− 4

よって，求める領域は，右の図の斜線部分
で境界を含む．

　

O

v

u21 3

2
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(3) A = {(x, y) | 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 1}，B = {(x, y) | 0 5 x 5 1 5 y 5 2}
とすると，(x, y)が 4点 (0, 0)，(1, 0)，(1, 2)，(0, 2)を頂点とする長方
形の周および内部はA ∪ Bである．(1)，(2)で求めた領域をそれぞれE，
F とすると

点 (x+ y, xy) すなわち 点 (u, v)

の表す領域はE ∪ F で，右の図のようになる．
よって，求める面積を Sとすると

S =

∫ 2

0

u2

4
du+

1

2
·1·1

=

[
u3

12

]2
0

+
1

2
=

7

6

　

O

v

u2

1

1 3

2

別解 D = {(x, y) | 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 2}と
し，直線 x + y = u上の点 (x, y) ∈ Dに
おける v = xyのとる値の範囲を求める．

v = x(u− x) = −
(
x− u

2

)2
+
u2

4

1© 0 5 u 5 1のとき 0 5 x 5 u

2© 1 5 u 5 2のとき 0 5 x 5 1

3© 2 5 u 5 3のとき u− 2 5 x 5 1

　

O

y

x1

1

2

1©

2©

3©

D

O

v

xu
2

u2

4

u O

v

xu
2

u2

4

u O

v

xu
2

u1 1
u− 2

2u− 4

u− 1

1© 0 5 u 5 1 2© 1 5 u 5 2 3© 2 5 u 5 3

(i) 0 5 u 5 2 のとき 0 5 v 5 u2

4
(ii) 2 5 u 5 3 のとき 2u− 4 5 v 5 u− 1

よって S =

∫ 2

0

u2

4
du+

∫ 3

2

{(u− 1)− (2u− 4)} du =
7

6
�
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2 (1) P(z1)とすると

BP

BA
=

1√
2
, ∠αβz1 =

π

4

したがって

z1 − β
α− β

=
1√
2

(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
ゆえに z1 − β =

1

2
(1 + i)(α− β)

　
A(α)

B(β) C(γ)

D(δ)

P(z1)

Q(z2)

R(z3)

S(z4)

よって z1 =
1

2
(1 + i)α +

1

2
(1 − i)β

(2) Q(z2)，R(z3)，S(z4)とおくと，(1)と同様にして

z2 =
1

2
(1 + i)β +

1

2
(1− i)γ, z3 =

1

2
(1 + i)γ +

1

2
(1− i)δ

z4 =
1

2
(1 + i)δ +

1

2
(1− i)α

ゆえに −z1 + z2 − z3 + z4 =
1

2
(1 + i)(−α + β − γ + δ)

+
1

2
(1− i)(−β + γ − δ + α)

= i(−α + β − γ + δ)

したがって −z1 + z2 − z3 + z4 = 0 ⇐⇒ −α + β − γ + δ = 0

すなわち z2 − z1 = z3 − z4 ⇐⇒ β − α = γ − δ

よって，四角形ABCDが平行四辺形であることは四角形PQRSが平行四
辺形であるための必要十分条件である．

(3) 四角形 PQRSが平行四辺形であるから，(2)の結果より，δ − γ = α− β

z1 − z2 =
1

2
(1 + i)(α− β) + 1

2
(1− i)(β − γ),

z3 − z2 =
1

2
(1 + i)(γ − β) + 1

2
(1− i)(δ − γ)

=
1

2
(1 + i)(γ − β) + 1

2
(1− i)(α− β)

したがって i(z3 − z2) =
1

2
(i− 1)(γ − β) + 1

2
(i+ 1)(α− β) = z1 − z2

上式から
z1 − z2
z3 − z2

= i ゆえに PQ = QR，∠PQR = 90◦

四角形 PQRSは平行四辺形でもあるから，四角形 PQRSは正方形． �
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3 (1) f(t) = et − 1− tとおくと f ′(t) = et − 1

t · · · 0 −
f ′(t) − 0 +

f(t) ↘ 0 ↗

よって，すべての実数 tに対し，次式が成立する．

et − 1− t = 0 すなわち 1 + t 5 et · · · (∗)

(2)

∫ π
4

0

1

1 + sinx
dx =

∫ π
4

0

1− sin x

(1 + sin x)(1− sinx)
dx

=

∫ π
4

0

(
1

cos2 x
− sinx

cos2 x

)
dx

=

[
tanx− 1

cos x

]π
4

0

= 2 −
√
2

(3) (∗)より 1− t 5 e−t

t > −1のとき，1 + t > 0であるから，(∗)より e−t 5 1

1 + t

したがって，t > −1のとき 1− t 5 e−t 5 1

1 + t
· · · (∗∗)

t = sin x (0 5 x 5 π
4
)とすると，(∗∗)を満たすから

1− sin x 5 e− sinx 5 1

1 + sin x

したがって
∫ π

4

0

(1− sin x) dx 5
∫ π

4

0

e− sinx dx 5
∫ π

4

0

1

1 + sinx
dx

このとき
∫ π

4

0

(1− sin x) dx =

[
x+ cos x

]π
4

0

=
π

4
− 1 +

√
2

2

(1)および上の結果から

π

4
− 1 +

√
2

2
5
∫ π

4

0

e− sinx dx 5 2−
√
2

�
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4 (1) X1 = α，すなわち，Z1 = 1となる確率であるから
1

4

(2) αZn+1 = 1，すなわち，Zn+1 = 0, 3となる確率であるから
2

4
=

1

2

(3) Xn = 1となる確率をRnとすると Pn +Qn +Rn = 1 · · · (∗)

よって Rn = 1 − Pn − Qn

(4) 条件により，次の確率漸化式が成立する．

Pn+1 =
1

2
Pn +

1

4
Qn +

1

4
Rn

Qn+1 =
1

4
Pn +

1

2
Qn +

1

4
Rn

Rn+1 =
1

4
Pn +

1

4
Qn +

1

2
Rn

上の第 2式と第 3式の辺々を加えると

Qn+1 +Rn+1 =
1

2
Pn +

3

4
(Qn +Rn)

(∗)より，Qn +Rn = 1− Pnであるから，これを上式に代入すると

1− Pn+1 =
1

2
Pn +

3

4
(1− Pn) ゆえに Pn+1 =

1

4
Pn +

1

4

(5) (4)の結果から Pn+1 −
1

3
=

1

4

(
Pn −

1

3

)

ゆえに Pn −
1

3
=

(
P1 −

1

3

)(
1

4

)n−1

(1)の結果を代入して Pn =
1

3

(
1 −

1

4n

)
�
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5 (1) y = x3 − 3xより

y′ = 3x2 − 3 = 3(x+ 1)(x− 1)

x · · · −1 · · · 1 · · ·
y′ + 0 − 0 +

y ↗ 2 ↘ −2 ↗

曲線Cの概形は右の図のようになる．

　

O

y

x
1

−2

−1

2

4

−3

B

P(−2, 3) C

Pが (−2, 3)のとき，領域Bは |x+ 2| 5 1, |y − 3| 5 1

よって，右の図のようになる．

(2) g(x) = x3 − 3xとおくと，Pは C : y = g(x) (x < −1)を x軸方向に−1，
y軸方向に 1だけ平行移動したものであるから

y = g(x+ 1) + 1 (x+ 1 < −1)

よって y = x3 + 3x2 − 1 (x < −2)

(3) 右の図のようにBとCが 2点で接するときのP

の x座標を αとすると

g(α− 1) = g(α+ 1)

(α− 1)3− 3(α− 1)+1 = (α+1)3− 3(α+1)+1

整理すると 3α2 − 2 = 0

このとき，α > 0であることに注意して

α =

√
6

3

　

O

y

xα
α−1 α+1

P

(1,−2)

(−1, 2) B

g(x) = x3 − 3xとおくと，点 Pの軌跡の方程式は

y =


g(x+ 1) + 1 (x < −2)

3 (−2 5 x 5 0)

g(x− 1) + 1 (0 < x 5 α)

g(x+ 1) + 1 (α < x)

よって y =


x3 + 3x2 − 1 (x < −2)

3 (−2 5 x 5 0)

x3 − 3x2 + 3 (0 < x 5
√

6
3
)

x3 + 3x2 − 1 (
√

6
3

< x)
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(4) (3)の結果から

f(x) =


x3 + 3x2 − 1 (x < −2)

3 (−2 5 x 5 0)

x3 − 3x2 + 3 (0 < x 5
√
6
3
)

x3 + 3x2 − 1 (
√
6
3
< x)

したがって lim
x→−0

f(x)− f(0)
x

= lim
x→−0

3− 3

x
= 0,

lim
x→+0

f(x)− f(0)
x

= lim
x→+0

(x3 − 3x2 + 3)− 3

x
= 0

ゆえに f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)
x

= 0

よって，f(x)は x = 0で微分可能である．

補足 f(x)は微分可能 (C1級)である．

実際，f(x) = 3 (−2 5 x 5 0)，f(x) = x3 − 3x2 + 3 (0 5 x <
√
6
3
)より

f ′′(x) = 0 (−2 < x < 0), f ′′(x) = 6x− 6
(
0 < x <

√
6
3

)
lim
x→−0

f ′′(x) = 0， lim
x→+0

f ′′(x) = −6より，C2級ではない． �
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9.19 2019年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 a > 0，r > 0とし，数列 {an}を初項 a，公比 rの等比数列とする．また，数列
{bn}は次のように定義される．

b1 = a1, bn+1 = bnan+1 (n = 1, 2, 3, · · · )

次の問いに答えよ．

(1) bnを a，rおよび nを用いて表せ．

(2) 一般項が

cn =
log2 bn
n

である数列 {cn}は等差数列であることを証明せよ．

(3) (2)で与えられた数列 {cn}の初項から第 n項までの平均をMnとする．す
なわち，

Mn =
1

n

n∑
k=1

ck

とする．このとき，一般項が

dn = 2Mn

である数列 {dn}は等比数列であることを証明せよ．

2 箱の中に 1から N までの数が一つずつ書かれた N 枚のカードが入っている．
ただし，N を 2以上の自然数とする．「カードをよく混ぜて 1枚取り出し，そ
のカードに書かれた数を読み取り，そのカードをもとに戻す」という試行を 4

回繰り返す．1回目，2回目，3回目および 4回目に取り出したカードに書かれ
た数を，それぞれ a1, a2, a3, a4とする．また，座標平面上に 4点 P1(a1, 0)，
P2(a1, a2)，P3(a1−a3, a2)，P4(a1−a3, a2−a4)を定める．次の問いに答えよ．

(1) P4が原点O(0, 0)に一致する確率をN を用いて表せ．

(2) P4が連立不等式 x = 0，y 5 0の表す領域にある確率をN を用いて表せ．

(3) P4が直線 y = x上にある確率をN を用いて表せ．

(4) N = 2mとする．ただし，mを自然数とする．P4が原点Oに一致し，か
つ，四角形 P1P2P3P4の面積が 2mとなる確率をmを用いて表せ．
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3 関数 f(x)は実数全体で連続で，すべての実数 xに対して

f(x) = (1− x) cos x+ x sin x−
∫ x

0

ex−tf(t) dt

を満たすとする．ただし，eは自然対数の底である．次の問いに答えよ．

(1) f(0)の値を求めよ．また，f ′(x) = 2(x− 1) cos xが成り立つことを示せ．

(2) f(x)を求めよ．

(3) 方程式 f(x) = 0は，0 < x < πの範囲にただ一つの解をもつことを示せ．

(4) (3)のただ一つの解を αとする．曲線 y = f(x) (0 5 x 5 α)，x軸および
y軸によって囲まれる部分の面積を S1とし，曲線 y = f(x) (α 5 x 5 π)，
x軸および直線 x = πによって囲まれる部分の面積を S2とする．S1と S2

の大小を判定せよ．

4 iを虚数単位とし，複素数 zに対して，

w = z2 + 2z + 1− 2i

とおく．次の問いに答えよ．

(1) wの実部が 0となる複素数 z全体を複素数平面上に図示せよ．

(2) w = 0を満たす複素数 zの個数は 2個であることを証明し，それぞれを
a+ bi (a, bは実数)の形に書き表せ．

(3) (2)で求めた二つの複素数のうち実部の大きい方を α，実部の小さい方を
βとし，対応する複素数平面上の点をそれぞれA，Bとする．また，線分
ABの中点をMとする．複素数 zに対応する複素数平面上の点が，線分
AM上 (両端を含む)を動くとき，複素数 wの描く図形を複素数平面上に
図示せよ．

(4) 複素数 zに対応する複素数平面上の点が，点Aを通り線分ABに垂直な直
線上を動くとき，複素数wの描く図形を複素数平面上に図示せよ．
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5 原点をOとする座標平面上において，点A(0, 3)，B(0,−1)および x軸上の正
の部分を動く点P(t, 0)があり，∠APBは鈍角でないとする．4ABPの垂心を
H，頂点Aから辺BPに下ろした垂線と辺BPとの交点をD，頂点Bから辺PA

に下ろした垂線と辺PAとの交点をEとする．次の問いに答えよ．ただし，三
角形の各頂点から対辺，またはその延長に下ろした 3本の垂線は 1点で交わる
ことが知られている．その交点のことを，三角形の垂心という．

(1) ∠APBが直角となる tの値を求めよ．

(2) 点Hの座標を tを用いて表せ．

以下では，tが (1)で求めた値よりも大きい値をとるとする．

(3) 点Hが4ODEの内心であることを証明せよ．ただし，1組の対角の和が
180◦である四角形は円に内接することを，証明なしに利用してもよい．

(4) 4ODEの内接円の半径を tの関数 f(t)として表せ．

(5) (4)で求めた関数 f(t)は最大値をもつことを示せ．ただし，最大値を与え
る tの値を求める必要はない．

O

y

x
H

E

P

A

B D
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解答例

1 (1) 数列 {an}は初項 a，公比 rの等比数列であるから (a > 0, r > 0)

an = arn−1

b1 = a1 = a，bn+1 = bnan+1 (n = 1, 2, 3, · · · )より bn+1

bn
= arn

n = 2のとき

n−1∏
k=1

bk+1

bk
=

n−1∏
k=1

ark ゆえに
bn
a

= an−1r
1
2
n(n−1)

n = 1のときも，上式は成立することから bn = anr
1
2
n(n−1)

(2) (1)の結果から log2 bn = n log2 a+
1

2
n(n− 1) log2 r

したがって cn =
log2 bn
n

= log2 a+
1

2
(n− 1) log2 r

よって，数列 {cn}は，初項 log2 a，公差
1

2
log2 rの等差数列

(3) (2)の結果から

n∑
k=1

ck =
n∑

k=1

{
log2 a+

1

2
(k − 1) log2 r

}
= n log2 a+

1

4
n(n− 1) log2 r

ゆえに Mn =
1

n

n∑
k=1

ck =
1

n

{
n log2 a+

1

4
n(n− 1) log2 r

}
= log2 a+

1

4
(n− 1) log2 r

したがって dn = 2Mn = ar
1
4
(n−1)

よって，数列 {dn}は，初項 a，公比 r
1
4 の等比数列である． �
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2 (1) a1 − a3 = 0，すなわち，a1 = a3を満たす (a1, a3)の組は N (組)

同様に，a2 − a4 = 0を満たす (a2, a4)の組も N (組)

よって，求める確率は
N ·N
N4

=
1

N2

(2) a1 − a3 > 0，すなわち，a1 > a3を満たす (a1, a3)の組は NC2 (組)

a1 − a3 = 0を満たす (a1, a3)の組は，(1)で示した N (組)

ゆえに，a1 − a3 = 0を満たす組は NC2 +N =
1

2
N(N + 1)

同様に，a2 − a4 = 0を満たす組も
1

2
N(N + 1)

よって，求める確率は

{
1
2
N(N + 1)

}2
N4

=
(N + 1)2

4N2

(3) P4が直線 y = x上にあるとき

a1 − a3 = a2 − a4 = k (k = 0,±1,±2, · · · ,±(N − 1) )

それぞれの kに対する (a1, a2, a3, a4)の組数は N − |k|
その総数は

N+1∑
k=−(N+1)

(N − |k|)2 = N2 + 2
N−1∑
k=1

(N − k)2 = N2 + 2
N−1∑
k=1

k2

= N2 + 2·1
6
N(N − 1)(2N − 1)

=
1

3
N(2N2 + 1)

よって，求める確率は
1
3
N(2N2 + 1)

N4
=

2N2 + 1

3N3

(4) P1(a1, 0)，P2(a1, a2)．P4が原点に一致する
とき，a1− a3 = 0より，P3(0, a2)．ゆえに，
四角形 P1P2P3P4は右の図のようになる．
この四角形の面積が 2m (= N)となるとき

(a1, a2) = (2j, 2m−j) (j = 0, 1, 2, · · · ,m)

　

O

y

xa1

a2

P1

P2P3

P4

よって，求める確率は
m+ 1

N4
=
m+ 1

(2m)4
=

m + 1

24m
�
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3 (1) 与えられた関数 f(x)から

f(x) = (1− x) cosx+ x sinx− ex
∫ x

0

e−tf(t) dt · · · (∗)

これに x = 0を代入すると f(0) = 1

(∗)を xで微分すると

f ′(x) = (x− 1) cos x+ x sinx− ex
∫ x

0

e−tf(t) dt− ex·e−xf(x)

= (x− 1) cos x+ x sinx− ex
∫ x

0

e−tf(t) dt− f(x)

上式および (∗)から f(x)を消去すると f ′(x) = 2(x− 1) cos x

(2) (1)の結果から

f(x) =

∫
2(x− 1) cos x dx = 2(x− 1) sin x+ 2 cos x+ C

f(0) = 1より 2 + C = 1 ゆえに C = −1

よって f(x) = 2(x − 1) sinx + 2 cosx − 1

(3) (1)，(2)の結果から

x 0 · · · 1 · · · π
2

· · · π

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) 1 ↘ f(1) ↗ f(π

2
) ↘ −3

1 <
π

3
であるから，cos 1 > cos

π

3
=

1

2
より

f(1) = 2 cos 1− 1 > 0

よって，方程式 f(x) = 0は，0 < x < πの範
囲にただ一つの解をもつ．

　

O

y

x

1

α
π

S1

S2

(4) (2)の結果から∫ π

0

f(x) dx =

∫ π

0

{2(x− 1) sin x+ 2 cos x− 1} dx

=

[
−2(x− 1) cos x+ 4 sinx− x

]π
0

= π − 4 < 0

S1 =

∫ α

0

f(x) dx，S2 = −
∫ π

α

f(x) dxであるから

S1 − S2 =

∫ α

0

f(x) dx+

∫ π

α

f(x) dx =

∫ π

0

f(x) dx < 0

よって S1 < S2 �
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4 (1) w = (z + 1)2 − 2iであるから，z = x+ yiとすると

w = (x+ yi+ 1)2 − 2i = (x+ 1)2 + 2(x+ 1)yi− y2 − 2i

= (x+ 1)2 − y2 + 2{(x+ 1)y − 1}i · · · (∗)

wの実部が 0のとき，(∗)より

(x+ 1)2 − y2 = 0

したがって y = ±(x+ 1)

よって，zの表す図形は右の図のとおり．

　

O

y

x

1

−1

−1

(2) w = 0のとき，(∗)より

{
(x+ 1)2 − y2 = 0

(x+ 1)y − 1 = 0

第 1式から，次の場合分けを行う．

(i) y = x+ 1のとき，これを第 2式に代入して

(x+ 1)2 − 1 = 0 ゆえに x(x+ 2) = 0 これを解いて x = 0,−2

したがって x = 0のとき y = 1，x = −2のとき y = −1
(ii) y = −(x+ 1)のとき，これを第 2式に代入して

−(x+ 1)2 − 1 = 0 ゆえに (x+ 1)2 = −1

これを満たす実数 xは存在しない．

(i)，(ii)より，求める複素数は i, − 2 − i
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(3) 条件より，A(i)，B(−2− i)であり，線分ABの中点はM(−1)
線分AM上 (両端を含む)の点 x+ yiは y = x+ 1 (−1 5 x 5 0)であるか
ら，これを (∗)に代入すると

w = (x+ 1)2 − (x+ 1)2 + 2{(x+ 1)(x+ 1)− 1}i
= {2(x+ 1)2 − 2}i

−1 5 x 5 0より，−2 5 2(x + 1)2 − 2 5 0であるから，wは，右下の図
のように，虚軸上の 2点−2iと 0を結ぶ線分 (両端を含む)上を動く．

O

y

x

1

−1

−1
−2

A

B

M

O

y

x

−2

(4) 点 zが，点Aを通り線分ABに垂直な直線 y = −x+ 1上を動くとき，こ
れを (∗) に代入して

w = (x+ 1)2 − (−x+ 1)2 + 2{(x+ 1)(−x+ 1)− 1}i
= 4x− 2x2i

上式において，xを
x

4
に置き換えると

w = 4·x
4
− 2

(x
4

)2
i = x− x2

8
i

よって，複素数平面上の点 z = x+yiは，右下の図のように放物線y = −x
2

8
上を動く．

O

y

x

1

−1

−1
−2

A

B

1 O

y

x
2−2

−1
2

�
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5 (1) 3点A(0, 3)，B(0,−1)，P(t, 0) (t > 0)により

直線APの傾きは −3

t
， 直線BPの傾きは

1

t

2直線AP，BPは直交するから −3

t
·1
t
= −1 よって t =

√
3

(2) 直線BEは点B(0,−1)を通り，傾き t

3
であるから (直線APに垂直)

y =
t

3
x− 1 ゆえに y =

t

3

(
x− 3

t

)
よって H

(
3

t
, 0

)
(3) 四角形 AOHE，四角形 OBDH，四角形 HDPEは，それぞれ対角の和が

180◦であるから，円に内接する．

四角形AOHEにおいて ∠EOH = ∠EAH
∠OEH = ∠OAH

四角形OBDHにおいて ∠HOD = ∠HBD
四角形HDPEにおいて ∠HED = ∠HPD
4AHE 4BHDより ∠EAH = ∠HBD
4AHO 4PHDより ∠OAH = ∠HPD

上の第 1，第 3，第 5式から

∠EOH = ∠HOD · · · 1©

同様に，上の第 2，第 4，第 6式から

∠OEH = ∠HED · · · 2©

　

O

y

x
H

E

P

A

B D

1©， 2©より，4ODEにおいて，線分OH，EHは，それぞれ∠O，∠Eの
二等分線である．よって，点Hは4ODEの内心である．

(4) 点 Eは，直線AP : y = −3

t
x+ 3と (2)の直線 y =

t

3
x− 1 交点である．

これらの連立方程式を解くと E

(
12t

t2 + 9
,
3t2 − 9

t2 + 9

)
ゆえに，直線OEの方程式は y =

3t2 − 9

12t
x すなわち (t2−3)x−4ty = 0

4ODEの内接円の半径 f(t)は，点H

(
3

t
, 0

)
から直線OEまでの距離で

あるから (t >
√
3)

f(t) =

∣∣∣∣(t2 − 3)·3
t
− 4t·0

∣∣∣∣√
(t2 − 3)2 + (−4t)2

=
3(t2 − 3)

t
√
(t2 − 3)2 + 16t2
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(5) (4)の結果から

f(t)2 =
9(t2 − 3)2

t2{(t2 − 3)2 + 16t2}

t >
√
3より，t2 − 3 =

1

u
とおくと (u > 0)

f(t)2 =
9
(
1
u

)2(
1
u
+ 3
){(

1
u

)2
+ 16

(
1
u
+ 3
)} =

9(
1
u
+ 3
)
{1 + 16u(1 + 3u)}

g(u) =
(
1
u
+ 3
)
{1 + 16u(1 + 3u)}とおくと (u > 0)

g(u) = 144u2 + 96u+ 19u+
1

u

g′(u) = 288u+ 96− 1

u2

g′′(u) = 288 +
2

u3
> 0

g′(u)は単調増加， lim
u→+0

g′(u) < 0， lim
u→∞

g′(u) > 0

したがって，g′(u) = 0を満たす u0が唯一存在する．

u (0) · · · u0 · · ·
g′(u) − 0 +

g(u) ↘ 極小 ↗

ゆえに，g(u)は最小値 g(u0)をとる．

よって，t =

√
3 +

1

u0
のとき f(t)は最大値をとる． �
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9.20 2020年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 a, bを正の定数とする．0 < θ < πを満たす実数 θに対し，平面上で，次の三
つの条件 (i)，(ii)，(iii)を満たす三角形 PAB，およびこの三角形と辺ABを共
有する長方形ABCDを考える．

(i) PA = a，PB = b，∠APB = θである．

(ii) 2点C，Dはともに直線ABに関して点 Pと反対側にある．

(iii) AB = 3ADである．

三角形PABの面積と長方形ABCDの面積の和をSとする．次の問いに答えよ．

(1) 辺ABの長さを a, b, θを用いて表せ．

(2) Sを a, b, θを用いて表せ．

(3) θが 0 < θ < πの範囲を動くときの Sの最大値をM とし，Sが最大値M

をとるときの θの値を βとする．M を a, bを用いて表せ．また，sin βお
よび cos βの値をそれぞれ求めよ．

(4) a = 16, b = 25とする．また，βを (3)で定めた値とする．θ = βのとき
の，点 Pと直線ABの距離を求めよ．

2 iを虚数単位とする．z 6= −1を満たす複素数 zに対し，

w =
z − i
z + 1

とおく．次の問いに答えよ．

(1) z 6= −1のときw 6= 1であることを示せ．また，w 6= 1のとき，zをwを
用いて表せ．

(2) tを−1と異なる実数とする．複素数平面において，実部が tである複素数
全体の描く直線を `tとおく．点 zが直線 `t上を動くとき，点wはある円
Stから 1点を取り除いた図形の上を動く．この円 Stの中心Ptに対応する
複素数を tを用いて表せ．

(3) Ptを (2)で定義した点とする．tが−1以外の実数全体を動くときにPtが
描く図形を，複素数平面上に図示せよ．
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3 関数 f(x) = xe−2x2
について，次の問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底と

する．

(1) 関数 f(x)の極大値および極小値を求めよ．また，極大値をとるときの x

の値，および極小値をとるときの xの値を求めよ．

(2) a > 0とし，点A(a, 0)を考える．また，座標平面上の曲線 y = f(x)上の
点 (t, f(t))における接線を `tとおく．`tが点Aを通るような実数 tがちょ
うど二つあるとする．このとき，aの値を求めよ．さらに，その二つの t

の値を p, q (ただし，p < q)とおくとき，p, qを求めよ．

(3) qを (2)で定めた値とする．曲線 y = f(x)，直線 x = qおよび x軸で囲ま
れた図形の面積を求めよ．

4 nを正の整数とする．次の問いに答えよ．

(1) 定積分 ∫ π
n

0

sinnx dx

の値を求めよ．

(2) 定積分 ∫ π

0

| sinnx| dx

の値を求めよ．

(3) 座標平面において連立不等式

0 5 x 5 π, 0 5 y 5 1

2
, y 5 | sinnx|

の表す図形を，x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．

(4) 座標平面において連立不等式

0 5 x 5 π, 0 5 y 5
√
x | sinnx|

の表す図形を，x軸のまわりに 1回転してできる回転体の体積を求めよ．
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5 1個のさいころを 3回投げる．1回目に出た目を a1，2回目に出た目を a2，3回
目に出た目を a3とする．次に，1枚の硬貨を 3回投げる．k = 1, 2, 3に対し，k
回目に表が出た場合は bk = 1，裏が出た場合は bk = akとおく．ベクトル

~a = (a1, a2, a3), ~b = (b1, b2, b3)

を考える．次の問いに答えよ．

(1) a1 + a2 + a3 = 7である確率を求めよ．

(2) b1 = 1である確率を求めよ．

(3) ~b = (1, 1, 1)であったとき，~a = (1, 1, 5)である条件付き確率を求めよ．

(4) ~b = (1, 1, 1)であったとき，a1 + a2 + a3 = 7である条件付き確率を求
めよ．
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解答例

1 (1) 4PABに余弦定理を適用すると

AB2 = a2 + b2 − 2ab cos θ

AB > 0であるから

AB =
√
a2 + b2 − 2ab cos θ

　 P

A B

D C

θ
a b

1 3

(2) AD =
1

3
ABであるから

長方形ABCDの面積 = AB·AD =
1

3
AB2 =

1

3
(a2 + b2 − 2ab cos θ)

また，4PAB =
1

2
ab sin θであるから

S =
1

2
ab sin θ +

1

3
(a2 + b2 − 2ab cos θ)

=
1

3
(a2 + b2) +

ab

6
(3 sin θ − 4 cos θ)

(3) cosϕ =
3

5
, sinϕ = −4

5
とおくと

(
−π
2
< ϕ < 0

)
，(2)の結果から

S =
1

3
(a2 + b2) +

5ab

6
sin(θ + ϕ)

0 < θ < πより，−π
2
< θ + ϕ < πであるから，Sが最大なるとき，θ = β

であるから
β + ϕ =

π

2
ゆえに β =

π

2
− ϕ

よって sin β = sin
(π
2
− ϕ

)
= cosϕ =

3

5

cos β = cos
(π
2
− ϕ

)
= sinϕ = −

4

5

(4) a = 16，b = 25，θ = βのとき S =
1

2
ab sin θ =

1

2
·16·25·3

5
= 120

AB =

√
162 + 252 − 2·16·25·

(
−4

5

)
=
√
1521 = 39

点 Pから直線ABまでの距離を hとすると，S =
1

2
AB·hであるから

120 =
1

2
·39h よって h =

80

13

�
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2 (1) w =
z − i
z + 1

より w − 1 = − 1 + i

z + 1
6= 0

したがって，z 6= −1のとき，w − 1 6= 0，すなわち，w 6= 1

また w(z + 1) = z − i ゆえに (w − 1)z = −w − i

w 6= 1に注意して z = −
w + i

w − 1

(2) 実部が tの直線 `t上の点 zにおいて z + z = 2t

これに (1)の結果を代入すると −w + i

w − 1
− w − i
w − 1

= 2t

(w + i)(w − 1) + (w − 1)(w − i) + 2t(w − 1)(w − 1) = 0

2(t+ 1)|w|2 − (2t+ 1 + i)w − (2t+ 1− i)w + 2t = 0

t 6= −1より，t+ 1 6= 0であるから

|w|2 − 2t+ 1 + i

2(t+ 1)
w − 2t+ 1− i

2(t+ 1)
w = − t

t+ 1∣∣∣∣w − 2t+ 1− i
2(t+ 1)

∣∣∣∣2 = (2t+ 1)2 + 1

4(t+ 1)2
− t

t+ 1

したがって

∣∣∣∣w − 2t+ 1− i
2(t+ 1)

∣∣∣∣ = 1√
2|t+ 1|

上式および (1)の結果から，点wは点
2t+ 1− i
2(t+ 1)

を中心とする半径
1√

2|t+ 1|

の点1を除く円周上を動く．よって，求める円Stの中心Ptは
2t + 1 − i

2(t + 1)

補足 `tの点を z = t+ (t+ 1)i tan θとおくと 3(−π
2
< θ < π

2
)

w = 1− 1 + i

z + 1
= 1− 1 + i

(t+ 1)(1 + i tan θ)

= 1− (1 + i) cos θ

(t+ 1)(cos θ + i sin θ)
= 1− (1 + i) cos θ(cos θ − i sin θ)

t+ 1

= 1− (1 + i)(1 + cos 2θ − i sin 2θ)
2(t+ 1)

= 1− 1 + i

2(t+ 1)
−
√
2(cos π

4
+ i sin π

4
){cos(−2θ) + i sin(−2θ)}
2(t+ 1)

=
2t+ 1− i
2(t+ 1)

−
cos
(
π
4
− 2θ

)
+ i sin

(
π
4
− 2θ

)
√
2(t+ 1)

−3π
4
< π

4
− 2θ < 5π

4
であるから，点 1を除く円周上を動く．

3http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2019.pdf 5 の解説を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2019.pdf
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(3) (2)の結果から

2t+ 1− i
2(t+ 1)

= x+ yi (x, yは実数)

ゆえに x =
2t+ 1

2(t+ 1)
, y = − 1

2(t+ 1)

したがって x− 1 = y = − 1

2(t+ 1)
6= 0

よって y = x − 1 (x 6= 1)

　

O

Im

−1
1 Re

�

3 (1) f(x) = xe−2x2
より

f ′(x) = e−2x2

+ x(−4x)e−2x2

= (1 + 2x)(1− 2x)e−2x2

x · · · −1
2
· · · 1

2
· · ·

f ′(x) − 0 + 0 −
f(x) ↘ 極小 ↗ 極大 ↘

よって x =
1

2
のとき極大値

1

2
√
e
，x = −

1

2
のとき極小値−

1

2
√
e

(2) 曲線 y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線 `tの方程式は

y − te−2t2 = (1− 4t2)e−2t2(x− t)

`tが点 (a, 0)を通ることから

−t = (1− 4t2)(a− t) ゆえに 4t3 − 4at2 + a = 0 · · · (∗)

g(t) = 4t3 − 4at2 + aとおくと g′(t) = 12t2 − 8at = 4t(3t− 2a)

a > 0より，g(t)の増減表は次のようになる．

t · · · 0 · · · 2a
3

· · ·
g′(t) + 0 − 0 +

g(t) ↗ a ↘ −16
27
a3 + a ↗

g(t) = 0の解がちょうど 2個であるから，a 6= 0に注意して

−16

27
a3 + a = 0 ゆえに a

(
a2 − 27

16

)
= 0

a > 0に注意して，これを解くと a =
3
√
3

4
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このとき，p < 0 < q =
2a

3
であり，方程式 (∗)

の解は p, q (qは 2重解)であるから，解と係数
の関係により

p+
2a

3
+

2a

3
= a ゆえに p = −a

3

よって p = −1

3
·3
√
3

4
= −

√
3

4

q =
2

3
·3
√
3

4
=

√
3

2

　

O

y

ta
3

2a
3

−a
3

y=g(t)

a

補足 右上の y = g(t)のグラフの t座標−a
3
, 0,

a

3
,
2a

3
, aは等差数列をなす 4．

f ′(x) = (1− 4x2)e−2x2
より，f ′′(x) = 4x(4x2 − 3)e−2x2

であるから，曲線
y = f(x)上の変曲点は (−q, f(−q))，(0, 0)，(q, f(q))である．点 (q, f(q))

における接線が点 A(a, 0)を通る (a > 0)．3次関数のグラフに引いた接
線の本数についても，変曲点を通る場合が 2本である 5．

O

y

xa

(q, f(q))

(3) (2)の結果から，求める図形の面積は∫ q

0

xe−2x2

=

[
−1

4
e−2x2

]q
0

=
1

4
(1− e−2q2) =

1

4
(1 − e−3

2 )

�

4 (1)

∫ π
n

0

sinnx dx =

[
− 1

n
cosnx

]π
n

0

=
2

n

(2)
∣∣∣sinn(x+ π

n

)∣∣∣ = |sinnx|より，y = | sinnx|は周期 π

n
の周期関数である

から，求める面積を Sとすると

S

n
=

∫ π
n

0

| sinnx| dx =

∫ π
n

0

sinnx dx =

[
− 1

n
cosnx

]n
π

0

=
2

n

よって S = 2

4http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai ri 2015.pdf (p.4の解説を参照)
5http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai ri 2015.pdf 2 の解説を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/kumadai_ri_2015.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2015.pdf
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(3) 右の図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転させ
た回転体の体積を Vnとすると

Vn
π

=

∫ π
6n

0

sin2 nx dx+

∫ π
2n

π
6n

(
1

2

)2

dx

=

∫ π
6n

0

1− cos 2nx

2
dx+

∫ π
2n

π
6n

1

4
dx

=

[
x

2
− 1

4n
sin 2nx

] π
6n

0

+

[
x

4

] π
2n

π
6n

=
π

6n
−
√
3

8n

　

O

y

x

1
2

π
6n

π
2n

π
n

1

よって，求める体積は 2nVn = 2n

(
π

6n
−
√
3

8n

)
π =

(
π

3
−

√
3

4

)
π

別解 y軸を元に y = | sinnx| (0 5 x 5 π)を x軸方向に n倍に拡大したものは，
y = | sin x| (0 5 x 5 nπ)であり，x軸の周りの回転体の体積が n倍され
る．求める体積を V0とすると

V0
2π

=

∫ π
6

0

sin2 x dx+

∫ π
2

π
6

(
1

2

)2

dx

=

∫ π
6

0

1− cos 2x

2
dx+

∫ π
2

π
6

1

4
dx

=

[
x

2
− 1

4
sin 2x

]π
6

0

+

[
x

4

]π
2

π
6

=
π

6
−
√
3

8

(4) 求める回転体の体積を V とすると

V

π
=

∫ π

0

(
√
x | sinnx|)2 dx =

∫ π

0

x sin2 nx dx

=

∫ π

0

x

2
(1− cos 2nx) dx

=

[
x2

4
− 1

4n
x sin 2nx− 1

8n2
cos 2nx

]π
0

=
π2

4

よって V =
π3

4
�
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5 (1) a1 + a2 + a3 = 7の場合の数の総数は，7個の○を一列に並べ，間の 6カ所
のうち 2カ所に仕切りを作り，区切られた○の個数を順番に a1, a2, a3と
したときの場合の総数に等しい．よって，求める確率は

6C2

63
=

5

72

(2) b1 = 1となるのは，次の事象である．

• 1回目に投げた硬貨が表である．

• 1回目に投げた硬貨が裏で，a1 = 1である．

これらの事象は，互いに排反であるから，求める確率は

1

2
+

1

2
·1
6
=

7

12

(3) ~a = (1, 1, 5)，~b = (1, 1, 1)となる事象をそれぞれA，Bとする．(2)の
結果から

P (B) =

(
7

12

)3

A ∩ Bは，さいころの出た目が順に 1, 1, 5で，硬貨は，1，2回目は表・
裏どちらでもよく，3回目が裏となる事象であるから

P (A ∩B) =

(
1

6

)3

× 12·1
2
=

1

2

(
1

6

)3

よって，求める条件付き確率は

PB(A) =
P (A ∩B)

P (B)
=

1

2

(
1

6

)3

×
(
12

7

)3

=
4

343

(4) a1 + a2 + a3 = 7となる事象をCとする．B ∩ Cは，{a1, a2, a3}の組合
せが {1, 1, 5}，{1, 2, 4}，{1, 3, 3}，{2, 2, 3}の場合であるから

P (B ∩ C) =
(
1

6

)3
{
3!

2!
·12·1

2
+ 3!·1·

(
1

2

)2

+
3!

2!
·1·
(
1

2

)2

+
3!

2!
·
(
1

2

)3
}

=

(
1

6

)3
33

8

求める条件付き確率は PB(C) =
P (B ∩ C)
P (B)

=

(
1

6

)3
33

8
×
(
12

7

)3

=
33

343
�
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9.21 2021年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 必答, 5 6 から 1題

1 aを実数とする．関数 f(x) = −2

3
x3 +

2a+ 1

2
x2 − ax が x = aで極大値をとる

とき，次の問いに答えよ．

(1) aの満たす条件を求めよ．

(2) 次の不等式を解け．
|x+ 1|+ |x− 2| 5 4

(3) xが (2)の範囲を動くとき，f(x)の最大値と最小値を aを用いて表せ．

2 座標平面において，二つの放物線

y = x2, y = −
√
2x2 + 3x+

√
2

上にそれぞれ点A(1, 1)，点C(
√
2− 1,

√
2 + 1)をとる．次の問いに答えよ．

(1) 放物線 y = x2上に点Aと異なる点 Bがあり，
−→
ABと

−→
CBは垂直であると

する．このとき，Bの座標を求めよ．

(2) 放物線 y = −
√
2x2 + 3x +

√
2上に点Cと異なる点Dがあり，

−→
ADと

−→
CD

は垂直であるとする．このとき，Dの座標を求めよ．

(3) B，Dはそれぞれ (1)，(2)で定めたものとする．このとき，四角形ABCD

が正方形であることを示せ．

3 1個のさいころを 3回投げる．1回目に出た目の数を a，2回目に出た目の数を
b，3回目に出た目の数を cとする．また，

f(x) = (−1)ax2 + bx+ c

とする．次の問いに答えよ．

(1) b2 > 4cである確率を求めよ．

(2) 2次方程式 f(x) = 0が異なる二つの実数解をもつ確率を求めよ．

(3) 2次方程式 f(x) = 0が異なる二つの実数解をもつとき，f ′(1) = 7である
条件付き確率を求めよ．

(4) 2次方程式 f(x) = 0が異なる二つの実数解をもつとき，少なくとも一つ
が正の解である条件付き確率を求めよ．
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4 a, b, cを実数とし，2次方程式 x2 + x− (c− 1) = 0が実数解 α, β (α < β)を
もつとする．さらに，二つの等式 a+ b = c2，aα+ bβ + c = 0が成り立つとき，
次の問いに答えよ．

(1) α，βおよび b− aを，それぞれ cを用いて表せ．

以下において，a，b，cを自然数とする．

(2)
√
4c− 3が自然数でないとき，自然数 a，b，cの組を求めよ．

(3) 自然数 sを用いて，4c− 3 = s2と表されるとき，sと aは等式

s5 − s4 + 6s3 + 2s2 + (9− 32a)s = −15

を満たすことを示せ．

(4) (3)のとき，自然数 a，b，cの組をすべて求めよ．

5 座標平面において，曲線 y = ex上の点 P(t, et)における法線を `とし，`と y

軸との交点をQとする．t 6= 0のとき，線分PQの中点をRとし，t = 0のとき
はR(0, 1)とする．次の問いに答えよ．

(1) 直線 `の方程式を求めよ．

(2) tが実数全体を動くとき，点Rのえがく曲線Cの方程式を求めよ．

(3) (2)の曲線C，y軸，直線 y = e−2 + e2で囲まれた図形F の面積を求めよ．

(4) (3)の図形 F を x軸のまわりに回転して得られる回転体の体積を求めよ．

6 座標平面において，O(0, 0)，A(4, 0)，P(3, 0)とする．線分OAに点Pで接す
る円Cを内接円とする4OABを考える．ただし，円Cの中心は第 1象限にあ
るとする．次の問いに答えよ．

(1) OBとABの差は一定であることを証明せよ．

(2) 円Cの半径を rとするとき，rのとる値の範囲を求めよ．

(3) rが (2)の範囲で変化するとき，点Bの軌跡の方程式を求めよ．また，そ
の概形をかけ．
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解答例

1 (1) f(x) = −2

3
x3 +

2a+ 1

2
x2 − axより

f ′(x) = −2x2 + (2a+ 1)x− a = −(2x− 1)(x− a)

f ′(x) = 0とすると x =
1

2
, a

x = aで極大となるから，f(x)の増減により
1

2
< a

(2) y = |x+ 1|+ |x− 2|とすると

y =


−2x+ 1 (x 5 −1)

3 (−1 5 x 5 2)

2x− 1 (2 5 x)

グラフから，|x+ 1|+ |x− 2| 5 4の解は

−
3

2
5 x 5

5

2

　

O

y

x2−1
−3

2
5
2

3

4

(3) x =
1

2
は定義域−3

2
5 x 5 5

2
の中央であるから，f(x)の最大値は

max

(
f

(
−3

2

)
, f

(
5

2

))
= max

(
15

4
a+

27

8
,
15

4
a− 175

24

)
=

15

4
a +

27

8

f

(
1

2

)
= −1

4
a+

1

24
= f

(
6a− 1

4

)
であるから

5

2
<

6a− 1

4
すなわち a >

11

6
のとき 最小値 f

(
1

2

)
= −

1

4
a +

1

24

6a− 1

4
5 5

2
すなわち

1

2
< a 5

11

6
のとき 最小値f

(
5

2

)
=

15

4
a −

175

24

x1
2

a2a+1
4

6a−1
4

3−2a
4
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補足 x =
1

2
で極小，x = aで極大となるから，その中央 x =

2a+ 1

4
が変曲点

の x座標となる．ここで，等差数列

3− 2a

4
,
1

2
,
2a+ 1

4
, a,

6a− 1

4

をとると，次式が成立する 6．

f

(
3− 2a

4

)
= f(a), f

(
1

2

)
= f

(
6a− 1

4

)

x =
1

2
を極として，f(x)を展開すると

f(x) = f

(
1

2

)
+ f ′

(
1

2

)(
x− 1

2

)
+

1

2!
f ′′
(
1

2

)(
x− 1

2

)2

− 2

3

(
x− 1

2

)3

= f

(
1

2

)
+

2a− 1

2

(
x− 1

2

)2

− 2

3

(
x− 1

2

)3

d > 0とし，x =
1

2
− d，x =

1

2
+ dに対する f(x)を求めると

f

(
1

2
− d
)

= f

(
1

2

)
+

2a− 1

2
d2 +

2

3
d3

f

(
1

2
+ d

)
= f

(
1

2

)
+

2a− 1

2
d2 − 2

3
d3

上の 2式から f

(
1

2
− d
)
> f

(
1

2
+ d

)
特に，d = 2とすると f

(
−3

2

)
> f

(
5

2

)
�

6http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TSdai/TSdai 2017.pdf (p.6を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/TSdai/TSdai_2017.pdf
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2 (1) A(1, 1)と異なる点Bの座標を (b, b2)とすると (b 6= 1)

−→
AB =

(
b− 1

b2 − 1

)
= (b− 1)

(
1

b+ 1

)

また，C(
√
2− 1,

√
2 + 1)，B(b, b2)より

−→
CB =

(
b−
√
2 + 1

b2 −
√
2− 1

)
−→
AB⊥

−→
CBより，

−→
AB·
−→
CB = 0であるから

1·(b−
√
2 + 1) + (b+ 1)(b2 −

√
2− 1) = 0

b3 + b2 −
√
2b− 2

√
2 = 0

(b−
√
2){b2 + (

√
2 + 1)b+ 2} = 0

(b−
√
2)


(
b+

√
2 + 1

2

)2

+
5− 2

√
2

4

 = 0

したがって b =
√
2 よって B(

√
2, 2)

(2) 点C(
√
2− 1,

√
2 + 1)と異なる点Dの座標を (d,−

√
2d2 + 3d+

√
2)とす

ると (d 6=
√
2− 1)

−→
CD =

(
d−
√
2 + 1

−
√
2d2 + 3d− 1

)
= (d−

√
2 + 1)

(
1

−
√
2d+

√
2 + 1

)

また，A(1, 1)，D(d,−
√
2d2 + 3d+

√
2)より

−→
AD =

(
d− 1

−
√
2d2 + 3d+

√
2− 1

)
−→
AD⊥

−→
CDより，

−→
AD·
−→
CD = 0であるから

1·(d− 1) + (−
√
2d+

√
2 + 1)(−

√
2d2 + 3d+

√
2− 1) = 0

2d3 − (2 + 4
√
2)d2 + (2 + 4

√
2)d = 0

d{d2 − (1 + 2
√
2)d+ (1 + 2

√
2)} = 0

d


(
d− 1 + 2

√
2

2

)2

+
4
√
2− 5

4

 = 0

したがって d = 0 よって D(0,
√
2)



712 第 9章 広島大学

(3) (1)，(2)の結果から

−→
AB = (

√
2− 1, 1),

−→
AD = (−1,

√
2− 1)

−→
ADは

−→
ABを

π

2
だけ回転したもの，すなわち，点Bを点Aを中心に

π

2
だ

け回転させたものがDである．また
−→
BC = (−1,

√
2− 1)より

−→
BC =

−→
AD

よって，四角形ABCDは正方形である．

補足 放物線 C : y = f(x)上の 2点 A(α, f(α))，

B(β, f(β)) を通る直線はC上の x =
α + β

2
における接線と平行である．

f(x) = ax2 + bx+ cとすると

f ′(x) = 2ax+ b

であるから

f(β)− f(α)
β − α

= f ′
(
α + β

2

)

　

x

C

A

B

M

α βα+β
2

~v

本題の放物線について，f(x) = −
√
2x2 + 3x+

√
2とすると

f ′(x) = −2
√
2x+ 3

2点C(
√
2− 1, f(

√
2− 1))，D(d, f(d))を通る直線の傾きは

f ′

(√
2− 1 + d

2

)
= −2

√
2·
√
2− 1 + d

2
+ 3

= −
√
2d+

√
2 + 1 �

3 (1) b2 > 4cより c <
1

4
b2 これを満たす (b, c)の組は，次の 17組

• b = 1, 2のとき cはなし

• b = 3のとき c = 1, 2

• b = 4のとき c = 1, 2, 3

• b = 5, 6のとき c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

よって，求める確率は
17

62
=

17

36
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(2) (i) a = 1, 3, 5のとき，f(x) = −x2 + bx+ cであるから，係数について

D = b2 + 4c > 0

このとき，つねに異なる 2つの実数解をもつ．

(ii) a = 2, 4, 6のとき，f(x) = x2 + bx + cであるから，f(x) = 0が異な
る二つの実数解をもつ条件は

b2 − 4c > 0 すなわち b2 > 4c

よって，求める確率は，(i),(ii)および (1)の結果から

3

6
+

3

6
× 17

36
=

53

72

(3) まず，2つの事象を次のように定める．

A :「2次方程式 f(x) = 0が異なる二つの実数解をもつ」

B :「f ′(1) = 7である」

(2)の結果から P (A) =
53

72

f ′(x) = 2(−1)ax+ bより，f ′(1) = 7のとき

2(−1)a + b = 7

これを満たす (a, b)は，次の 3組

(a, b) = (2, 5), (4, 5), (6, 5)

(ii)より B =⇒ A ゆえに P (B) = P (A ∩B) =
3

62
=

1

12

よって，求める条件付き確率は

PA(B) =
P (A ∩B)

P (A)
=

1

12
53

72

=
6

53
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(4) a = 2, 4, 6のとき，x > 0に対し，f(x) = x2 + bx+ c > 0であるから，こ
のとき，方程式 f(x) = 0は正の解をもたない．

a = 1, 3, 5のとき，(i)より，f(x) = 0は，異なる二つの実数解をもち，そ
れらを α, βとすると，解との係数の関係により

αβ = −c < 0

このとき，少なくとも一つの正の解をもつ．

「f(x) = 0が少なくとも一つの正の解をもつ」事象をCとすると

P (A ∩ C) = 3

6
× 0 +

3

6
× 1 =

1

2

よって，求める条件付き確率は

PA(C) =
P (A ∩ C)
P (A)

=

1

2
53

72

=
36

53

�

4 (1) α, β (α < β)は，2次方程式 x2 + x− (c− 1) = 0の解であるから

α =
−1 −

√
4c − 3

2
, β =

−1 +
√
4c − 3

2

a+ b = c2 · · · 1©，aα+ bβ + c = 0より，β − α 6= 0に注意して

a =
c

β − α
(cβ + 1), b =

c

β − α
(−cα− 1) (∗)

上の 2式および α + β = −1から

b− a =
c

β − α
{−c(α + β)− 2} =

c
√
4c − 3

(c − 2) (∗∗)
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(2)
√
4c− 3が自然数でない有理数であると仮定すると，

√
4c− 3 =

p

q

とする (p, qは互いに素である整数, q 6= 1)．この両辺を平方すると

4c− 3 =
p2

q2

cは自然数より，左辺は自然数であるから，q = 1となり矛盾．

したがって，
√
4c− 3は無理数である．(1)の結果から

(b− a)
√
4c− 3 = c(c− 2)

b− a 6= 0と仮定すると，a, bは自然数であるから，上式の左辺は無理数，
右辺は有理数となり，矛盾．したがって，b− a = 0より

c(c− 2) = 0

cは自然数であるから c = 2 さらに 1©より a = b = 2

(3) (1)の結果から

β − α =
√
4c− 3 = s さらに c =

s2 + 3

4
· · · 2©, β =

−1 + s

2

これらを (∗)の第 1式に代入すると

a =
1

s
·s

2 + 3

4

(
s2 + 3

4
·−1 + s

2
+ 1

)
したがって 32as = (s2 + 3){(s2 + 3)(s− 1) + 8}

これを整理すると s5 − s4 + 6s3 + 2s2 + (9− 32a)s = −15
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(4) (3)の結果から

s{s4 − s3 + 6s2 + 2s+ (9− 32a)} = −15

sは自然数であるから，s = 1, 3, 5, 15の場合について調べればよい．

(∗∗)より b− a =
c(c− 2)

s
· · · 3©

(i) s = 1のとき， 2©より c = 1 これらを 1©， 3©に代入すると

a+ b = 1, b− a = −1

このとき，b = 0となり，条件に反し，不適

(ii) s = 3のとき， 2©より c = 3 これらを 1©， 3©に代入すると

a+ b = 9, b− a = 1

これを解いて a = 4, b = 5

(iii) s = 5のとき， 2©より c = 7 これらを 1©， 3©に代入すると

a+ b = 49, b− a = 7

これを解いて a = 21, b = 28

(iv) s = 15のとき， 2©より c = 57 これらを 1©， 3©に代入すると

a+ b = 3249, b− a = 209

これを解いて a = 1520, b = 1729

(5) よって，求める (a, b, c)の組は

(a, b, c) = (4, 5, 3), (21, 28, 7), (1520, 1729, 57)

�
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5 (1) y = exを微分すると

y′ = ex

したがって，曲線 y = ex上の点 (t, et)に
おける法線の方程式は

y − et = − 1

et
(x− t)

よって y = −e−tx + te−t + et

　

O

y

x

P

Q

t

et

1

R

`

(2) (1)の結果から，2点 P(t, et)，Q(0, te−t + et) の中点R(x, y)は

x =
t

2
, y =

1

2
(te−t + 2et)

上の 2式から tを消去することにより，点Rのえがく軌跡Cの方程式は

C : y = xe−2x + e2x

(3) f(x) = xe−2x + e2xとおくと

f ′(x) = e−2x − 2xe−2x + 2e2x

= e−2x(2e4x − 2x+ 1)

ここで，g(x) = ex − x− 1とおくと g′(x) = ex − 1

x · · · 0 · · ·
g′(x) − 0 +

g(x) ↘ 0 ↗

g(x) = 0より g(4x) = e4x − 4x− 1 = 0

これを利用すると

f ′(x) =
1

2
e−2x(4e4x − 4x+ 2)

=
1

2
e−2x{(e4x − 4x− 1) + 3(e4x + 1)} > 0

f(x)は単調増加で，f(1) = e−2 + e2である
から，図形 F は右の図の斜線部分である．

　

O

y

x1

1

e−2 + e2

C



718 第 9章 広島大学

図形 F の面積を Sとすると

S = 1(e−2 + e2)−
∫ 1

0

f(x) dx

= e−2 + e2 −
∫ 1

0

xe−2x dx−
∫ 1

0

e2x dx

= e−2 + e2 +
1

2

[
e−2x

(
x+

1

2

) ]1
0

− 1

2

[
e2x
]1
0

=
7

4
e−2 +

1

2
e2 +

1

4

(4) 求める回転体の体積を V とすると

V

π
= (e−2 + e2)2 −

∫ 1

0

(xe−2x + e2x)2 dx

= (e−2 + e2)2 −
∫ 1

0

x2e−4x dx−
∫ 1

0

2x dx−
∫ 1

0

e4x dx

= (e−2 + e2)2 +
1

4

[
e−4x

(
x2 +

x

2
+

1

8

) ]1
0

−
[
x2
]1
0

− 1

4

[
e4x
]1
0

=
45

32
e−4 +

3

4
e4 +

39

32

よって V = π

(
45

32
e−4 +

3

4
e4 +

39

32

)
補足 次の積分公式が利用できる 7．∫

epxf(x) dx =
epx

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+
f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C∫

e−pxf(x) dx = −e
−px

p

{
f(x) +

f ′(x)

p
+
f ′′(x)

p2
+
f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C

上の第 2式は第 1式の pを−pに置き換えたものである．本題では∫
x2e−4x dx = −1

4
e−4x

{
x2 +

(x2)′

4
+

(x2)′′

42

}
+ C

= −1

4
e−4x

(
x2 +

x

2
+

1

8

)
+ C

�

7http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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6 (1) 2辺AB，BOとCの接点をそれぞれQ，Rとし，BQ = BR = dとすると

OB = 3 + d, AB = 1 + d

よって OB− AB = (3 + d)− (1 + d) = 2

A

B

P

Q

R

3

3

1

d
d

I

r

θ αO

y

x4

C

(2) Cの中心を Iとし，∠IOA = θ，∠OAI = αとすると

r = 3 tan θ = tanα

B = π − (2θ + 2α) > 0 ゆえに θ + α <
π

2

tan(θ + α) > 0であるから

tan(θ + α) =
tan θ + tanα

1− tan θ tanα
=

r
3
+ r

1− r
3
·r

=
4r

3− r2
> 0

したがって 3− r2 > 0 よって 0 < r <
√
3

(3) B(x, y)とおくと (y > 0)，(1)の結果から

OB− 2 = AB

これにOB =
√
x2 + y2，AB =

√
(x− 4)2 + y2を代入すると√

x2 + y2 − 2 =
√
(x− 4)2 + y2

両辺を平方すると

x2 + y2 − 4
√
x2 + y2 + 4 = (x− 4)2 + y2

整理すると 2x− 3 =
√
x2 + y2 · · · 1©

さらに両辺を平方すると

4x2 − 12x+ 9 = x2 + y2 ゆえに (x− 2)2 − y2

3
= 1 (∗)
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y > 0および 1©から，双曲線 (∗)の x > 3, y > 0の部分で，その概形は下
の図の実線部分である．また漸近線は y =

√
3(x− 2)である．

O

y

x
2 3

−2
√
3

�
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9.22 2022年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標平面上の曲線 y = x3+x2をCとする．また，aを実数とし，Laを点 (−1, 0)
を通る傾き aの直線とする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) Cと Laがちょうど二つの共有点をもつような aの値をすべて求めよ．

(2) aが (1)の条件を満たすそれぞれの場合について，CとLaで囲まれた部分
の面積を求めよ．

(3) Cと Laがちょうど三つの共有点をもち，さらに Cと Laで囲まれた二つ

の部分の面積の差の絶対値が
3

2
となるとき，aの値を求めよ．

2 aを正の実数，tを 0 < t < 1を満たす実数とする．座標平面上の 3点A(0, a)，
B(−1, 0)，C(1, 0)を頂点とする二等辺三角形の内接円を Sとし，その中心が
I(0, t)であるとする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) ∠IBCを θとおく．tと aを，それぞれ θを用いて表せ．

(2) aを tを用いて表せ．

(3) 4ABCの重心が内接円 Sの周上にあるとき，tの値を求めよ．

(4) 4ABCの垂心がSの周上にあるとき，tの値を求めよ．ただし，三角形の
各頂点から対辺，またはその延長に下ろした 3本の垂線は 1点で交わるこ
とが知られており，その交わる点を三角形の垂心と呼ぶ．

(5) 4ABCの外心が Sの周上にあるとき，tのとり得る値をすべて求めよ．
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3 a, bを整数とする．また，整数の数列 {cn}を c1 = a，c2 = bおよび漸化式

cn+2 = cn+1 + cn (n = 1, 2, 3, · · · )

により定める．このとき，次の問いに答えよ．

(1) a = 39，b = 13とする．このとき，二つの整数 c5と c6の最大公約数を求
めよ．

(2) aと bはともに奇数であるとする．このとき，自然数 nに対して次の命題
Pnが成り立つことを，nについての数学的帰納法で示せ．

Pn : c3n−2と c3n−1はともに奇数であり，c3nは偶数である．

(3) dを自然数とし，aと bはともに dの倍数であるとする．このとき，自然
数 nに対して cnが dの倍数になることを示せ．ただし，数学的帰納法を
用いて証明すること．

(4) c2022が奇数であるならば，a+ bも奇数であることを示せ．
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4 nを自然数とする．袋の中に赤玉が 3個，白玉が (n+ 5)個，合計で (n+ 8)個
の玉が入っている．また，空箱A，B，C，D，E，Fが用意されている．この
準備の下で次の試行 1，試行 2を順に行う．

試行 1 袋から玉を 1個取り出して，箱Aに入れる．箱Aに入れた玉が白玉
なら i = 0，赤玉なら i = 1とおく．

試行 2 次に，袋から白玉を n個取り出して，箱Bに入れる．この時点で，袋
に残った玉 7個のうち，赤玉は (3− i)個，白玉は (4+ i)個である．こ
の 7個の中から 2個の玉を取り出して，箱Cに入れる．

試行 2を終えたら，箱Aと箱Cの玉の色を記録して，箱A，B，Cの玉をすべ
て元通り袋に戻す．そして次の試行 3を行う．

試行 3 袋から玉を 1個取り出して，箱Dに入れる．次に，袋から玉を n個取
り出して，箱Eに入れる．最後に袋から玉を 2個取り出して，箱Fに
入れる．

このとき，次の問いに答えよ．

(1) i = 0であったとき，試行 2において箱Cに赤玉が 2個入る条件付き確率
p0を求めよ．また，i = 1であったとき，試行 2において箱Cに赤玉が 2

個入る条件付き確率 p1を求めよ．

(2) 試行 1において，箱Aに赤玉が入る確率 qAを nを用いて表せ．また，試
行 1，試行 2を順に行うとき，箱 Cに赤玉が 2個入る確率 qCを nを用い
て表せ．

(3) 試行 3において，箱Dに赤玉が入るという事象を事象X，箱Eに入る玉が
すべて白であるという事象を事象 Y，箱Fに赤玉が 2個入るという事象を
事象Zと呼ぶことにする．事象Xと事象Y がともに起こる確率P (X∩Y )

を nを用いて表せ．また，事象 Y と事象Zがともに起こる確率P (Y ∩Z)
を nを用いて表せ．

(4) (3)の事象 Y が起こったとき，(3)の事象Xが起こる条件付き確率PY (X)

と，(3)の事象Zが起こる条件付き確率 PY (Z)をそれぞれ求めよ．
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5 次の問いに答えよ．

(1)
√
2

(√
2
√

2
)
と
(√

2
√
2
)√

2

との大小を比較せよ．

(2) 関数 f(x)を f(x) =
√
2 xと定義し，座標平面上の曲線 y = f(x)を C と

する．C 上の点 (2, f(2))における接線の方程式を，実数m, kを用いて
y = mx+ kと表すとき，mと kの値をそれぞれ求めよ．

(3) f(x)およびmと kを (2)のように定める．すべての実数 xに対して
f(x) = mx+ kが成り立つことを示せ．

(4) 数列 {an}を a1 =
√
2および漸化式 an+1 =

√
2 an (n = 1, 2, 3, · · · )により

定義する．自然数 nに対して

2− an+1 5 (log 2)·(2− an)

が成り立つことを示し，極限値 lim
n→∞

anを求めよ．必要ならば，自然対数

の底が e = 2.718 · · · であることを用いてよい．
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解答例

1 (1) C : y = x3 + x2と点 (−1, 0)を通り傾き a直線La : y = a(x+ 1)の方程式
から yを消去すると

x3 + x2 = a(x+ 1) ゆえに (x+ 1)(x2 − a) = 0 (∗)

この方程式が重解もつ次の場合である．

(i) x2 − a = 0が重解をもつとき a = 0

(ii) x2 − a = 0が x = −1を解にもつとき a = 1

(i)，(ii)から，求める aの値は a = 0, 1

(2) (i) a = 0のとき，(∗)の解は x = −1, 0∫ 0

−1

(x3 + x2) dx =

[
x4

4
+
x3

3

]0
−1

=
1

12

(ii) a = 1のとき，(∗)の解は x = −1, 1∫ 1

−1

{(x+ 1)− (x3 + x2)} dx = 2

∫ 1

0

(1− x2) dx = 2

[
x− x3

3

]1
0

=
4

3

O

y

x O

y

x

(i) a = 0

−1

(ii) a = 1

−1
1

L1

L0

補足 積分公式 8

∫ β

α

(x − α)m(β − x)n dx =
m!n!

(m + n + 1)!
(β − α)m+n+1

∫ 1

−1

{(x+ 1)− (x3 + x2)} dx =

∫ 1

−1

(x+ 1)2(1− x) dx

=
1

12
{1− (−1)}4 = 4

3

8http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai tech 2010 kouki.pdfの 1 を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_tech_2010_kouki.pdf
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(3) Cと Laがちょうど三つの共有点をもつとき，方程式 (∗)は異なる 3つの
実数解をもつから，aの値は次の範囲にある．

(i) 0 < a < 1のとき，下の図に示した S1，S2の面積について，(2)の結
果から

0 < S1 <
1

12
, 0 < S2 <

4

3
ゆえに |S2 − S1| <

4

3

このとき，|S2 − S1| 6=
3

2
であり，不適．

(ii) a > 1のとき，f(x) = a(x + 1) − (x3 + x2)とおくと，下の図の二つ
の部分の面積 T1，T2は

T1 = −
∫ −1

−
√
a

f(x) dx, T2 =

∫ √
a

−1

f(x) dx

したがって

T2 − T1 =
∫ √

a

−1

f(x) dx+

∫ −1

−
√
a

f(x) dx

=

∫ √
a

−
√
a

f(x) dx = 2

∫ √
a

0

(a− x2) dx

= 2

[
ax− x3

3

]√a

0

=
4

3
a

3
2

条件より
4

3
a

3
2 =

3

2
ゆえに a

3
2 =

9

8
よって a =

3
4
3

4

O

y

x O

y

x

S1

S2

T1

T2

La

La

C C

√
a

−
√
a

(i) 0 < a < 1 (ii) a > 1

−1 −1

�
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2 (1) 右の図から

t = tan θ, a = tan 2θ

　

O

y

x

A

B C
−1 1

a

It

θ

2t
(2) (1)の結果より

a = tan 2θ =
2 tan θ

1− tan2 θ
=

2t

1 − t2

(3) 4ABCの重心の座標は
(
0,

a

3

)
これが円周上の点 (0, 2t)と一致するから

a

3
= 2t ゆえに a = 6t

これに (2)の結果を代入すると

2t

1− t2
= 6t ゆえに t(3t2 − 2) = 0

0 < t < 1に注意して t =

√
6

3

(4) 点B(−1, 0)を通り，直線ACに垂直な直線の方程式は

y =
1

a
(x+ 1) ゆえに y =

x

a
+

1

a

この直線と y軸との交点
(
0,

1

a

)
が，(0, 2t) と一致するから

1

a
= 2t

これに (2)の結果を代入すると (0 < t < 1)

1− t2

2t
= 2t ゆえに 5t2 = 1 よって t =

√
5

5
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(5) ACの垂直二等分線，すなわち，ACの中点
(
1

2
,
a

2

)
を通り，傾き

1

a
の直

線の方程式は

y − a

2
=

1

a

(
x− 1

2

)
すなわち y =

x

a
+
a

2
− 1

2a

この直線と y軸との交点
(
0,

a

2
− 1

2a

)
が，原点O(0, 0)または (0, 2t)に

一致するときである．

(i)
a

2
− 1

2a
= 0のとき (a > 0)

a2 = 1 ゆえに a = 1

これに (2)の結果を代入すると
2t

1− t2
= 1

t2 + 2t− 1 = 0 tの値の範囲に注意して t = −1 +
√
2

(ii)
a

2
− 1

2a
= 2tのとき，これに (2)の結果を代入すると

t

1− t2
− 1− t2

4t
= 2t 整理すると 7t4 − 2t2 − 1 = 0

したがって t2 =
1 + 2

√
2

7
tの範囲に注意して t =

√
1 + 2

√
2

7

(i)，(ii)より t = −1 +
√
2,

√
1 + 2

√
2

7
�
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3 (1) c1 = 39, c2 = 13, cn+2 = cn+1 + cnより

c3 = 52, c4 = 65, c5 = 117, c6 = 182

117 = 13·32，182 = 13·2·7より，c5と c6の最大公約数は 13

補足 nがmで割り切れること (mが nの約数)をm |nと表記し，整数 x，yの
最大公約数を (x, y)と表記すると

(x, y) | x, (x, y) | y

が成り立つ．

cn+2 = cn+1+ cnより，(cn+1, cn) | cn+2，また，(cn+1, cn) | cn+1であるから，
(cn+1, cn)は，cn+2と cn+1の公約数，したがって

(cn+1, cn) | (cn+2, cn+1) (A)

cn = cn+2− cn+1より，(cn+2, cn+1) | cn，また，(cn+2, cn+1) | cn+1であるか
ら，(cn+2, cn+1)は，cn+1と cnの公約数，したがって

(cn+2, cn+1) | (cn+1, cn) (B)

(A)，(B)より (cn+2, cn+1) = (cn+1, cn) 一般に (cn+1, cn) = (c2, c1)

(2) Pn : c3n−2と c3n−1はともに奇数であり，c3nは偶数である．

［1］n = 1のとき，c1と c2がともに奇数であるから，c3は偶数．
よって，P1が成立する．

［2］Pkが成立すると仮定すると

c3k−1が奇数，c3kが偶数より c3k+1は奇数，
c3kが偶数，c3k+1が奇数より c3k+2は奇数，
c3k+1が奇数，c3k+2が奇数より c3k+3は偶数

よって，Pk+1も成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，Pnが成立する． (証終)
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(3) Qn : c2n−1と c2nはともに dの倍数である．

［1］c1と c2はともに dの倍数であるから，Q1は成立する．

［2］Qkが成立すると仮定すると

c2k−1 = dx2k−1, c2k = dx2k

となる整数 x2k−1, x2kが存在するから

c2k+1 = c2k + c2k−1 = d(x2k + x2k−1),

c2k+2 = c2k+1 + c2k = d(x2k + x2k−1) + dx2k

= d(2x2k + x2k−1)

よって，Qk+1も成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nについて，Qnが成立する．

よって，aと bがともに dの倍数であるとき，cnは dの倍数である．

(4) a+ bが偶数であるのは，次の場合である．

(i) aと bがともに奇数であるとき，(2)の結論から，c2022 = c3·674 は偶数
であるから不適．

(ii) aと bがともに偶数 (2の倍数)であるとき，(3)の結論から，c2022は
偶数 (2の倍数)であるから不適．

(i)，(ii)より，a+ bは偶数ではない，すなわち，a+ bは奇数である．�
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4 (1) 条件付き確率 p0は，赤玉 3個，白玉 4個の計 7個から 2個取り出し，2個
とも赤玉の確率であるから

p0 =
3C2

7C2

=
3

21
=

1

7

条件付き確率 p1は，赤玉 2個，白玉 5個の計 7個から 2個取り出し，2個
とも赤玉の確率であるから

p1 =
2C2

7C2

=
1

21

(2) qA =
3

n + 8

箱Aに白玉が入る確率を qAとすると qA = 1− qA =
n+ 5

n+ 8

qC = qAp0 + qAp1

=
n+ 5

n+ 8
·1
7
+

3

n+ 8
· 1
21

=
n + 6

7(n + 8)

(3)

P (X ∩ Y ) =
3

n+ 8
·n+5Cn

n+7Cn

=
3

n+ 8
·n+5C5

n+7C7

=
3

n+ 8
·(n+ 5)!

n!5!
· n!7!

(n+ 7)!

=
3

n+ 8
· 7·6
(n+ 7)(n+ 6)

=
126

(n + 8)(n + 7)(n + 6)

P (X ∩ Y ∩ Z) = 126

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
·2C2

7C2

=
6

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
,

P (X ∩ Y ∩ Z) = n+ 5

n+ 8
·n+4Cn

n+7Cn

·3C2

7C2

=
n+ 5

n+ 8
·n+4C4

n+7C7

·3C2

7C2

=
n+ 5

n+ 8
·(n+ 4)!

n!4!
· n!7!

(n+ 7)!
·1
7
=

30

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

したがって

P (Y ∩ Z) = P (X ∩ Y ∩ Z) + P (X ∩ Y ∩ Z)

=
6

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
+

30

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

=
36

(n + 8)(n + 7)(n + 6)
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(4)

P (X ∩ Y ) =
n+ 5

n+ 8
·n+4Cn

n+7Cn

=
n+ 5

n+ 8
·n+4C4

n+7C7

=
n+ 5

n+ 8
·(n+ 4)!

n!4!
· n!7!

(n+ 7)!
=

210

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

上式および (3)の結果から

P (Y ) = P (X ∩ Y ) + P (X ∩ Y )

=
126

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
+

210

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

=
336

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

したがって

PY (X) =
P (X ∩ Y )

P (Y )

=
126

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
·(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

336
=

3

8
,

PY (Z) =
P (Y ∩ Z)
P (Y )

=
36

(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)
·(n+ 8)(n+ 7)(n+ 6)

336
=

3

28

�

5 (1)

(√
2
√
2
)√

2

=
√
2
2
=
√
2

(√
2
2
)
>
√
2

(√
2
√

2
)

よって
√
2

(√
2

√
2
)
<

(√
2
√

2
)√

2

(2) f(x) =
√
2 xより f ′(x) =

√
2 x log

√
2

f(2) = 2, f ′(2) = 2 log
√
2 = log 2であるから，求める接線の方程式は

y − 2 = (x− 2) log 2 すなわち y = x log 2 + 2− 2 log 2

よって m = log 2, k = 2 − 2 log 2
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(3) f ′(x) =
√
2 x log

√
2 > 0, f ′′(x) =

√
2 x(log

√
2)2 > 0

mx+ k = f ′(2)(x− 2) + f(2)より

g(x) = f(x)− f ′(2)(x− 2)− f(2)

とおくと g(2) = 0

g′(x) = f ′(x)− f ′(2)

f ′(x)は単調増加であるから，g(x)の増減表は

x · · · 2 · · ·
g′(x) − 0 +

g(x) ↘ 極小 ↗

したがって，すべての実数 xに対して

g(x) = 0 よって f(x) = mx+ k

(4)
√
2 5 x 5 2のとき，f(x), f ′(x)は単調増加である．平均値の定理により

f(2)− f(x)
2− x

= f ′(c) (x < c < 2)

を満たす cが存在する．f(2) = 2および f ′(c) 5 f ′(2) = log 2より

2− f(x)
2− x

5 log 2 (A)

f(2) = 2で，
√
2 5 x 5 2において，f(x)は単調増加であるから

f(x) 5 f(2) ゆえに 0 5 2− f(x) (B)

(A)，(B)より，
√
2 5 x 5 2のとき，次式が成立する．

0 5 2− f(x) 5 (2− x) log 2 (∗)

数列 {an}が a1 =
√
2および漸化式 an+1 = f(an)で定義されたとき，すべ

ての自然数 nについて，次が成立することを数学的帰納法で示す．

an < an+1 < 2 (∗∗)

［1］n = 1のとき，a1 =
√
2，a2 =

√
2
√
2について

√
2 <
√
2
√
2 <
√
2 2 ゆえに a1 < a2 < 2

よって，n = 1のとき，(∗∗)が成立する．
［2］n = kのとき，(∗∗)が成立する，すなわち，ak < ak+1 < 2 であると

仮定すると，f(x)は単調増加であるから

f(ak) < f(ak+1) < f(2) ゆえに ak+1 < ak+2 < 2

［1］,［2］より，すべての自然数nについて，(∗∗)が成立する．(証終)
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(∗∗)より，すべての自然数 nについて

√
2 5 an < 2

が成立するから，これを (∗)に適用すると

0 5 2− an+1 5 (2− an) log 2

したがって 0 5 2− an 5 (2−
√
2)(log 2)n−1

0 < log 2 < 1より lim
n→∞

(2−
√
2)(log 2)n−1 = 0

はさみうちの原理により

lim
n→∞

(2− an) = 0 よって lim
n→∞

an = 2

�
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出題分野 (2011-2022) 150分

J 九州大学 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

数と式
I 2次関数 3

図形と計量
データの分析
式と証明 2 5

複素数と方程式 2

II 図形と方程式 3

三角関数
指数関数と対数関数
微分法と積分法 1

式と曲線 3 1

複素数平面 5 5 5 3·5 2·4
関数

III 極限 3·4 1 1 1·4 2

微分法とその応用 2 1 1 1 3

積分法 2 4

積分法の応用 1 1 1·4 1 3 1 1 2 5 3 5

場合の数と確率 5 5 3 4* 4 3 4 3 3 4

A 整数の性質 2 5 4 3 4 2 3

図形の性質 2

平面上のベクトル
B 空間のベクトル 4 2 2 3 1 1

数列 3 5 3

確率分布と統計
C 行列 (旧課程) 2 5

数字は問題番号 (∗は旧課程の内容を含む)

735

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2011.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2013.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2014.pdf
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10.15 2015年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 C1，C2をそれぞれ次式で与えられる放物線の一部分とする。

C1 : y = −x2 + 2x, 0 5 x 5 2

C2 : y = −x2 − 2x, −2 5 x 5 0

また，aを実数とし，直線 y = a(x+ 4)を `とする。

(1) 直線 `とC1が異なる 2つの共有点をもつための aの値の範囲を求めよ。

以下，aが (1)の条件を満たすとする。このとき，`とC1で囲まれた領域の面
積を S1，x軸とC2で囲まれた領域で `の下側にある部分の面積を S2とする。

(2) S1を aを用いて表せ。

(3) S1 = S2を満たす実数 aが 0 < a <
1

5
の範囲に存在することを示せ。

2 以下の問いに答えよ。

(1) 関数 y =
1

x(log x)2
は x > 1において単調に減少することを示せ。

(2) 不定積分
∫

1

x(log x)2
dxを求めよ。

(3) nを 3以上の整数とするとき，不等式

n∑
k=3

1

k(log k)2
<

1

log 2

が成り立つことを示せ。
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3 座標空間内に，原点O(0, 0, 0)を中心とする半径 1の球がある。下の概略図の

ように，y軸の負の方向から仰角
π

6
で太陽光線が当っている。この太陽光線は

ベクトル (0,
√
3,−1)に平行である。球は光を通さないものとするとき，以下

の問いに答えよ。

(1) 球の z = 0の部分が xy平面上につくる影を考える。kを−1 < k < 1を満
たす実数とするとき，xy平面上の直線 x = kにおいて，球の外で光が当
らない部分の y座標を kを用いて表せ。

(2) xy平面上において，球の外で光が当らない部分の面積を求めよ。

(3) z = 0において，球の外で光が当らない部分の体積を求めよ。

z

x

y

π
6

O

4 袋の中に最初に赤玉 2個と青玉 1個が入っている。次の操作を繰り返し行う。

(操作) 袋から 1個の玉を取り出し，それが赤玉ならば代わりに青玉 1個
を袋に入れ，青玉ならば代わりに赤玉 1個を袋に入れる。袋に
入っている 3個の玉がすべて青玉になるとき，硬貨を 1枚もらう。

(1) 2回目の操作で硬貨をもらう確率を求めよ。

(2) 奇数回目の操作で硬貨をもらうことはないことを示せ。

(3) 8回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率を求めよ。

(4) 8回の操作でもらう硬貨の総数がちょうど 1枚である確率を求めよ。

5 以下の問いに答えよ。

(1) nが正の偶数のとき，2n − 1は 3の倍数であることを示せ。

(2) nを自然数とする。2n + 1と 2n − 1は互いに素であることを示せ。

(3) p，qを異なる素数とする。2p−1 − 1 = pq2を満たす p，qの組をすべて求
めよ。
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解答例

1 (1) y = −x2 + 2x (0 5 x 5 2)と y = a(x+ 4)から yを消去すると

−x2 + 2x = a(x+ 4) すなわち x2 + (a− 2)x+ 4a = 0 · · · (∗)

C1と `が接するとき，(∗)より

(a− 2)2 − 4·1·4a = 0, 0 < −a− 2

2·1
< 2

上の第 1式および第 2式から

a = 10± 4
√
6, −2 < a < 2 すなわち a = 10− 4

√
6

よって，求める aの値の範囲は 0 5 a < 10 − 4
√
6

(2) 方程式 (∗)の解をα，βとすると (α < β)

α + β = −(a− 2), αβ = 4a,

β − α =
√
(α + β)2 − 4αβ

=
√
a2 − 20a+ 4

　

O

y

xα β

C1C2 `

−4

S1

S2

2
−2

したがって S1 =

∫ β

α

{(−x2 + 2x)− a(x+ 4)} dx

= −
∫ β

α

{x2 + (a− 2)x+ 4a} dx

= −
∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
1

6
(β − α)3 =

1

6
(a2 − 20a + 4)

3
2

(3) y = −x2 − 2x (−2 5 x 5 0)と y = a(x+ 4)から yを消去すると

−x2 − 2x = a(x+ 4) すなわち x2 + (a+ 2)x+ 4a = 0 · · · (∗∗)

方程式 (∗∗)の解を γ，δとすると (γ < δ)

γ + δ = −(a+ 2), γδ = 4a,

δ − γ =
√
(γ + δ)2 − 4γδ =

√
a2 − 12a+ 4

したがって

S2 =

∫ 0

−2

{−x2 − 2x} dx+
∫ δ

γ

{−x2 − 2x− a(x+ 4)} dx

= −
∫ 0

−2

x(x+ 2) dx−
∫ δ

γ

(x− γ)(x− δ) dx

=
1

6
·23 − 1

6
(δ − γ)3 = 4

3
− 1

6
(a2 − 12a+ 4)

3
2
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S1 = S2より
1

6
(a2 − 20a+ 4)

3
2 =

4

3
− 1

6
(a2 − 12a+ 4)

3
2

整理すると (a2 − 20a+ 4)
3
2 + (a2 − 12a+ 4)

3
2 − 8 = 0

ここで，f(a) = (a2 − 20a+ 4)
3
2 + (a2 − 12a+ 4)

3
2 − 8とおくと

f(0) = 8 > 0, f

(
1

5

)
=

41
√
41− 999

125
<

41·7− 999

125
< 0,

10− 4
√
6 = 2(5− 2

√
6) =

2

5 + 2
√
6
>

2

5 + 5
=

1

5

f(a)は連続であるから，中間値の定理により，f(a) = 0，すなわちS1 = S2

を満たす実数 aが 0 < a <
1

5
の範囲に存在する． �

2 (1) y =
1

x(log x)2
を微分すると y′ = − log x+ 2

x2(log x)3

したがって，x > 1において y′ < 0

よって，y =
1

x(log x)2
は x > 1において，単調減少．

(2)

∫
1

x(log x)2
dx =

∫
(log x)′

(log x)2
dx = −

1

log x
+ C (Cは積分定数)

別解 t = log x とおくと，
dt

dx
=

1

x
であるから∫

1

x(log x)2
dx =

∫
1

t2
dt = −1

t
+ C = − 1

log x
+ C

(3) (1)，(2)の結果から，nが 3以上の整数であるとき

n∑
k=3

1

k(log k)2
=

n∑
k=3

∫ k

k−1

1

k(log k)2
dx

<

n∑
k=3

∫ k

k−1

1

x(log x)2
dx =

∫ n

2

1

x(log x)2
dx

=

[
− 1

log x

]n
2

= − 1

log n
+

1

log 2
<

1

log 2

�



740 第 10章 九州大学

3 (1) 球 x2 + y2 + z2 = 1の z = 0の部分の平面 x = k (−1 < k < 1)による断面
の表す図形は，中心Ok(k, 0, 0)，半径

√
1− k2の半円

y2 + z2 = 1− k2 (−1 < k < 1), z = 0

この半円をCkとし，Ck上の点を
Rk(k,

√
1− k2, 0)とする．方向ベ

クトルが (0,
√
3,−1)でCkに接す

る直線を `kとし，`kとCkの接点
をPk，`kと xy平面との共有点を
Qkとすると

　

Ok Rk Qk

Pk

π
6

`k

Ck

OkRk = OkPk =
√
1− k2

OkQk = 2OkPk = 2
√
1− k2

よって
√
1 − k2 5 y 5 2

√
1 − k2

(2) (1)の結果から RkQk = OkQk −OkRk =
√
1− k2

よって
∫ 1

−1

√
1− k2 dk =

π

2

(3) 右の図の斜線部分の面積は

1

2
OkPk·PkQk −

1

2
OkRk

2·π
3

=

√
3

2
(1− k2)− π

6
(1− k2)

=
3
√
3− π
6

(1− k2)

　

Ok Rk Qk

Pk

π
3

`k

Ck

よって，求める体積を V とすると

V =
3
√
3− π
6

∫ 1

−1

(1− k2) dk =
6
√
3 − 2π

9

�
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4 (1) 求める確率は，2回連続して赤玉を取り出す確率であるから

2

3
× 1

3
=

2

9

(2) 1回の操作で青玉の個数は 1個だけ増減する．最初に青玉が 1個 (奇数個)

であるから，奇数回目の操作で青玉は偶数個となる．したがって，奇数回
目の操作で青玉が 3個 (奇数個)にならない．よって，奇数回目の操作で
硬貨をもらうことはない．

(3) 偶数回目の操作で青玉の個数は 1個または 3個である．青玉 1個の状態か
らその後の 2回目の操作で青玉が 1個となる確率を pとすると

p =
2

3
·2
3
+

1

3
·1 =

7

9

8回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率は

ppp(1− p) = p3(1− p) =
(
7

9

)3
2

9
=

686

6561

(4) 青玉 3個の状態から，2回連続して青玉を取り出す確率を qとすると

q = 1× 2

3
=

2

3

2回目の操作のときに限り，硬貨を 1枚もらう確率は

(1− p)qpp = p2(1− p)q

4回目の操作のときに限り，硬貨を 1枚もらう確率は

p(1− p)qp = p2(1− p)q

6回目の操作のときに限り，硬貨を 1枚もらう確率は

pp(1− p)q = p2(1− p)q

上式および (3)の結果から

3× p2(1− p)q + p3(1− p) = 2p2(1− p) + p3(1− p)
= p2(1− p)(2 + p)

=

(
7

9

)2

·2
9
·25
9

=
2450

6561
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研究

操作を n回繰り返す中で袋の中の玉が 3個とも青玉になることなしに，青玉の個
数が 1個である確率を pnとする．

(i) nが奇数のとき

(2)で示したように奇数回目に青玉が 1個になることはないから pn = 0

(ii) nが偶数のとき p0 = 1

pn+2 = pn ×
(
2

3
·2
3
+

1

3
·1
)

=
7

9
pn

ゆえに pn =

(
7

9

)n
2

n回目の操作ではじめて硬貨をもらう確率は

pn−2 ×
2

3
·1
3
=

2

9

(
7

9

)n−2
2

　

O

青

回数n n+1 n+2

(nは偶数)

1

2

3

2
3

1
3

2
3

1
3

pn pn+2

1

東大理科 2008年� �
白黒 2種類のカードがたくさんある．そのうち k枚のカードを手もとにもってい
るとき，次の操作 (A)を考える．

(A) 手持ちの k枚の中から 1枚を，等確率
1

k
で選び出し，それを違う色のカー

ドにとりかえる．

以下の問 (1)，(2)に答えよ．

(1) 最初に白 2枚，黒 2枚，合計 4枚のカードをもっているとき，操作 (A)を n

回繰り返した後に初めて，4枚とも同じ色のカードになる確率を求めよ．

(2) 最初に白 3枚，黒 3枚，合計 6枚のカードをもっているとき，操作 (A)を n

回繰り返した後に初めて，6枚とも同じ色のカードになる確率を求めよ．� �
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解答 (1) 操作 (A)を n回繰り返す中で 4枚とも同じ色になることなしに，白と黒の
カードが 2枚づつである確率を pnとする．

(i) nが奇数のとき
奇数回目に 4枚とも同じ色になることはないので，求める確率は 0

(ii) nが偶数のとき p0 = 1

pn+2 = pn ×
1

2
·3
4
× 2 =

3

4
pn

ゆえに pn =

(
3

4

)n
2

求める確率は

pn−2 ×
1

2
·1
4
× 2 =

1

4

(
3

4

)n−2
2

　

O

白

n n+1 n+2 回数

1

2

3

4

pn+2
pn

1
2

1
2

1
4

1
4

3
4

3
4

(nは偶数)

(2) 操作 (A)を n回繰り返す中で 6枚とも同じ色になることなしに，白のカー
ドが 2枚である確率を qnとすると，対称性により白のカードが 4枚であ
る確率も qnである．

(i) nが奇数のとき q1 =
1

2

qn+2 = qn ×
1

3
·5
6
+ qn

(
2

3
+

2

3

)
·1
2

=
17

18
qn

ゆえに qn =
1

2

(
17

18

)n−1
2

求める確率は，3以上の奇数のとき

qn−2 ×
1

3
·1
6
× 2 =

1

18

(
17

18

)n−3
2

　

O

白

n n+1 n+2 回数

2

3

4

5

qn 1
2
1
2

1
3

1
3

(nは奇数)

6

1

qn

1
3

1
3

2
3
2
3

5
6

5
6

qn+2

qn+2

1
6

1
6

(ii) nが 1または偶数のとき
6枚とも同じ色になることはないので，求める確率は 0

�
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5 (1) nが正の偶数のとき，
n

2
は自然数であるから

2n − 1 ≡ 4
n
2 − 1 ≡ 1

n
2 − 1 ≡ 0 (mod 3)

よって，2n − 1は 3の倍数である．

(2) nが自然数のとき，2n − 1は奇数である．

i) n = 1のとき，2n + 1と 2n − 1は互いに素である．

ii) n = 2のとき
2n + 1 = 1(2n − 1) + 2

上式より，2n + 1を 2n − 1で割った余りは 2．
2n − 1を 2で割った余りは 1であるから，ユークリッドの互除法によ
り，2n + 1と 2n − 1の最大公約数は 1である．

よって，2n + 1と 2n − 1は互いに素である．

(3) 2p−1 − 1 = pq2 (p, qは異なる素数) · · · (∗)
(∗)について，p = 2のとき 1 = 2q2

これを満たす素数 qは存在しない．

p 6= 2となり，pは奇素数であるから，
p− 1

2
は自然数である．

(1)の結果から，2p−1 − 1は 3の倍数であるから，pq2は 3を因数にもつ．

i) p = 3のとき，(∗)より 3 = 3q2

qは素数であるから，不適．

ii) q = 3のとき，(∗)より

2p−1 − 1 = 9p ゆえに (2
p−1
2 + 1)(2

p−1
2 − 1) = 9p

i)より，奇素数 pは p = 5であること，(2)の結果から，2
p−1
2 + 1と

2
p−1
2 − 1は互いに素であることに注意して

(A)

{
2

p−1
2 + 1 = 9

2
p−1
2 − 1 = p

または (B)

{
2

p−1
2 + 1 = p

2
p−1
2 − 1 = 9

(A)を解いて，p = 7． (B)の第 2式を満たす奇素数 pは存在しない．

よって (p, q) = (7, 3) �
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10.16 2016年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標平面上の曲線C1，C2をそれぞれ

C1 : y = log x (x > 0)

C2 : y = (x− 1)(x− a)

とする。ただし，aは実数である。nを自然数とするとき，曲線C1，C2が 2点
P，Qで交わり，P，Qの x座標はそれぞれ 1，n + 1となっている。また，曲
線C1と直線PQで囲まれた領域の面積をSn，曲線C2と直線PQで囲まれた領
域を Tnとする。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) aを nの式で表し，a > 1を示せ。

(2) Snと Tnをそれぞれ nの式で表せ。

(3) 極限値 lim
n→∞

Sn

n log Tn
を求めよ。

2 tを 0 < t < 1を満たす実数とする。面積が 1である三角形ABCにおいて，辺
AB，BC，CAをそれぞれ 2 : 1，t : 1− t，1 : 3に内分する点をD，E，Fとす
る。また，AEとBF，BFとCD，CDとAEの交点をそれぞれP，Q，Rとす
る。このとき，以下の問いに答えよ。

(1) 3直線AE，BF，CDが 1点で交わるときの tの値 t0を求めよ。

以下，tは 0 < t < t0を満たすものとする。

(2) AP = kAE，CR = `CDを満たす実数 k，` をそれぞれ求めよ。

(3) 三角形BCQの面積を求めよ。

(4) 三角形 PQRの面積を求めよ。
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3 座標平面上で円 x2 + y2 = 1に内接する正六角形で，点 P0(1, 0)を 1つの頂点
とするものを考える。この正六角形の頂点を P0から反時計まわりに順に P1，
P2，P3，P4，P5とする。ある頂点に置かれている 1枚のコインに対し，1つの
サイコロを 1回投げ，出た目に応じてコインを次の規則にしたがって頂点上を
動かす。

(規則) (i) 1から 5までの目が出た場合は，出た目の数だけコインを反時計まわ
りに動かす。例えば，コインが P4にあるときに 4の目が出た場合は
P2まで動かす。

(ii) 6の目が出た場合は，x軸に関して対称な位置にコインを動かす。た
だし，コインが x軸上にあるときは動かさない。例えば，コインがP5

にあるときに 6の目が出た場合は P1に動かす。

はじめにコインを 1枚だけ P0に置き，1つのサイコロを続けて何回か投げて，
1回投げるごとに上の規則にしたがってコインを動かしていくゲームを考える。
以下の問いに答えよ。

(1) 2回サイコロを投げた後に，コインが P0の位置ある確率を求めよ。

(2) 3回サイコロを投げた後に，コインが P0の位置ある確率を求めよ。

(3) nを自然数とする。n回サイコロを投げた後に，コインが P0 の位置ある
確率を求めよ。

4 自然数 nに対して，10nを 13で割った余りを anとおく。anは 0から 12までの
整数である。以下の問いに答えよ。

(1) an+1は 10anを 13で割った余りに等しいことを示せ。

(2) a1, a2, · · · , a6を求めよ。

(3) 以下の 3条件を満たす自然数N をすべて求めよ。

(i) N を十進数で表示したとき 6桁となる。

(ii) N を十進数で表示して，最初と最後の桁の数字を取り除くと 2016と
なる。

(iii) N は 13で割り切れる。



10.16. 2016年 (150分) 747

5 以下の問いに答えよ。

(1) θを 0 5 θ < 2πを満たす実数，iを虚数単位とし，zを z = cos θ + i sin θ

で表される複素数とする。このとき，整数 nに対して次の式を証明せよ。

cosnθ =
1

2

(
zn +

1

zn

)
, sinnθ = − i

2

(
zn − 1

zn

)
(2) 次の方程式を満たす実数 x (0 5 x < 2π)を求めよ。

cos x+ cos 2x− cos 3x = 1

(3) 次の式を証明せよ。

sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4
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解答例

1 (1) C1とC2の交点Qの x座標が n+1である
から

log(n+ 1) = (n+ 1− 1)(n+ 1− a)

n 6= 0 であるから

a = n + 1 −
log(n + 1)

n

　

O

y

x

C1

C2

P

Q

1 a n+1
TnTn

Sn

上式より a− 1 =
n2 − log(n+ 1)

n

ここで
∫ n

0

t

t+ 1
dt =

[
t− log(t+ 1)

]n
0

= n− log(n+ 1) > 0

上の 2式から a− 1 =
n2 − log(n+ 1)

n
>
n2 − n
n

= n− 1 = 0

よって a > 1

(2) Sn =

∫ n+1

1

log x dx− 1

2
{(n+ 1)− 1} log(n+ 1)

=

[
x log x− x

]n+1

1

− n

2
log(n+ 1) =

n + 2

2
log(n + 1) − n

C2の x2の係数および 2点 P，Qの x座標に注意して

Tn =
1

6
{(n+ 1)− 1}3 =

1

6
n3

(3) (2)の結果から

Sn

n log Tn
=

n+2
2

log(n+ 1)− n
n log n3

6

=

(
1
2
+ 1

n

)
log(n+ 1)− 1

3 log n− log 6

=

(
1
2
+ 1

n

) {
log n+ log

(
1 + 1

n

)}
− 1

3 log n− log 6

=

(
1

2
+

1

n

){
1 +

log
(
1 + 1

n

)
log n

}
− 1

log n

3− log 6

log n

よって lim
n→∞

Sn

n log Tn
=

(
1
2
+ 0
)
(1 + 0)− 0

3− 0
=

1

6
�
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2 (1) チェバの定理により

BE

EC
·CF
FA
·AD
DB

= 1 ゆえに
t0

1− t0
·1
3
·2
1
= 1

これを解いて t0 =
3

5

　

2

1

3

1

t0 1−t0

A

B CE

D
FQ

(2) 4AECおよび直線BFについて，メネラウスの
定理を適用すると

AP

PE
·EB
BC
·CF
FA

ゆえに
AP

PE
· t
1
·1
3
= 1

したがって
AP

PE
=

3

t

よって k =
AP

AE
=

3

3 + t

　

2

1

3

1

t 1−t

A

B CE

D
FQ

P

R

4BCDおよび直線AEについて，メネラウスの定理を適用すると

BE

EC
·CR
RD
·DA
AB

= 1 ゆえに
t

1− t
·CR
RD
·2
3
= 1

したがって
CR

RD
=

3(1− t)
2t

よって ` =
CR

CD
=

3(1− t)
3(1− t) + 2t

=
3(1 − t)

3 − t

(3) (2)の図について，4BCFおよび直線AEについて，メネラウスの定理を
適用すると

BE

EC
·CA
AF
·FP
PB

= 1 ゆえに
t

1− t
·4
3
·FP
PB

= 1

したがって
FP

PB
=

3(1− t)
4t

· · · 1©

t =
3

5
のとき，PはQに一致するので

FQ

QB
=

1

2
· · · 2©

よって 4BCQ =
2

3
4BCF =

2

3
·1
4
4ABC =

2

3
·1
4
·1 =

1

6



750 第 10章 九州大学

(4) t =
3

5
のとき，RはQに一致するので，(2)の結果から

CQ

CD
=

3
(
1− 3

5

)
3− 3

5

=
1

2

したがって CQ : QR =
1

2
:
3(1− t)
3− t

− 1

2
= 3− t : 3− 5t

また， 1©， 2©から

BQ : PQ =
2

3
:

3(1− t)
3(1− t) + 4t

− 1

3
= 3 + t : 3− 5t

4BCQ : 4PQR = BQ·CQ : PQ·QR であるから

4BCQ : 4PQR = (3 + t)(3− t) : (3− 5t)2

(3)の結果から 4PQR =
1

6
× (3− 5t)2

(3 + t)(3− t)
=

(3 − 5t)2

6(3 + t)(3 − t)

解説 ~b =
−→
AB，~c =

−→
ACとおくと

−→
AQ =

−→
AB + 2

−→
AF

2 + 1
=
~b+ 2·3

4
~c

3
=

1

3
~b+

1

2
~c

−→
AP = k

−→
AE =

3

3 + t
{(1− t)~b+ t~c}

CR : RD = 3(1− t) : 2t であるから

−→
AR =

2t
−→
AC+ 3(1− t)

−→
AD

3(1− t) + 2t
=

1

3− t
{2(1− t)~b+ 2t~c}

したがって
−→
QP =

3− 5t

6(3 + t)
(4~b− 3~c)，

−→
QR =

3− 5t

6(3− t)
(2~b− 3~c)

これらを空間ベクトルと考え，外積の性質を用いると 1

−→
QP×

−→
QR = − (3− 5t)2

6(3 + t)(3− t)
~b×~c

よって 4PQR : 4ABC =
(3− 5t)2

6(3 + t)(3− t)
: 1

外積は高校数学の範囲外であるから，2次試験では使えないが，センター
試験では，非常に有効な計算法である．なお，外積 (ベクトル積)の演算
について，次式が成り立つことに注意したい．

~b×~c = −~c×~b

また，これに~c = ~bを代入すると ~b×~b = ~0 �
1http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2004.pdf

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2004.pdf
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3 (1) n回サイコロ投げた後に，コインがPi (i = 0, 1, · · · , 5)の位置にある確率
を Pi(n)とすると

P0(n+ 1) =
1

6
P0(n) +

1

6
P1(n) +

1

6
P2(n) +

1

6
P3(n) +

1

6
P4(n) +

1

6
P5(n)

=
1

6
{P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n)}

自然数 nに対して P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n) = 1

したがって P0(n) =
1

6
× 1 =

1

6
· · · (∗)

よって，求める確率は
1

6

(2) (∗)より，求める確率は
1

6

(3) (∗)より，求める確率は
1

6
解説 Pi(n+ 1)は Pj(n)によって決定する確率過程 (マルコフ連鎖)である．

P0(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n)}

P1(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + 2P5(n)}

P2(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + P3(n) + 2P4(n) + P5(n)}

P3(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n) + P5(n)}

P4(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + P1(n) + 2P2(n) + P3(n) + P5(n)}

P5(n+ 1) =
1

6
{P0(n) + 2P1(n) + P2(n) + P3(n) + P4(n)}

したがって P0(n) = P3(n) =
1

6
，

P1(n+ 1)− P5(n+ 1) = −1

3
{P1(n)− P5(n)}，

P2(n+ 1)− P4(n+ 1) = −1

3
{P2(n)− P4(n)}

P1(1) = P2(1) = P4(1) = P5(1) =
1

6
より P1(n) = P5(n)，P2(n) = P4(n)

これらの結果から P1(n+ 1) = P2(n+ 1) =
1

3

{
P1(n) + P2(n) +

1

6

}
ゆえに P1(n+ 1) =

2

3
P1(n) +

1

18

P1(1) =
1

6
であるから P1(n) =

1

6
よって Pi(n) =

1

6
(i = 0, 1, · · · 5)

�
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4 (1) 仮定から 10n ≡ an, 10n+1 ≡ an+1 (mod 13)

第 1式から 10n+1 ≡ 10an (mod 13)

したがって an+1 ≡ 10an (mod 13)

(2) 101 = 10 より a1 = 10

(1)の結果を用いると，法 13について

a2 ≡ 10a1 ≡ 100 ≡ 9

a3 ≡ 10a2 ≡ 90 ≡ 12

a4 ≡ 10a3 ≡ 120 ≡ 3

a5 ≡ 10a4 ≡ 30 ≡ 4

a6 ≡ 10a5 ≡ 40 ≡ 1

よって a2 = 9, a3 = 12, a4 = 3, a5 = 4, a6 = 1

(3) 整数 p，qを 1 5 p 5 9，0 5 q 5 9とし，求める自然数N を

N = p·105 + 2·104 + 102 + 6·10 + q

とおくと，法 13に関して

N ≡ p·105 + 2·104 + 102 + 6·10 + q

≡ p·4 + 2·3 + 9 + 6·10 + q = 4p+ q + 75

≡ 4p+ q − 3

このとき，N ≡ 0 (mod 13)を満たす整数 (p, q)の組は

(p, q) = (2, 8), (3, 4), (4, 0), (5, 9), (6, 5), (7, 1), (9, 6)

よって，求める自然数N は

220168, 320164, 420160, 520169, 620165, 720161, 920166

�
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5 (1) ド・モアブルの定理により

zn = cosnθ + i sinnθ,
1

zn
= cosnθ − i sinnθ · · · (∗)

(∗)の辺々を加えると

zn +
1

zn
= 2 cosnθ ゆえに cosnθ =

1

2

(
zn +

1

zn

)
(∗)の辺々を引くと

zn − 1

zn
= 2i sinnθ ゆえに sinnθ = − i

2

(
zn − 1

zn

)
(2) (1)の結果から

cos x =
1

2

(
z +

1

z

)
cos 2x =

1

2

(
z2 +

1

z2

)
=

1

2

(
z +

1

z

)2

− 1

cos 3x =
1

2

(
z3 +

1

z3

)
=

1

2

(
z +

1

z

)3

− 3

2

(
z +

1

z

)

t = z +
1

z
とおくと

cos x =
1

2
t, cos 2x =

1

2
t2 − 1, cos 3x =

1

2
t3 − 3

2
t

これらを cosx+ cos 2x− cos 3x = 1に代入すると

1

2
t+

1

2
t2 − 1−

(
1

2
t3 − 3

2
t

)
= 1

整理すると t3 − t2 − 4t+ 4 = 0 ゆえに (t− 1)(t+ 2)(t− 2) = 0

これを解いて t = 1,−2, 2 したがって cos x =
1

2
, − 1, 1

0 5 x < 2πであるから x = 0,
π

3
, π,

5

3
π
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(3) (1)の結果から

sin2 nθ =

{
− i
2

(
zn − 1

zn

)}2

=
1

2
− 1

4

(
z2n +

1

z2n

)
θ = 20◦とすると，z18 = 1 であるから

(z2 − 1)(z16 + z14 + · · ·+ z2 + 1) = 0

z2 6= 1 であるから z16 + z14 + · · ·+ z2 + 1 = 0

また，z 6= 0 であるから
4∑

n=1

(
z2n +

1

z2n

)
= −1

したがって
4∑

n=1

sin2 nθ =
4∑

n=1

{
1

2
− 1

4

(
z2n +

1

z2n

)}
= 4× 1

2
− 1

4

4∑
n=1

(
z2n +

1

z2n

)
= 2− 1

4
× (−1) = 9

4

よって sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4

別解 sin2 θ =
1− cos 2θ

2
および sin 60◦ =

√
3

2
により

sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦

=
9

4
− cos 40◦ + cos 80◦ + cos 160◦

2

方程式 cos 3θ +
1

2
= 0 (0◦ 5 θ 5 180◦)の解は θ = 40◦, 80◦, 160◦

ここで，cos 3θ = 4 cos3 θ − 3 cos θであるから，方程式

4 cos3 θ − 3 cos θ +
1

2
= 0 (0◦ 5 θ 5 180◦)

の解と係数の関係により cos 40◦ + cos 80◦ + cos 160◦ = 0

よって sin2 20◦ + sin2 40◦ + sin2 60◦ + sin2 80◦ =
9

4

補足 また，解と係数の関係により cos 40◦ cos 80◦ cos 160◦ = −1

8
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参考 θ =
π

n
，α = cos 2θ + i sin 2θとおくと

zn − 1 = (z − 1)
n−1∏
k=1

(z − αk)

また zn−1 = (z−1)
n∑

k=1

zn−k ゆえに
n−1∏
k=1

(z−αk) =
n∑

k=1

zn−k · · · (∗)

(∗)は，zに関する恒等式であるから，z = 1を代入すると

(左辺) =
n−1∏
k=1

(1− cos 2kθ − i sin 2kθ) =
n−1∏
k=1

(2 sin2 kθ − 2i sin kθ cos kθ)

= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ
n−1∏
k=1

(sin kθ − i cos kθ)

= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ
n−1∏
k=1

{
cos
(π
2
− kθ

)
− i sin

(π
2
− kθ

)}
= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ × (cos 0− i sin 0) = 2n−1

n−1∏
k=1

sin kθ

(右辺) = n

よって
n−1∏
k=1

sin
kπ

n
=

n

2n−1

たとえば，n = 9のとき
8∏

k=1

sin
kπ

9
=

9

256

したがって sin 20◦ sin 40◦ sin 60◦ sin 80◦ =
3

16
· · · 1©

同様に，n = 18のとき
17∏
k=1

sin
kπ

18
=

9

216

したがって sin 10◦ sin 20◦ sin 30◦ · · · sin 80◦ = 3

256
· · · 2©

さらに， 1©， 2©から sin 10◦ sin 30◦ sin 50◦ sin 70◦ =
1

16
�
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10.17 2017年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 定数 a > 0に対し，曲線 y = a tanxの 0 5 x <
π

2
の部分をC1，曲線 y = sin 2x

の 0 5 x <
π

2
の部分をC2とする。以下の問いに答えよ。

(1) C1とC2が原点以外に交点をもつための aの条件を求めよ。

(2) aが (1)の条件を満たすとき，原点以外のC1とC2の交点をPとし，Pの
x座標を pとする。PにおけるC1とC2のそれぞれの接線が直交するとき，
aおよび cos 2pの値を求めよ。

(3) aが (2)で求めた値のとき，C1とC2で囲まれた図形の面積を求めよ。

2 2つの定数 a > 0および b > 0に対し，座標空間内の 4点を

A(a, 0, 0)，B(0, b, 0)，C(0, 0, 1)，D(a, b, 1)

と定める。以下の問いに答えよ。

(1) 点Aから線分 CDにおろした垂線と CDの交点をGとする。Gの座標を
a，bを用いて表せ。

(2) さらに，点Bから線分CDにおろした垂線とCDの交点をHとする。
−→
AG

と
−→
BHがなす角を θとするとき，cos θを a，bを用いて表せ。

3 初項 a1 = 1，公差 4の等差数列 {an}を考える。以下の問いに答えよ。

(1) {an}の初項から第 600項のうち，7の倍数である項の個数を求めよ。

(2) {an}の初項から第 600項のうち，72の倍数である項の個数を求めよ。

(3) 初項から第 n項までの積 a1a2 · · · anが 745の倍数となる最小の自然数 nを
求めよ。
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4 赤玉 2個，青玉 1個，白玉 1個が入った袋が置かれた円形のテーブルの周りに
A，B，Cの 3人がこの順番で時計回りに着席している。3人のうち，ひとりが
袋から玉を 1個取り出し，色を確認したら袋にもどす操作を考える。1回目は
Aが玉を取り出し，次のルール (a)，(b)，(c)に従って勝者が決まるまで操作を
繰り返す。

(a) 赤玉を取り出したら，取り出した人を勝者とする。

(b) 青玉を取り出したら，次の回も同じ人が玉を取り出す。

(c) 白玉を取り出したら，取り出した人の左隣りの人が次の回に玉を取り出す。

A，B，Cの3人がn回目に玉を取り出す確率をそれぞれan，bn，cn (n = 1, 2, · · · )
とする。ただし，a1 = 1，b1 = c1 = 0である。以下の問いに答えよ。

(1) Aが 4回目に勝つ確率と 7回目に勝つ確率をそれぞれ求めよ。

(2) dn = an + bn + cn (n = 1, 2, · · · )とおくとき，dnを求めよ。

(3) 自然数 n = 3に対し，an+1を an−2と nを用いて表せ。

A

B C



758 第 10章 九州大学

5 2つの複素数 α = 10000 + 10000iと w =

√
3

4
+

1

4
iを用いて，複素数平面上の

点Pn(zn)を zn = αwn (n = 1, 2, · · · )により定める。ただし，iは虚数単位を表
す。2と 3の常用対数を log10 2 = 0.301，log10 3 = 0.477として，以下の問いに
答えよ。

(1) znの絶対値 |zn|と偏角 arg znを求めよ。

(2) |zn| 5 1が成り立つ最小の自然数 nを求めよ。

(3) 下図のように，複素数平面上の4ABCは線分ABを斜辺とし，点C
(

i√
2

)
を一つの頂点とする直角二等辺三角形である。なおA，Bを表す複素数の
虚部は負であり，原点Oと 2点A，Bの距離はともに 1である。点Pnが
4ABCの内部に含まれる最小の自然数 nを求めよ。

O

y

x

π
4

π
4

π
6

π
6

A B

C

11
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解答例

1 (1) 0 < x <
π

2
のとき，y = a tanxと y = sin 2xから yを消去すると

a tanx = sin 2x ゆえに a =
sin 2x

tanx
= 2 cos2 x · · · 1©

このとき，0 < 2 cos2 x < 2より 0 < a < 2

(2) f(x) = a tan x，g(x) = sin 2xとおいて，これらを微分すると

f ′(x) =
a

cos2 x
, g′(x) = 2 cos 2x

交点 Pの x座標が pであるから， 1©より a = 2 cos2 p · · · 2©

f ′(p)g′(p) = −1であるから a

cos2 p
× 2 cos 2p = −1

2©を上式に代入すると

2 cos2 p

cos2 p
× 2 cos 2p = −1 ゆえに cos 2p = −

1

4

したがって a = 2 cos2 p = cos 2p+ 1 = −1

4
+ 1 =

3

4

(3) 求める面積は右の図の斜線部分であるから，
その面積を Sとすると

S =

∫ p

0

(
sin 2x− 3

4
tanx

)
dx

=

[
−1

2
cos 2x+

3

4
log | cos x|

]p
0

= −1

2
cos 2p+

1

2
+

3

4
log | cos p|

　

O

y

xp

C1

C2

π
2

ここで，(2)の結果から log | cos p| = 1

2
log cos2 p =

1

2
log

3

8

よって S = −1

2
×
(
−1

4

)
+

1

2
+

3

4
× 1

2
log

3

8
=

5

8
+

3

8
log

3

8
�
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2 (1) A(a, 0, 0)，C(0, 0, 1)，D(a, b, 1)より

−→
CA = (a, 0,−1),

−→
CD = (a, b, 0)

したがって
−→
CG =

−→
CA·
−→
CD

|
−→
CD|2

−→
CD =

a2

a2 + b2
(a, b, 0)

ゆえに
−→
OG =

−→
OC+

−→
CG = (0, 0, 1) +

a2

a2 + b2
(a, b, 0)

=

(
a3

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)

よって G

(
a3

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)
補足

−→
CAと

−→
CDのなす角をαとし，単位ベクトル~eを

~e =

−→
CD

|
−→
CD|

· · · 1©

　

C

A

G D~e

α

とすると，AからCDに下ろした垂線とCDの交点Gについて

−→
CG = (|−→CA| cosα)~e · · · 2©

また，cosα =

−→
CA·
−→
CD

|
−→
CA||
−→
CD|

であるから |
−→
CA| cosα =

−→
CA·
−→
CD

|
−→
CD|

これと 1©を 2©に代入すると
−→
CG =

−→
CA·−→CD

|−→CD|2
−→
CD



10.17. 2017年 (150分) 761

(2) B(0, b, 0)から，
−→
CB = (0, b,−1)であるから，(1)と同様にして

−→
OH =

−→
OC+

−→
CH =

−→
OC+

−→
CB·
−→
CD

|
−→
CD|2

−→
CD

= (0, 0, 1) +
b2

a2 + b2
(a, b, 0) =

(
ab2

a2 + b2
,

b3

a2 + b2
, 1

)
上式および (1)の結果から

−→
AG =

−→
OG−

−→
OA =

(
a3

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)
− (a, 0, 0)

=

(
− ab2

a2 + b2
,

a2b

a2 + b2
, 1

)
,

−→
BH =

−→
OH−

−→
OB =

(
ab2

a2 + b2
,

b3

a2 + b2
, 1

)
− (0, b, 0)

=

(
ab2

a2 + b2
, − a2b

a2 + b2
, 1

)
~u = (a2 + b2)

−→
AG，~v = (a2 + b2)

−→
BHとおくと

~u = (−ab2, a2b, a2 + b2), ~v = (ab2,−a2b, a2 + b2)

したがって ~u·~v = −a2b4 − a4b2 + (a2 + b2)2

= (a2 + b2)(a2 + b2 − a2b2),
|~u|2 = |~v|2 = a2b4 + a4b2 + (a2 + b2)2

= (a2 + b2)(a2 + b2 + a2b2)

~uと~vのなす角は θであるから

cos θ =
~u·~v
|~u||~v|

=
(a2 + b2)(a2 + b2 − a2b2)
(a2 + b2)(a2 + b2 + a2b2)

=
a2 + b2 − a2b2

a2 + b2 + a2b2

�
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3 (1) 初項 a1 = 1，公差 4の等差数列 {an}の一般項は

an = 1 + 4(n− 1) = 4n− 3 · · · 1©

anが 7の倍数であるとき，4n− 3 ≡ 0 (mod 7)であるから

8n ≡ 6 ゆえに n ≡ −1 (mod 7)

このとき，nは整数mを用いて

n = 7m− 1 · · · 2©

したがって，1 5 7m− 1 5 600を満たす整数mの個数は

2

7
5 m 5 601

7
すなわち 1 5 m 5 85

よって，求める個数は 85 (個)

(2) 2©を 1©に代入すると

an = 4(7m− 1)− 3 = 7(4m− 1)

anが 72の倍数であるとき，4m− 1 ≡ 0 (mod 7)であるから

8m ≡ 2 ゆえに m ≡ 2 (mod 7)

このとき，mは整数 lを用いて

m = 7l + 2

これを 2©に代入すると

n = 7(7l + 2)− 1 = 49l + 13 · · · 3©

したがって，1 5 49l + 13 5 600を満たす整数 lの個数は

−12

49
5 l 5 587

49
すなわち 0 5 l 5 11

よって，求める個数は 12 (個)



10.17. 2017年 (150分) 763

(3) 3©を 1©に代入すると

an = 4(49l + 13)− 3 = 72(4l + 1)

anが 73の倍数であるとき，4l + 1 ≡ 0 (mod 7)であるから

8l ≡ −2 ゆえに l ≡ −2 (mod 7)

このとき，lは整数 kを用いて

l = 7k − 2

これを 3©に代入すると

n = 49(7k − 2) + 13 = 343k − 85 · · · 4©

1 5 343k − 85 5 600を満たす整数 kは 1で，このとき n = 258

4©を 1©に代入すると

an = 4(343k − 85)− 3 = 73(4k − 1)

これから，anが 74の倍数となることはない．

以上の結果および 2©， 3©より，1 5 n 5 600に対して

anが 7の倍数であるとき n ≡ −1 (mod 7)

anが 72の倍数であるとき n ≡ 13 (mod 49)

anが 73の倍数であるとき n = 258

数列 {an}のうち，7の倍数の項を次のように並べると

a6 a13 a20 a27 a34 a41 a48

a55 a62 a69 a76 a83 a90 a97
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

a202 a209 a216 a223 a230 a237 a244

a251 a258 a265

上の表で 2列目のみ 72を因数にもち，それ以外の列は 7を因数にもつ．

ただし，第 6行目第 2列の a258のみ 73を因数にもつ．

したがって，2列目以外の 32項 (7を因数にもつ)，2列目の第 1行から第
5行目までの 5項 (72を因数にもつ) および第 6行目第 2列の a258より

32× 1 + 2× 5 + 3 = 45

よって，求める nの最小値は n = 265
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別解 (2) an = 4n− 3より，anが 72の倍数であるとき

4n− 3 ≡ 0 ゆえに 12(4n− 3) ≡ 0 すなわち n ≡ 13 (mod 72)

nは整数 lを用いて n = 49l + 13

したがって，1 5 49l + 13 5 600を満たす整数 lの個数は

−12

49
5 l 5 587

49
すなわち 0 5 l 5 11

よって，求める個数は 12 (個)

(3) an = 4n− 3より，anが 73の倍数であるとき

4n− 3 ≡ 0 ゆえに 86(4n− 3) ≡ 0 すなわち n ≡ 258 (mod 73)

nは整数mを用いて n = 343m+ 258

したがって，1 5 343m+ 258 5 600を満たす整数mはm = 0の 1個で

a258 = 4·258− 3 = 1029 = 3·73

また，{an}の初項から第 600項のうち，74で割り切れる項はない．

(1),(2)の結果から，数列 {an}のうち，7の倍数の項を次のように並べると

a6 a13 a20 a27 a34 a41 a48

a55 a62 a69 a76 a83 a90 a97
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...

a202 a209 a216 a223 a230 a237 a244

a251 a258 a265

これら 38個の項をそれぞれ 7で割ると，さらに 7で割り切れる項が第 2

列に 6個あり，これらをまた 7で割ると，最後に残った a258だけが 7で 1

回割れる．

したがって，これら 38個の積は 7で 38 + 6 + 1，すなわち，45回割り切
れる．

よって，求める nの最小値は n = 265 �
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4 (1) 定められたルールにより，次の確率漸化式が得られる．

(∗) an+1 =
1

4
(an + cn), bn+1 =

1

4
(an + bn), cn+1 =

1

4
(bn + cn)

dn = an + bn + cn (n = 1, 2, · · · )とすると

d1 = a1 + b1 + c1 = 1 + 0 + 0 = 1

(∗)の辺々を加えることにより

dn+1 =
1

2
dn ゆえに dn =

1

2n−1
· · · 1©

したがって，(∗)は

an+1 =
1

4

(
1

2n−1
− bn

)
=

1

2n+1
− 1

4
bn

bn+1 =
1

4

(
1

2n−1
− cn

)
=

1

2n+1
− 1

4
cn

cn+1 =
1

4

(
1

2n−1
− an

)
=

1

2n+1
− 1

4
an

上の 3式から，n = 3のとき

an+1 =
1

2n+1
− 1

4

(
1

2n
− 1

4
cn−1

)
=

1

2n+2
+

1

16
cn−1

=
1

2n+2
+

1

16

(
1

2n−1
− 1

4
an−2

)
=

3

2n+3
− 1

64
an−2 · · · 2©

2©に n = 3, 6を代入することにより

a4 =
3

26
− 1

64
a1 =

3

64
− 1

64
·1 =

1

32

a7 =
3

29
− 1

64
a4 =

3

512
− 1

64
· 1
32

=
11

2048

よって Aが 4回目に勝つ確率は a4 ×
2

4
=

1

32
× 1

2
=

1

64

Aが 7回目に勝つ確率は a7 ×
2

4
=

11

2048
× 1

2
=

11

4096

(2) 1©より dn =
1

2n−1

(3) 2©より an+1 =
3

2n+3
−

1

64
an−2 �
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5 (1) α = 10000 + 10000i = 10000
√
2
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)
w =

√
3

4
+

1

4
i =

1

2

(
cos

π

6
+ i sin

π

6

)
ゆえに zn = αwn =

10000
√
2

2n

{
cos

(
n

6
+

1

4

)
π + i sin

(
n

6
+

1

4

)
π

}
よって |zn| =

10000

2n−1
2

, arg zn =

(
n

6
+

1

4

)
π

(2) (1)の結果から，|zn| 5 1のとき

10000

2n−
1
2

5 1 ゆえに 2n−
1
2 = 104

両辺の常用対数をとると(
n− 1

2

)
log10 2 = 4 ゆえに n = 4

log10 2
+

1

2

ここで
4

log10 2
+

1

2
=

4

0.301
+ 0.5 = 13.7 · · ·

よって，求める最小の自然数 nは n = 14

(3) (1),(2)の結果から

|z14| =
10000

214−
1
2

=
24·54

213
· 1√

2
=

54

29
· 1√

2
=

625

512
· 1√

2
>

1√
2

arg z14 =

(
14

6
+

1

4

)
π =

7

12
π + 2π

|z15| =
10000

215−
1
2

=
24·54

214
· 1√

2
=

54

210
· 1√

2
=

625

1024
· 1√

2

=
1

2
·125
128
· 5

4
√
2
=

1

2
·125
128

√
25

32
<

1

2

arg z15 =

(
15

6
+

1

4

)
π =

3

4
π + 2π

したがって，P14は4ABCの外部にあり，P15は4ABCの内部にある．

よって，求める最小の自然数 nは n = 15 �
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10.18 2018年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標空間において，xy平面上にある双曲線 x2 − y2 = 1のうち x = 1を満たす
部分を C とする。また，z軸上の点A(0, 0, 1)を考える。点 Pが C 上を動く
とき，直線APと平面 x = dとの交点の軌跡を求めよ。ただし，dは正の定数
とする。

2 原点を中心とする半径 3の半円 C : x2 + y2 = 9 (y = 0)上の 2点 PとQに対
し，線分 PQを 2 : 1に内分する点をRとする。以下の問いに答えよ。

(1) 点Pの y座標とQの y座標が等しく，かつ Pの x座標はQの x座標より
小さくなるように PとQが動くものとする。このとき，線分 PRが通過
してできる図形 Sの面積を求めよ。

(2) 点Pを (−3, 0)に固定する。Qが半円C上を動くとき線分PRが通過して
できる図形 T の面積を求めよ。

(3) (1)の図形 Sから (2)の図形 T を除いた図形と第 1象限の共通部分をU と
する。U を y軸のまわりに 1回転させてできる回転体の体積を求めよ。

3 1から 4までの数字を 1つずつ書いた 4枚のカードが箱に入っている。箱の中
から 1枚カードを取り出してもとに戻す試行を n回続けて行う。k回目に取り
出したカードの数字をXkとし，積X1X2 · · ·Xnを 4で割った余りが 0, 1, 2, 3

である確率をそれぞれ pn, qn, rn, snとする。pn, qn, rn, snを求めよ。

4 整数 a, bは 3の倍数ではないとし，

f(x) = 2x3 + a2x2 + 2b2x+ 1

とおく。以下の問いに答えよ。

(1) f(1)と f(2)を 3で割った余りをそれぞれ求めよ。

(2) f(x) = 0を満たす整数 xは存在しないことを示せ。

(3) f(x) = 0を満たす有理数 xが存在するような組 (a, b)をすべて求めよ。

5 αを複素数とする。等式

α(|z|2 + 2) + i(2|α|2 + 1)z = 0

を満たす複素数 zをすべて求めよ。ただし，iは虚数単位である。
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解答例

1 C上の点Pを
(

1

cos θ
, tan θ, 0

)
とおく

(
−π
2
< θ <

π

2

)
．直線APと平面x = d

との交点をQとすると，実数 kを用いて

−→
OQ =

−→
OA+ k

−→
AP

= (0, 0, 1) + k

(
1

cos θ
, tan θ,−1

)
=

(
k

cos θ
, k tan θ, 1− k

)
· · · 1©

点Qの x座標が dであるから

k

cos θ
= d ゆえに k = d cos θ

これを 1©に代入すると
−→
OQ = (d, d sin θ, 1− d cos θ)

= (d, 0, 1) + d(0, sin θ,− cos θ)

ここで sin θ = cos
(π
2
− θ
)
= cos

(
θ − π

2

)
− cos θ = − sin

(π
2
− θ
)
= sin

(
θ − π

2

)
したがって

−→
OQ = (d, 0, 1) + d

(
0, cos

(
θ − π

2

)
, sin

(
θ − π

2

))
このとき，−π < θ − π

2
< 0であるから，求める軌跡は，

平面 x = d上の点 (d, 0, 1)を中心とする半径 dの円周上で z < 1．

別解 軌跡の方程式を，次のように表してもよい．
x = d

y2 + (z − 1)2 = d2

z < 1
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双曲線の媒介変数表示

双曲線
x2

a2
− y2

b2
= 1は，

1

cos2 θ
− tan2 θ = 1により，

x

a
=

1

cos θ
,

y

b
= tan θ

とおくと，双曲線上の点 P(x, y)は，次のように媒介変数表示ができる．{
x =

a

cos θ
y = b tan θ

とくに，a = bのとき，直角双曲線となる．

直角双曲線C : x2−y2 = a2上の点をP(x, y)，2頂点をA(−a, 0)，A′(a, 0)とおく．

O

y

x

P

A
−a

A′

a

C

θ
2

ϕ

直線APの傾きをm，直線A′Pの傾きをm′とすると

m =
y

x+ a
, m′ =

y

x− a
ゆえに mm′ =

y2

x2 − a2
= 1

Pは 2直線AP : y = m(x+ a)，A′P : y =
1

m
(x− a)の交点であるから

x =
1 +m2

1−m2
a, y =

2m

1−m2
a

ここで，m = tanϕとおくと x =
a

cos 2ϕ
，y = a tan 2ϕ

さらに，θ = 2ϕとおくことにより x =
a

cos θ
, y = a tan θ

直角双曲線の漸近線が y = xと y = −xであるから，0 5 θ < 2π，すなわち，
0 5 ϕ < πにおいて，ϕ 6= π

4
, 3

4
πである．ϕ = π

4
− 0のときPは第 1象限の無限遠点，

ϕ = π
4
+ 0のとき Pは第 3象限の無限遠点，ϕ = 3

4
π − 0のとき Pは第 2象限の無限

遠点，ϕ = 3
4
π + 0のとき Pは第 4象限の無限遠点にある． �
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2 (1)

∫ 3

0

PQ dy =
1

2
π·32 = 9

2
π であるから，PR =

2

3
PQより

S =

∫ 3

0

PR dy =
2

3

∫ 3

0

PQ dy =
2

3
·9
2
π = 3π

(2) θ = ∠OPQ，r = PQとおくと (r = 6 cos θ)

1

2

∫ π
2

0

r2 dθ =
9

2
π

PR =
2

3
rより

　

θ
O

y

x

3

3−3
P

Q

r
C

R

T =
1

2

∫ π
2

0

(
2

3
r

)2

dθ =
4

9
·1
2

∫ π
2

0

r2 dθ =
4

9
·9
2
π = 2π

(3) C : x2 + y2 = 9 (y = 0)の第 1象限と y軸で囲まれた部分を y軸のまわり
に 1回転させてできる回転体の体積は，半径 3の半球の体積であるから

π

∫ 3

0

x2 dy =
1

2
·4
3
π·33 = 18π

P(−x, y)，Q(x, y)を 2 : 1に内分する点は
(x
3
, y
)

(x = 0, y = 0)

この点の軌跡は Cの第 1象限の部分を y軸を元に x軸方向に
1

3
だけ縮小

したものであるから，図形 Sと第 1象限の共通部分を y軸のまわりに 1回
転させてできる回転体の体積を V1とすると

V1 = π

∫ 3

0

(x
3

)2
dy =

1

9
π

∫ 3

0

x2 dy =
1

9
·18π = 2π

P(−3, 0)，Q(s, t)を 2 : 1に内分する点をR(x, y)とすると

x =
2s− 3

3
, y =

2t

3
ゆえに s =

3

2
(x+ 1), t =

3

2
y

QはC上の点であるから s2 + t2 = 9 (t = 0)

これに上の結果を代入することにより，Rの軌跡の方程式は

9

4
(x+ 1)2 +

9

4
y2 = 9 ゆえに (x+ 1)2 + y2 = 4 (y = 0) · · · (∗)
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(∗)の y軸との交点の y座標は，(∗)に x = 0

を代入して
y =
√
3

右の図の領域Dを y軸のまわりに回転させて
できる回転体の体積を V2とすると

　

O

y

x31−1−3

3
√
3

D

2π
3

V2 = π

∫ √
3

0

x2 dy

= π

∫ √
3

0

{(x+ 1)2 − 1} dy − 2π

∫ √
3

0

x dy · · · (∗∗)

ここで
∫ √

3

0

{(x+ 1)2 − 1} dy =

∫ √
3

0

(3− y2) dy

=

[
3y − 1

3
y3
]√3

0

= 2
√
3

また，
∫ √

3

0

x dyは，Dの面積であるから

∫ √
3

0

x dy =
1

2
·22·π

3
− 1

2
·1·
√
3 =

2

3
π −
√
3

2

これらを (∗∗)に代入すると

V2 = 2
√
3π − 2π

(
2

3
π −
√
3

2

)
=

(
3
√
3− 4

3
π

)
π

Uの表す領域は右の図の斜線部分で，これを
y軸のまわりに 1回転させた回転体の体積は

V1 − V2 = 2π −
(
3
√
3− 4

3
π

)
π

=

(
2 − 3

√
3 +

4

3
π

)
π

　

O

y

x31−1−3

3
√
3

2π
3

U

注意 (∗∗)の π

∫ √
3

0

{(x+ 1)2 − 1} dyは，Dを直線 x = −1のまわりに 1回転さ

せた回転体の体積を表す．
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解説

k > 0とする．曲線 y = f(x)と直線 y = kが，
区間 a 5 x 5 bにおいて，f(x) = kであるとき，
この区間において，曲線 y = f(x)と直線 y = k

で囲まれた領域Dを直線 y = kのまわりに 1回
転させた回転体の体積を V とすると

V = π

∫ b

a

(y − k)2 dy

= π

∫ b

a

(y2 − k2) dx− 2πk

∫ b

a

(y − k) dx

　

O

y

x

D

a b

k

y = f(x)

Dを x軸のまわりに 1回転させた回転体の体積を Vx，Dの面積を Sとすると

V = Vx − 2πkS

半円C : x2+ y2 = a2+ b2 (y = 0)と直線 ` : y = b

(b = 0)で囲まれた領域をDとする．Dを `のま
わりに 1回転させた回転体の体積を V，Dを x軸
のまわりに 1回転させた回転体の体積をVx，Dの
面積を Sとすると

　

O

y

xa−a

b

D

C

`

θ

P Q

Vx = π

∫ a

−a

(y2 − b2) dx = π

∫ a

−a

(a2 − x2) dx =
4

3
πa3

とくに，VxはCの半径 rに関係なく aの値により決定する．

Cと `の 2つの交点 P，Qに対し，∠POQ = 2θ，OP = OQ = rとおくと

S =
1

2
r2·2θ − 1

2
·2a·b = r2θ − ab,

V = Vx − 2πbS =
4

3
πa3 − 2πb(r2θ − ab)

= 2π

(
2

3
a3 + ab2 − br2θ

)
例えば，C : x2 + y2 = 4，` : y = 1のとき，a =

√
3，b = 1，r = 2，θ =

π

3
より

V = 2

(
3
√
3− 4

3
π

)
π

これは，前ページで求めた V2の 2倍に等しい．
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このように，領域Dを回転させた回転体の体積 V は，Dの面積 Sを利用すると，
簡単に求めることができる．

例題 次の領域D1およびD2をそれぞれ x軸の周りに 1回転してできる立体の体積
を求めよ．

D1 :

{
x2 + (y − 1)2 5 4

y = 2
D2 :

{
x2 + (y − 1)2 5 4

0 5 y 5 2

解答 D1，D2の面積をそれぞれ S1，S2とする．

右図において，∠ACB =
2π

3
であるから

S1 =
1

2
·22
(
2π

3
− sin

2π

3

)
=

4π

3
−
√
3

S2 = π·22 − 2S1 =
4π

3
+ 2
√
3

y = 1 +
√
4− x2 (−2 5 x 5 2) · · · (∗)とすると∫ √

3

−
√
3

(y − 2) dx = S1 =
4π

3
−
√
3

　

O

y

x2−2

3

−1
√
3

1

A B

C

2

−
√
3

D1およびD2を x軸の周りに 1回転してできる立体の体積をそれぞれ V1，V2
とする．(∗)より，x2 + (y − 1)2 = 4であるから

V1 = π

∫ √
3

−
√
3

(y2 − 22) dx

= 2π

∫ √
3

−
√
3

(y − 2) dx+ π

∫ √
3

−
√
3

(3− x2) dx

= 2πS1 + π

∫ √
3

−
√
3

(
√
3 + x)(

√
3− x) dx

= 2π

(
4π

3
−
√
3

)
+
π

6
(2
√
3)3

= 2π

(
4π

3
+
√
3

)
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D2の境界を表す 2曲線C1 : y = f(x)，C2 : y = g(x)を

f(x) =

{
1 +
√
4− x2 (

√
3 5 |x| 5 2)

2 (|x| 5
√
3)

g(x) =

{
1−
√
4− x2 (

√
3 5 |x| 5 2)

0 (|x| 5
√
3)

とすると

f(x) + g(x) = 2,

∫ 2

−2

{f(x)− g(x)} dx = S2

したがって

V2 = π

∫ 2

−2

{f(x)2 − g(x)2} dx

= π

∫ 2

−2

{f(x) + g(x)}{f(x)− g(x)} dx

= π

∫ 2

−2

2{f(x)− g(x)} dx = 2π

∫ 2

−2

{f(x)− g(x)} dx

= 2πS2 = 2π

(
4π

3
+ 2
√
3

)
補足 D2の重心は (0, 1)であるから，パップス・ギュルダンの定理 2 により

V2 = 2πS2·1 = 2π

(
4π

3
+ 2
√
3

)

九大理系 2012年� �
円 x2 + (y − 1)2 = 4 で囲まれた図形を x軸のまわりに 1回転してできる立体の
体積を求めよ。� �
解答 求める体積は V1 + V2 = 2π

(
8π

3
+ 3
√
3

)

2http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2012.pdf (p.6参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2012.pdf
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九大理系 2013年� �
原点Oを中心とし，点A(0, 1)を通る円をSとする。点B

(
1

2
,

√
3

2

)
で円Sに内

接する円 T が，点Cで y軸に接しているとき，以下の問いに答えよ。

(1) 円 T の中心Dの座標と半径を求めよ。

(2) 点Dを通り x軸に平行な直線を lとする。円 Sの短い方の弧

(

AB，円 T の短

い方の弧

(

BC，および線分ACで囲まれた図形を lのまわりに 1回転してでき
る立体の体積を求めよ。� �

解答 (1) OB の x 軸の正の方向となす角は π
3
である

から，T の半径を r とすると，D の座標は

(r,
√
3r)，OD = 2rである．

右の図より，OD+DB = 1 であるから

2r + r = 1 ゆえに r =
1

3

よって D

(
1

3
,

√
3

3

)
，半径

1

3

　

O

y

x

D

B(1
2
,
√
3
2
)

A

C

r

√
3r

1

1

−1

−1

S
T

π
3

(2) y =
√
1− x2とすると，Sと y軸，l，直線 x =

1

2
で囲まれた領域D1の面

積は，左下の図から∫ 1
2

0

(
y −
√
3

3

)
dx =

1

2
·12·π

6
−4OCD+4BDH

=
π

12
− 1

2
·1
3
·
√
3

3
+

1

2
·1
6
·
√
3

6

=
π

12
−
√
3

24
· · · (∗)

O

y

x O

y

x

A A
BB

DD

S S

TT

1
2

1
2

1 1

√
3
3

√
3
3

ll

1

C
H

π
6

1
3

1√
3
2

D1 D2
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D1を lの周りに 1回転してできる立体の体積を V1とすると，x2 + y2 = 1

および (∗)に注意して

V1
π

=

∫ 1
2

0

(
y −
√
3

3

)2

dx =

∫ 1
2

0

(
y2 − 2

√
3

3
y +

1

3

)
dx

=

∫ 1
2

0

(
2

3
− x2

)
dx− 2

√
3

3

∫ 1
2

0

(
y −
√
3

3

)
dx

=

∫ 1
2

0

(
2

3
− x2

)
dx− 2

√
3

3

(
π

12
−
√
3

24

)

D2を lの周りに 1回転してできる立体の体積を V2とすると，(
x− 1

3

)2

+

(
y −
√
3

3

)2

=
1

9

に注意して

V2
π

=

∫ 1
2

0

(
y −
√
3

3

)2

dx =

∫ 1
2

0

(
2

3
x− x2

)
dx

求める体積 V は

V

π
=
V1
π
− V2

π
=

2

3

∫ 1
2

0

(1− x) dx− 2
√
3

3

(
π

12
−
√
3

24

)

=
2

3

[
x− x2

2

] 1
2

0

−
√
3

18
π +

1

12
=

1

3
−
√
3

18
π

よって V = π

(
1

3
−

√
3

18
π

)
�
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3 法 4に関する 0, 1, 2, 3の積は，右のようになる．
したがって，次の確率漸化式が成立する．

p1 = q1 = r1 = s1 =
1

4

pn+1 = pn +
1

4
qn +

1

2
rn +

1

4
sn · · · 1©

qn+1 =
1

4
qn +

1

4
sn · · · 2©

rn+1 =
1

4
qn +

1

2
rn +

1

4
sn · · · 3©

sn+1 =
1

4
qn +

1

4
sn · · · 4©

　

0 1 2 3

0 0 0 0 0

1 0 1 2 3

2 0 2 0 2

3 0 3 2 1

q1 = s1 =
1

4
および 2©， 4©より，qn = snであるから

q1 =
1

4
, qn+1 =

1

2
qn ゆえに qn = q1

(
1

2

)n−1

=
1

4
· 1

2n−1
=

1

2n+1

したがって qn = sn =
1

2n+1
これを 3©に代入すると

rn+1 =
1

2
rn +

1

2n+2
ゆえに 2n+1rn+1 = 2nrn +

1

2

数列 {2nrn}は初項 2r1 =
1

2
，公差

1

2
の等差数列であるから

2nrn =
1

2
+

1

2
(n− 1) =

n

2
ゆえに rn =

n

2n+1

pn + qn + rn + sn = 1であるから

pn = 1− qn − rn − sn

= 1− 1

2n+1
− n

2n+1
− 1

2n+1
= 1 −

n + 2

2n+1

�
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4 (1) 整数 a, bは 3の倍数ではないから

a ≡ ±1, b ≡ ±1 ゆえに a2 ≡ 1, b2 ≡ 1 (mod 3) · · · (∗)

f(x) = 2x3 + a2x2 + 2b2x+ 1より，法 3に関して

f(1) = a2 + 2b2 + 3 ≡ 1 + 2·1 + 3 ≡ 0 (mod 3)

f(2) = 4a2 + 4b2 + 17 ≡ 4·1 + 4·1 + 17 ≡ 1 (mod 3)

よって，f(1)と f(2)を 3で割った余りはそれぞれ 0と 1

(2) f(x) = 0を満たす整数 xがmであるとき

2m3 + a2m2 + 2b2m+ 1 = 0

したがって m(2m2 + a2m+ 2b2) = −1

上式より，次の (i), (ii)の場合分けができる．

(i) m = 1, 2m2 + a2m+ 2b2 = −1のとき，
第 1式を第 2式を代入すると

2 + a2 + 2b2 = −1 ゆえに a2 + 2b2 = −3

a2 + 2b2 = 0であるから，不適．

(ii) m = −1, 2m2 + a2m+ 2b2 = 1のとき，

第 1式を第 2式を代入すると

2− a2 + 2b2 = 1 ゆえに − a2 + 2b2 = −1

(∗)より，−a2 + 2b2 ≡ 1 (mod 3)であるから，不適．

(i), (ii)より，f(x) = 0を満たす整数 xは存在しない．

補足 xを整数とするとき x+ 3 ≡ x (mod 3)

nを自然数とするとき (x+ 3)n ≡ xn (mod 3)

ゆえに f(x+ 3) ≡ f(x) (mod 3)

これと (1)の結果および f(0) = 1から，x ≡ 1 (mod 3)が f(x) = 0を満
たす xであるための必要条件である．したがって，(2)は，(ii)のm = 1

の場合についてのみ調べればよい．
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(3) f(x) = 0を満たす xは負である．(2)の結果に注意すると，f(x) = 0を満
たす有理数 xは整数ではないから，xを

p

q
とすると (p, qは互いに素であ

る整数, p < 0, q > 1)

2

(
p

q

)3

+ a2
(
p

q

)2

+ 2b2·p
q
+ 1 = 0

2p3 + a2p2q + 2b2pq2 + q3 = 0

2p3

q
+ a2p2 + 2b2pq + q2 = 0 · · · 1©

上式の a2p2+2b2pq+ q2が整数であるから，
2p3

q
は整数である．このとき，

pと qは互いに素であるから (q > 1)，q = 2．これを 1©に代入すると

p3 + a2p2 + 4b2p+ 4 = 0 ゆえに p(p2 + a2p+ 4b2) = −4 · · · 2©

負の整数 pは−4の約数で，q (= 2)と互いに素であるから p = −1

p = −1を 2©に代入すると

−(1− a2 + 4b2) = −4 ゆえに |a|2 − 4|b|2 = −3

したがって (|a|+ 2|b|)(|a| − 2|b|) = −3

条件より a, bは 0でない整数であるから，|a|+ 2|b| = 3に注意すると{
|a|+ 2|b| = 3

|a| − 2|b| = −1
ゆえに |a| = |b| = 1

a, bは，3の倍数でないことに注意して

(a, b) = (1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)

�
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5 α(|z|2 + 2) + i(2|α|2 + 1)z = 0より

α

2|α|2 + 1
+

zi

|z|2 + 2
= 0 ゆえに

z

|z2|+ 2
=

αi

2|α|2 + 1

上の第 2式の共役複素数は
z

|z|2 + 2
=

−αi
2|α|2 + 1

· · · (∗)

(i) α = 0のとき，(∗)より z = 0

(ii) α 6= 0のとき，(∗)より， z

−αi
=
|z|2 + 2

2|α|2 + 1
= k とおくと (k > 0)

|z| = k|α|であるから，これを |z|2 + 2

2|α|2 + 1
= kに代入すると

k2|α|2 + 2

2|α|2 + 1
= k ゆえに |α|2k2 − (2|α|2 + 1)k + 2 = 0

したがって (k − 2)(|α|2k − 1) = 0 これを解いて k = 2,
1

|α|2

z

−αi
= kであるから z = −2αi, − αi

|α|2

(i), (ii)より α = 0 のとき z = 0

α 6= 0 のとき z = −2αi, −
αi

|α|2
�
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10.19 2019年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 nを自然数とする。x，yがすべての実数を動くとき，定積分∫ 1

0

(sin(2nπt)− xt− y)2 dt

の最小値を Inとおく。極限値 lim
n→∞

In を求めよ。

2 0でない 2つの整式 f(x)，g(x)が以下の恒等式を満たすとする。

f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

以下の問いに答えよ。

(1) f(x)の次数と g(x)の次数はともに 2以下であることを示せ。

(2) f(x)と g(x)を求めよ。

3 1個のサイコロを 3回投げて出た目を順に a，b，cとする。2次方程式

ax2 + bx+ c = 0

の 2つの解 z1，z2を表す複素数平面上の点をそれぞれ P1(z1)，P2(z2)とする。
また，複素数平面上の原点をOとする。以下の問いに答えよ。

(1) P1と P2が一致する確率を求めよ。

(2) P1と P2がともに単位円の周上にある確率を求めよ。

(3) P1とOを通る直線を `1とし，P2とOを通る直線を `2とする。`1と `2の
なす鋭角が 60◦である確率を求めよ。

4 座標平面上の 3点O(0, 0)，A(2, 0)，B(1,
√
3)を考える。点P1は線分AB上

にあり，A，Bとは異なる点とする。

線分AB上の点 P2, P3, · · · · · · を以下のように順に定める。点 Pnが定まった
とき，点Pnから線分OBに下ろした垂線とOBとの交点をQnとし，点Qnか
ら線分OAに下ろした垂線とOAとの交点をRnとし，点Rnから線分ABに下
ろした垂線とABとの交点を Pn+1とする。

n→∞のとき，Pnが限りなく近づく点の座標を求めよ。
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5 a，bを複素数，cを純虚数でない複素数とし，iを虚数単位とする。複素数平面
において，点 zが虚軸全体を動くとき

w =
az + b

cz + 1

で定まる点wの軌跡をCとする。次の 3条件が満たされているとする。

(ア) z = iのときにw = iとなり，z = −iのときにw = −iとなる。

(イ) Cは単位円の周に含まれる。

(ウ) 点−1はCに属さない。

このとき a，b，cの値を求めよ。さらにCを求め，複素数平面上に図示せよ。
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解答例

1 まず，次の定積分を計算する．∫ 1

0

sin2 2nπt dt =
1

2

∫ 1

0

(1− cos 4nπt) dt =
1

2

[
t− 1

4nπ
sin 4nπt

]1
0

=
1

2
,∫ 1

0

t sin 2nπt dt =

[
− t

2nπ
cos 2nπt+

1

4n2π2
sin 2nπt

]1
0

= − 1

2nπ
,∫ 1

0

sin 2nπt dt = − 1

2nπ

[
cos 2nπt

]1
0

= 0,∫ 1

0

t2 dt =
1

3
,

∫ 1

0

t dt =
1

2
,

∫ 1

0

dt = 1

上の結果により∫ 1

0

(sin(2nπt)− xt− y)2 dt

=

∫ 1

0

sin2 2nπt dt+ x2
∫ 1

0

t2 dt+ y2
∫ 1

0

dt

− 2x

∫ 1

0

t sin 2nπt dt− 2y

∫ 1

0

sin 2nπt dt+ 2xy

∫ 1

0

t dt

=
1

2
+

1

3
x2 + y2 − 2x

(
− 1

2nπ

)
− 2y·0 + 2xy·1

2

=
1

2
+

1

3
x2 + y2 +

x

nπ
+ xy

=
(
y +

x

2

)2
+
x2

12
+

x

nπ
+

1

2

=
(
y +

x

2

)2
+

1

12

(
x+

6

nπ

)2

+
1

2
− 3

n2π2
· · · (∗)

したがって x = − 6

nπ
，y =

3

nπ
のとき，(∗)は最小値 In =

1

2
− 3

n2π2
をとる．

よって lim
n→∞

In =
1

2
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別解
∫ 1

0

dt = 1，
∫ 1

0

t dt =
1

2
より，f(t) = t− 1

2
とおくと

∫ 1

0

f(t) dt = 0,

∫ 1

0

f(t)2 dt =
1

3

[ (
t− 1

2

)3 ]1
0

=
1

12∫ 1

0

sin 2nπt dt = 0，
∫ 1

0

t sin 2nπt dt = − 1

2nπ
より

∫ 1

0

f(t) sin 2nπt dt = − 1

2nπ
= − 6

nπ
· 1
12

= − 6

nπ

∫ 1

0

f(t)2 dt

したがって
∫ 1

0

f(t)

{
sin 2nπt+

6

nπ
f(t)

}
dt = 0

g(t) = sin 2nπt+
6

nπ
f(t)とおくと

∫ 1

0

f(t)g(t) dt = 0

∫ 1

0

g(t) dt =

∫ 1

0

sin 2nπt dt+
6

nπ

∫ 1

0

f(t) dt = 0,∫ 1

0

g(t)2 dt =

∫ 1

0

sin2 2nπt dt+
12

nπ

∫ 1

0

f(t) sin 2nπt dt+
36

n2π2

∫ 1

0

f(t)2 dt

=
1

2
+

12

nπ

(
− 1

2nπ

)
+

36

n2π2
· 1
12

=
1

2
− 3

n2π2

sin 2nπt = − 6

nπ
f(t) + g(t)，t = f(t) +

1

2
であるから

sin 2nπt− xt− y = − 6

nπ
f(t) + g(t)− x

(
f(t) +

1

2

)
− y

= −
(
x+

6

nπ

)
f(t) + g(t)−

(x
2
+ y
)

∫ 1

0

(sin 2nπt− xt− y)2 dt =
(
x+

6

nπ

)2 ∫ 1

0

f(t)2 dt+

∫ 1

0

g(t)2 dt+
(x
2
+ y
)2

=
1

12

(
x+

6

nπ

)2

+
1

2
− 3

n2π2
+
(x
2
+ y
)2

= 1

2
− 3

n2π2
= In

よって lim
n→∞

In =
1

2
�
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2 (1) 2つの整式 f(x)，g(x)が満たす恒等式

(∗)

{
f(x2) = (x2 + 2)g(x) + 7

g(x3) = x4f(x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

により，f(x)，g(x)の次数をそれぞれm，nとする．(∗)の第 1式から，
f(x)と g(x)の最高次の係数が等しいことに注意して{

2m = 2 + n · · · 1©
3n = max(4 +m, 2 + n) · · · 2©

(i) 4 +m = 2 + nのとき， 2©より 3n = 4 +m ゆえに m = 3n− 4

これと 1©を条件に注意して解くと m = n = 2

(ii) 4 +m < 2 + nのとき， 2©より 3n = 2 + n ゆえに n = 1

これを 1©に代入すると，m =
3

2
となり，不適．

f(x)と g(x)の次数はともに 2であるから，題意は成立する．

(2) (∗)の第 1式において，xを−xに置き換えることにより

f(x2) = (x2 + 2)g(−x) + 7

これと (∗)の第 1式により g(−x) = g(x) · · · 3©
また，(∗)の第 2式の xを−xに置き換えると

g(−x3) = x4f(−x)− 3x2g(−x)− 6x2 − 2

3©より，g(x)は偶関数であるから

g(x3) = x4f(−x)− 3x2g(x)− 6x2 − 2

これと (∗)の第 2式より f(−x) = f(x)

また，(∗)に x = 0を代入すると

f(0) = 2g(0) + 7, g(0) = −2 ゆえに f(0) = 3

以上の結果から，f(x) = ax2 + 3，g(x) = ax2 − 2とおくと，(∗)は{
ax4 + 3 = (x2 + 2)(ax2 − 2) + 7

ax6 − 2 = x4(ax2 + 3)− 3x2(ax2 − 2)− 6x2 − 2

整理すると

{
2(a− 1)x2 = 0

−3(a− 1)x4 = 0
ゆえに a = 1

よって f(x) = x2 + 3, g(x) = x2 − 2 �
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3 (1) 2次方程式 ax2 + bx+ c = 0 · · · (∗)の解 z1，z2が z1 = z2，すなわち，2次
方程式 (∗)が重解をもつ確率である．係数について，b2 − 4ac = 0である
から，b2 = 4acより

b = 2のとき，ac = 1より (a, c) = (1, 1)

b = 4のとき，ac = 4より (a, c) = (1, 4), (2, 2), (4, 1)

b = 6のとき，ac = 9より (a, c) = (3, 3)

よって，求める確率は
1 + 3 + 1

63
=

5

216

(2) (i) 2次方程式 (∗)が単位円周上に実数解をもつとき，その解は 1ではな
いから，(∗)は−1を重解にもち，その方程式は

a(x+ 1)2 = 0 ゆえに b = 2a, c = a

これを満たす (a, b, c)の組は，次の 3組である．

(a, b, c) = (1, 2, 1), (2, 4, 2), (3, 6, 3)

(ii) 2次方程式 (∗)が単位円周上に虚数解をもつとき b2−4ac < 0 · · · 1©
(∗)の解と係数の関係および z2 = z1，|z1| = 1に注意して

z1z2 =
c

a
ゆえに |z1|2 =

c

a
すなわち c = a · · · 2©

2©を 1©に代入して b2 − 4a2 < 0 ゆえに
b

2
< a = c

b = 1のとき a = c = 1, 2, 3, 4, 5, 6

b = 2, 3のとき a = c = 2, 3, 4, 5, 6

b = 4, 5のとき a = c = 3, 4, 5, 6

b = 6のとき a = c = 4, 5, 6

これらの (a, b, c)の組の総数は 6 + 2·5 + 2·4 + 3 = 27 組

よって，求める確率は
3 + 27

63
=

5

36
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(3) 条件を満たす z1，z2は虚数であるから

z1 =
−b+

√
4ac− b2 i
2a

, z2 =
−b−

√
4ac− b2 i
2a

`2の偏角を θとすると tan θ =

√
4ac− b2
b

O

y

x
θ

`1

`2

(i) tan θ =
1√
3

O

y

x

`2`1

θ

(ii) tan θ =
√
3

(i) tan θ =
1√
3
のとき，

√
4ac− b2
b

=
1√
3
より

√
3(4ac− b2) = b すなわち b2 = 3ac

b = 3のとき，ac = 3より (a, c) = (1, 3), (3, 1)

b = 6のとき，ac = 12より (a, c) = (2, 6), (3, 4), (4, 3), (6, 2)

これらの (a, b, c)の組の総数は 2 + 4 = 6 組

(ii) tan θ =
1√
3
のとき，

√
4ac− b2
b

=
√
3より

√
4ac− b2 =

√
3b すなわち b2 = ac

b = 1のとき，ac = 1より (a, c) = (1, 1)

b = 2のとき，ac = 4より (a, c) = (1, 4), (2, 2), (4, 1)

b = 3のとき，ac = 9より (a, c) = (3, 3)

b = 4のとき，ac = 16より (a, c) = (4, 4)

b = 5のとき，ac = 25より (a, c) = (5, 5)

b = 6のとき，ac = 36より (a, c) = (6, 6)

これらの (a, b, c)の組の総数は 5·1 + 3 = 8 組

よって，求める確率は
6 + 8

63
=

7

108
�
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4 点Pn(xn, yn)を通り，直線OBに垂直な直線は

y = − 1√
3
(x− xn) + yn

これと直線OB : y =
√
3xの交点の x座標は

√
3x = − 1√

3
(x− xn) + yn

　

Pn

Pn+1

O

y

x
A

B(1,
√
3)

2

Qn

Rn

これを解くことにより，点Qnの x座標は x =
xn +

√
3yn

4

次に，点 Pn+1(xn+1, yn+1)を通り，直線ABに垂直な直線の方程式は

y =
1√
3
(x− xn+1) + yn+1

この直線と x軸との交点の x座標は

0 =
1√
3
(x− xn+1) + yn+1

これを解くことにより，点Rnの x座標は x = xn+1 −
√
3yn+1

点Qnと点Rnの x座標は等しいから

xn+1 −
√
3yn+1 =

xn +
√
3yn

4

2点 Pn，Pn+1は直線AB : y = −
√
3x+ 2

√
3上の点であるから

xn+1 −
√
3(−
√
3xn+1 + 2

√
3) =

xn +
√
3(−
√
3xn + 2

√
3)

4

整理すると xn+1 = −
1

8
xn +

15

8
ゆえに xn+1 −

5

3
= −1

8

(
xn −

5

3

)

数列
{
xn −

5

3

}
は初項 x1 −

5

3
，公比−1

8
の等比数列であるから

xn −
5

3
=

(
x1 −

5

3

)(
−1

8

)n−1

ゆえに lim
n→∞

xn =
5

3

また lim
n→∞

yn = lim
n→∞

(−
√
3xn + 2

√
3) = −

√
3·5
3
+ 2
√
3 =

√
3

3

よって，求める点の座標は

(
5

3
,

√
3

3

)
�
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5 C : w =
az + b

cz + 1
· · · (∗)

条件 (ア)により i =
ai+ b

ci+ 1
, −i = a(−i) + b

c(−i) + 1

ゆえに b+ c+ (a− 1)i = 0, b+ c− (a− 1)i = 0

上の 2式から a = 1, b = −c

これを (∗)に代入すると w =
z − c
cz + 1

· · · 1© ゆえに z = − w + c

cw − 1

点 zは虚軸全体を動くから，z + z = 0より − w + c

cw − 1
− w + c

cw − 1
= 0

整理すると (c+ c)|w|2 + (|c|2 − 1)(w + w)− (c+ c) = 0 · · · 2©

条件 (イ)に注意すると， 1©により c 6= 0

さらに，cは純虚数ではないから c+ c 6= 0

k =
|c|2 − 1

c+ c
· · · 3©とおいて (kは実数)， 2©に適用すると

|w|2 + k(w + w)− 1 = 0 ゆえに |w + k|2 = k2 + 1

条件 (イ)により k2 + 1 = 1 ゆえに k = 0 よって |w| = 1 · · · (∗∗)

また， 3©により |c|2 − 1 = 0 ゆえに c = ±1

(i) c = 1のとき， 1©により

w =
z − 1

z + 1
ゆえに w + 1 =

2z

z + 1

z = 0のとき，w = −1となり，条件 (ウ)に反する．

(ii) c = −1のとき， 1©により

w =
z + 1

−z + 1
ゆえに w + 1 =

2

−z + 1
6= 0

これは，条件 (ウ)を満たす．

よって a = 1, b = 1, c = −1

(∗∗)およびw 6= −1により，Cの概形は右
の図のようになる．

　

O

Im

Re
1−1

1

−1

C
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補足 z = i tan θ
(
−π
2
< θ <

π

2

)
をw =

z + 1

−z + 1
に代入すると

w =
i tan θ + 1

−i tan θ + 1
=

cos θ + i sin θ

cos θ − i sin θ
= (cos θ + i sin θ)2 = cos 2θ + i sin 2θ

−π < 2θ < πより，wは点−1を除く原点Oを中心とする単位円周上にある．

解説 一般に，1次分数式変換 (メビウス変換)

f(z) =
az + b

cz + d
(a, b, c, dは複素数, ad− bc 6= 0)

は，拡縮 (回転)kz，平行移動 z + α，反転
1

z
の合成変換である．

特に反転に関して，次の性質がある 3．

• 原点を通らない円は，原点を通らない円に移る．
• 原点を通る円は，原点を通らない直線に移る．
• 原点を通らない直線は，原点を通る円から原点を除いた図形に移る．
• 原点を通る直線は，原点を通る直線から原点を除いた図形に移る．

次の変換 (平行移動，反転，拡縮，平行移動)

f1(z) = z − 1, f2(z) =
1

z
, f3(z) = −2z, f4(z) = z − 1

について，合成変換 f(z) = f4◦f3◦f2◦f1(z)は f(z) =
z + 1

−z + 1

z = i tan θ，z1 = f1(z)，z2 = f2(z1)，z3 = f3(z2)，w = f4(z3)とすると

z2 = f2◦f1(z) =
1

i tan θ − 1
=

− cos θ

cos θ − i sin θ

= − cos θ(cos θ + i sin θ) = −1

2
− 1

2
(cos 2θ + i sin 2θ)

O

Im

Re

zz1

z2

z3

21−1
θ

2θ

w
C

�
3http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai ri 2017.pdf 3 の解説を参照．

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Tdai/Tdai_ri_2017.pdf
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出題分野 1 2 3 4 5

1 点 (a, 0)を通り，曲線 y = e−x − e−2xに接する直線が存在するような定数 aの
値の範囲を求めよ。

2 a，b，c，dを整数とし，iを虚数単位とする。整式 f(x) = x4+ax3+bx2+cx+d

が f

(
1 +
√
3i

2

)
= 0をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1) c，dを a，bを用いて表せ。

(2) f(1)を 7で割ると 1余り，11で割ると 10余るとする。また，f(−1)を 7

で割ると 3余り，11で割ると 10余るとする。aの絶対値と bの絶対値が
ともに 40以下であるとき，方程式 f(x) = 0の解をすべて求めよ。

3 四面体OABCにおいて，辺OAの中点と辺 BCの中点を通る直線を `，辺OB

の中点と辺CAの中点を通る直線をm，辺OCの中点と辺ABの中点を通る直
線を nとする。`⊥m，m⊥n，n⊥`であり，AB =

√
5，BC =

√
3，CA = 2 の

とき，以下の問いに答えよ。

(1) 直線OBと直線CAのなす角 θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
を求めよ。

(2) 四面体OABCの 4つの頂点をすべて通る球の半径を求めよ。

4 4個のサイコロを同時に投げるとき，出る目すべての積をXとする。以下の問
いに答えよ。

(1) Xが 25の倍数になる確率を求めよ。

(2) Xが 4の倍数になる確率を求めよ。

(3) Xが 100の倍数になる確率を求めよ。

5 座標空間において，中心 (0, 2, 0)，半径 1で xy平面内にある円をDとする。
Dを底面とし，z = 0の部分にある高さ 3の直円柱 (内部を含む)をEとする。
点 (0, 2, 2)と x軸を含む平面でEを 2つの立体に分け，Dを含む方を T とす
る。以下の問いに答えよ。

(1) −1 5 t 5 1とする。平面 x = tで T を切ったときの断面積 S(t)を求めよ。
また，T の体積を求めよ。

(2) T を x軸のまわりに 1回転させてできる立体の体積を求めよ。
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解答例

1 y = e−x − e−2xより y′ = −e−x + 2e−2x

曲線 y = e−x − e−2x上の点 (t, e−t − e−2t)における接線の方程式は

y − (e−t − e−2t) = (−e−t + 2e−2t)(x− t)

この直線が点 (a, 0)を通るから

−(e−t − e−2t) = (−e−t + 2e−2t)(a− t)

したがって (et − 2)(a− t) = (et − 1) · · · (∗)

et − 2 = 0，すなわち，t = log 2は，(∗)は満たさない．

t 6= log 2のとき，(∗)から

a− t = et − 1

et − 2
ゆえに a = t+ 1 +

1

et − 2

f(t) = t+ 1 +
1

et − 2
とおくと

f ′(t) = 1− et

(et − 2)2
=

(et − 2)2 − et

(et − 2)2
=

(et − 1)(et − 4)

(et − 2)2

t · · · 0 · · · (log 2) · · · 2 log 2 · · ·
f ′(t) + 0 − − 0 +

f(t) ↗ 0 ↘ ↘ 3
2
+ 2 log 2 ↗

このとき lim
t→−∞

f(t) = −∞, lim
t→∞

f(t) =∞

lim
t→log 2−0

f(t) = −∞, lim
t→log 2+0

f(t) =∞,

したがって，f(t)のとり得る値の範囲は f(t) 5 0,
3

2
+ 2 log 2 5 f(t)

よって，求める aの値の範囲は a 5 0,
3

2
+ 2 log 2 5 a �
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2 (1) w =
1 +
√
3i

2
が実数を係数とする整式 f(x) = 0の解であるから，

f(x)は，(x− w)(x− w)，すなわち，x2 − x+ 1を因数にもつ．

f(x) = x4 + ax2 + bx2 + cx+ d

= (x2 − x+ 1){x2 + (a+ 1)x+ a+ b}
+ (b+ c− 1)x− a− b+ d

したがって b+ c− 1 = 0, − a− b+ d = 0

よって c = 1 − b, d = a + b

(2) (1)の結果から f(x) = x4 + ax3 + bx2 + (1− b)x+ a+ b

ゆえに f(1) = 2a+ b+ 2, f(−1) = 3b

f(1)，f(−1)を 7で割った余りが，それぞれ 1，3であるから

2a+ b+ 2 ≡ 1, 3b ≡ 3 (mod 7)

上の第 2式から b ≡ 1 (mod 7) これを第 1式に代入すると

2a+ 1 + 2 ≡ 1 ゆえに a ≡ −1 (mod 7)

f(1)，f(−1)を 11で割った余りが，ともに 10であるから

2a+ b+ 2 ≡ 10, 3b ≡ 10 (mod 11)

上の第 2式から b ≡ 7 (mod 11) これを第 1式に代入すると

2a+ 7 + 2 ≡ 10 ゆえに 2a ≡ 1 (mod 11)

さらに 6·2a ≡ 6·1 ゆえに a ≡ 6 (mod 11)

ゆえに (∗)

{
a ≡ −1 (mod 7)

a ≡ 6 (mod 11)
(∗∗)

{
b ≡ 1 (mod 7)

b ≡ 7 (mod 11)

(∗)の第 1式から，a = −1 + 7kとおき (kは整数)，これを (∗)の第 2式に
代入すると

−1 + 7k ≡ 6 ゆえに k ≡ 1 (mod 11)

k = 1 + 11`とおくと (`は整数)

a = −1 + 7(1 + 11`) = 6 + 77`

aの絶対値が 40以下であるから，` = 0より a = 6 · · · 1©
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(∗∗)の第 2式から，b = 7+11mとおき (mは整数)，これを (∗∗)の第 1式
に代入すると

7 + 11m ≡ 1 ゆえに 4m ≡ 1 したがって m ≡ 2 (mod 7)

m = 2 + 7nとおくと (nは整数)

b = 7 + 11(2 + 7n) = 29 + 77n

bの絶対値が 40以下であるから，n = 0より b = 29 · · · 2©

(1)の結果から

f(x) = (x2 − x+ 1){x2 + (a+ 1)x+ a+ b}

1©， 2©をこれに代入して

f(x) = (x2 − x+ 1)(x2 + 7x+ 35)

f(x) = 0の解は，x2 − x+ 1 = 0，x2 + 7x+ 35 = 0を解いて

x =
1 ±

√
3i

2
,
−7 ±

√
91i

2

補足 (∗)

{
a ≡ −1 (mod 7)

a ≡ 6 (mod 11)
(∗∗)

{
b ≡ 1 (mod 7)

b ≡ 7 (mod 11)
より

{
a− 6 ≡ 0 (mod 7)

a− 6 ≡ 0 (mod 11)

{
b− 29 ≡ 0 (mod 7)

b− 29 ≡ 0 (mod 11)

したがって a− 6 ≡ 0, b− 29 ≡ 0 (mod 77)

a, bの絶対値がともに 40以下であるから a = 6，b = 29 �
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3 (1) 点Oを始点とし，3点A，B，Cの位置
ベクトルをそれぞれ~a，~b，~cとする．線
分OA，OB，OCの中点をそれぞれL1，
M1，N1とし，線分BC，CA，ABの中
点をそれぞれ L2，M2，N2とすると

2
−−→
L1L2 = ~b+~c− ~a,

2
−−−→
M1M2 = ~c+ ~a−~b,

2
−−−→
N1N2 = ~a+~b−~c

　 O

A(~a)

B(~b)

C(~c)

L2

L1

P M1

M2

N1

N2

直線 L1L2，M1M2，N1N2はそれぞれ直線 `，m，nであるから，`⊥mよ
り，
−−→
L1L2⊥

−−−→
M1M2であるから

(2
−−→
L1L2)·(2

−−−→
M1M2) = (~b+~c− ~a)·(~c+ ~a−~b)

= |~c|2 − |~b− ~a|2 = 0 · · · 1©

m⊥n，n⊥`であるから，同様にして

(2
−−−→
M1M2)·(2

−−−→
N1N2) = (~c+ ~a−~b)·(~a+~b−~c)

= |~a|2 − |~c−~b|2 = 0 · · · 2©

(2
−−−→
N1N2)·(2

−−→
L1L2) = (~a+~b−~c)·(~b+~c− ~a)

= |~b|2 − |~a−~c|2 = 0 · · · 3©

1©～ 3©より |~c| = |~b− ~a| = |
−→
AB| = AB =

√
5

|~a| = |~c−~b| = |
−→
BC| = BC =

√
3

|~b| = |~a−~c| = |
−→
CA| = CA = 2

1©～ 3©をそれぞれ整理すると

2~a·~b = |~a|2 + |~b|2 − |~c|2 = 3 + 4− 5 = 2 ゆえに ~a·~b = 1

2~b·~c = |~b|2 + |~c|2 − |~a|2 = 4 + 5− 3 = 6 ゆえに ~b·~c = 3

2~c·~a = |~c|2 + |~a|2 − |~b|2 = 5 + 3− 4 = 4 ゆえに ~c·~a = 2

−→
OB = ~bと

−→
CA = ~a−~cのなす角を ϕとすると (0 5 ϕ 5 π)

cosϕ =
~b·(~a−~c)
|~b||~a−~c|

=
~a·~b−~b·~c
|~b|2

=
1− 3

22
= −1

2
ゆえに ϕ =

2π

3

よって，直線OBと直線CAのなす角 θ
(
0 5 θ 5 π

2

)
は

θ = π − ϕ = π − 2π

3
=

π

3
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(2)
−→
OA·(2

−−→
L1L2) = ~a·(~b+~c− ~a) = ~a·~b+~c·~a− |~a|2 = 1 + 2− 3 = 0

−→
BC·(2

−−→
L1L2) = (~c−~b)·(~b+~c− ~a) = |~c|2 − |~b|2 + ~a·~b−~c·~a

= 5− 4 + 1− 2 = 0

したがって OA⊥L1L2，BC⊥L1L2

2点 L1，L2の中点を Pとすると PO = PA = PB = PC

点 Pは，四面体OABCの 4頂点を通る球面の中心である．したがって

−→
OP =

1

2

(−−→
OL1 +

−−→
OL2

)
=

1

2

{
1

2
~a+

1

2
(~b+~c)

}
=

1

4
(~a+~b+~c)

このとき |~a+~b+~c|2 = |~a|2 + |~b|2 + |~c|2 + 2~a·~b+ 2~b·~c+ 2~c·~a
= 3 + 4 + 5 + 2·1 + 2·3 + 2·2 = 24

よって，求める半径は
1

4
|~a+~b+~c| = 1

4

√
24 =

√
6

2

補足 四面体OABCのすべての面が合同
である四面体を等面四面体という．
a = OA，b = OB，c = OCとする
と，直方体の縦，横，高さがそれぞ
れ x，y，zで

y2 + z2 = a2

z2 + x2 = b2

x2 + y2 = c2

を満たすものが唯一存在する．

　

O

A

B

C

a b

c

b

c

a

y

x

z

x2 =
b2 + c2 − a2

2
, y2 =

c2 + a2 − b2

2
, z2 =

a2 + b2 − c2

2

したがって，等面四面体はこの直方体に埋め込まれ，求める球面の半径は
この長方形に外接する球面の半径Rに等しい．

R =
1

2

√
x2 + y2 + z2 =

√
2

4

√
a2 + b2 + c2

等面四面体の体積を V とすると 4(直方体から 4つの直角四面体を除く)

V = xyz − 4·1
6
xyz =

1

3
xyz

=

√
2

12

√
(b2 + c2 − a2)(c2 + a2 − b2)(a2 + b2 − c2)

�
4http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai ri 2015.pdf (pp.11-12)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/THdai/THdai_ri_2015.pdf
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4 (1) X が 5で割り切れない，すなわち，4回とも 5以外の目が出る確率を p0，
X が 5で割り切れるが 25で割り切れない，すなわち，4回のうち 5の目
が丁度 1回出る確率を p1とすると

p0 =

(
5

6

)4

=
625

1296
, p1 = 4C1

(
1

6

)(
5

6

)3

=
500

1296

求める確率は，これらの余事象の確率であるから

1− (p0 + p1) = 1−
(

625

1296
+

500

1296

)
=

19

144

(2) Xが 2で割り切れない，すなわち，4回とも奇数の目が出る確率を q0，X
が 2で割り切れるが 4で割り切れない，すなわち，4回のうち 2または 6

の目が 1回と奇数の目が 3回出る確率を q1とすると

q0 =

(
3

6

)4

=
1

16
, q1 = 4C1

(
2

6

)(
3

6

)3

=
1

6

求める確率は，これらの余事象の確率であるから

1− (q0 + q1) = 1−
(

1

16
+

1

6

)
=

37

48

(3) Xが 100の倍数となるは，出る目の組合せが次の (i)～(iv)の場合である．

(i) {A, A, 5, 5}のとき (A = 2, 6)

4!

2!2!

(
2

6

)2(
1

6

)2

=
24

1296

(ii) {4, 5, 5, B}のとき (B = 1, 2, 3, 6)

4!

2!
·1
6

(
1

6

)2
4

6
=

48

1296

(iii) {4, 4, 5, 5}のとき

4!

2!2!

(
1

6

)2(
1

6

)2

=
6

1296

(iv) {4, 5, 5, 5}のとき
4!

3!
·1
6

(
1

6

)3

=
4

1296

(i)～(iv)より，求める確率は
24 + 48 + 6 + 4

1296
=

82

1296
=

41

648
�
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5 (1) T の表す領域は
x2 + (y − 2)2 5 1, 0 5 z 5 y

T を平面 x = t (−1 5 t 5 1)で切ったときの断面を表す領域は

x = t, 2−
√
1− t2 5 y 5 2 +

√
1− t2, 0 5 z 5 y

右下の図で中央の z座標が 2であることに注意して

S(t) = 2{(2 +
√
1− t2)− (2−

√
1− t2)} = 4

√
1 − t2

3

2

1 3O

x

y

T

z

2

z

y2

2

2+
√
1−t22−

√
1−t2

2−
√
1−t2

2+
√
1−t2

S(t)

O

1

(x = t)

A

B

右の図の斜線部分の面積は∫ 1

0

√
1− t2 dt = π

4

よって，求める T の体積を V1とすると

　

O

y

t1−1

1

V1 =

∫ 1

−1

S(t) dt =

∫ 1

−1

4
√
1− t2 dt = 8

∫ 1

0

√
1− t2 = 8·π

4
= 2π

(2) 2点A，Bを (1)の図のようにとると

OA = 2−
√
1− t2, OB =

√
2(2 +

√
1− t2)

求める立体の体積を V2とすると，T が yz平面に関して対称であるから

V2
2π

=

∫ 1

0

(OB2 −OA2) dt =

∫ 1

0

{2(2 +
√
1− t2)2 − (2−

√
1− t2)2} dt

=

∫ 1

0

(5− t2) dt+ 12

∫ 1

0

√
1− t2 dt =

[
5t− t3

3

]1
0

+ 12·π
4
=

14

3
+ 3π

よって V2 = 2π

(
14

3
+ 3π

)
�
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10.21 2021年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標空間内の 4点O(0, 0, 0)，A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 2) を考える。
以下の問いに答えよ。

(1) 四面体OABCに内接する球の中心の座標を求めよ。

(2) 中心の x座標，y座標，z座標がすべて正の実数であり，xy平面，yz平面，
zx平面のすべてと接する球を考える。この球が平面ABCと交わるとき，
その交わりとしてできる円の面積の最大値を求めよ。

2 θを 0 < θ <
π

4
をみたす定数とし，xの 2次方程式

x2 − (4 cos θ)x+
1

tan θ
= 0 · · · (∗)

を考える。以下の問いに答えよ。

(1) 2次方程式 (∗)が実数解をもたないような θの値の範囲を求めよ。

(2) θが (1)で求めた範囲にあるとし，(∗)の 2つの虚数解を α，βとする。た
だし，αの虚部は βの虚部より大きいとする。複素数平面上の 3点A(α)，
B(β)，O(0)を通る円の中心をC(γ)とするとき，θを用いて γを表せ。

(3) 点O，A，Cを (2)のように定めるとき，三角形OACが直角三角形になる
ような θに対する tan θの値を求めよ。

3 座標平面上の点 (x, y)について，次の条件を考える。

条件：すべての実数 tに対して y 5 et − xtが成立する。 · · · (∗)

以下の問いに答えよ。必要ならば lim
x→+0

x log x = 0を使ってよい。

(1) 条件 (∗)をみたす点 (x, y)全体の集合を座標平面上に図示せよ。

(2) 条件 (∗)をみたす点 (x, y)のうち，x = 1かつ y = 0をみたすもの全体の
集合を S とする。S を x軸の周りに 1回転させてできる立体の体積を求
めよ。
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4 自然数 nと実数 a0, a1, a2, · · · , an (an 6= 0)に対して，2つの整式

f(x) =
n∑

k=0

akx
k = anx

n + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x+ a0

f ′(x) =
n∑

k=1

kakx
k−1 = nanx

n−1 + (n− 1)an−1x
n−2 + · · ·+ a1

を考える。α, βを異なる複素数とする。複素数平面上の 2点 α, βを結ぶ線分
上にある点 γで，

f(β)− f(α)
β − α

= f ′(γ)

をみたすものが存在するとき，

α, β, f(x)は平均値の性質をもつ

ということにする。以下の問いに答えよ。ただし，iは虚数単位とする。

(1) n = 2のとき，どのような α, β, f(x)も平均値の性質をもつことを示せ。

(2) α = 1− i, β = 1 + i, f(x) = x3 + ax2 + bx + cが平均値の性質をもつた
めの，実数 a, b, cに関する必要十分条件を求めよ。

(3) α =
1− i√

2
, β =

1 + i√
2
, f(x) = x7 は，平均値の性質をもたないことを

示せ。

5 以下の問いに答えよ。

(1) 自然数 n, kが 2 5 k 5 n− 2をみたすとき，nCk > nであることを示せ。

(2) pを素数とする。k 5 nをみたす自然数の組 (n, k)で nCk = pとなるもの
をすべて求めよ。
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解答例

1 (1) 四面体OABCに内接する球の中心を I，半径を d

とすると，Iから xy平面, yz平面，zx平面，平面
ABCまでの距離はともにdであり，I(d, d, d)とお
ける (d > 0)．4OAB，4OBC，4OCA，4ABC

の面積は

4OAB =
1

2
·1·1 =

1

2
,

4OBC = 4OCA =
1

2
·1·2 = 1

−→
AB = (−1, 1, 0)，

−→
AC = (−1, 0, 2)より

　

I

A

O

1

B
1

C2

x

y

z

4ABC =
1

2

√
|
−→
AB|2|

−→
AC|2 − (

−→
AB·
−→
AC)2 =

1

2

√
2·5− 12 =

3

2

したがって，四面体OABCの表面積を S，体積を V とすると

S =
1

2
+ 1 + 1 +

3

2
= 4, V =

1

3
4OAB·OC =

1

3
·1
2
·2 =

1

3

上の結果を V =
1

3
Sdに代入すると

1

3
=

1

3
·4d ゆえに d =

1

4
よって I

(
1

4
,
1

4
,
1

4

)
(2) 条件を満たす球を S ′ とし，S ′ の中心を

I′(r, r, r)，半径を rとする (r > 0)．
−→
AB，

−→
ACに垂直なベクトルの 1つを

~n = (2, 2, 1)

とおき，I′から平面ABCに垂線 I′Hを引くと

−→
CI′ = (r, r, r − 2)

　

~n

I′
C

H

S ′

平面ABC

r

したがって ~n·
−→
CI′ = 2r + 2r + r − 2 = 5r − 2

−→
CI′ =

−→
CH+

−→
HI′，~n⊥

−→
CHであるから ~n·

−→
HI′ = 5r − 2

~n//
−→
HI′であるから |~n||

−→
HI′| = |5r − 2|

|
−→
HI′| = |5r − 2|

|~n|
=
|5r − 2|

3
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S ′が平面ABCと共有点をもつとき，|HI′| 5 rであるから

|5r − 2|
3

5 r ゆえに − 3r 5 5r − 2 5 3r

これを解いて
1

4
5 r 5 1 · · · 1©

S ′と平面ABCが交わってできる円の半径をRとすると

R2 = r2 − |
−→
HI′|2 = r2 −

(
|5r − 2|

3

)2

= −1

9
(16r2 − 20r + 4)

= −16

9

(
r − 5

8

)2

+
1

4

1©に注意すると，r = 5

8
のとき，R2の最大値は

1

4

よって，求める円の面積の最大値は
π

4

補足
−→
AB = (−1, 1, 0),

−→
AC = (−1, 0, 2)の外積 (ベクトル積)は 5

−→
AB×

−→
AC = (1·2− 0·0, 0·(−1)− (−1)·2, − 1·0− 1·(−1))

= (2, 2, 1)

は
−→
ABおよび

−→
ACに直交する．

3点A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，C(0, 0, 2)を通る平面の方程式は

x

1
+
y

1
+
z

2
= 1 すなわち 2x+ 2y + z − 2 = 0

この平面の法ベクトルは 6 ~n = (2, 2, 1)

点 I′(r, r, r)から平面 2x+ 2y + z − 2 = 0までの距離は

|2r + 2r + r − 2|√
22 + 22 + 12

=
|5r − 2|

3

�

5http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai kiseki ri.pdf (p.179 (物理ページ p.184))
6http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai kiseki ri.pdf (p.171 (物理ページ p.176))

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_kiseki_ri.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_kiseki_ri.pdf
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2 (1) xの 2次方程式

x2 − (4 cos θ)x+
1

tan θ
= 0 · · · (∗)

が実数解をもたないから，係数について

D/4 = (2 cos θ)2 − 1

tan θ
=

1

tan θ
(4 sin θ cos θ − 1) =

2 sin 2θ − 1

tan θ
< 0

0 < θ <
π

4
に注意して解くと 0 < 2θ <

π

6
よって 0 < θ <

π

12

(2) 2次方程式 (∗)の解と係数の関係により

α + β = 4 cos θ, αβ =
1

tan θ

α, βは互いに共役で，中心C(γ)はA，B

の垂直二等分線上，すなわち，実軸上の点
であるから，γは実数である．
OC = ACより |γ| = |γ − α|

　

O

Im

Re

A(α)

B(β)

C(γ)

γ2 = (γ − α)(γ − α) = (γ − α)(γ − β)

整理すると (α + β)γ = αβ

よって γ =
αβ

α + β
=

1

4 cos θ tan θ
=

1

4 sin θ

(3) OC = ACより，4OACが直角三角形であ
るとき，∠OCA =

π

2
，すなわち，CはAB

の中点であるから，
α + β

2
= γより，(2)

の結果から

4 cos θ

2
=

1

4 sin θ
ゆえに sin 2θ =

1

4

sin 2θ =
2 tan θ

1 + tan2 θ
であるから

　

O

Im

Re

A(α)

B(β)

C(γ)

2 tan θ

1 + tan2 θ
=

1

4
ゆえに tan2 θ − 8 tan θ + 1 = 0

0 < θ <
π

4
より，0 < tan θ < 1に注意して tan θ = 4 −

√
15 �
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3 (1) f(t) = et−xt−yとおく．条件 (∗)をみたすとき，すべての実数 tに対して

f(t) = 0 (A)

をみたす点 (x, y)の集合を求めればよい．

(i) x < 0のとき

lim
t→−∞

f(t) = lim
t→−∞

(et − xt− y) = −∞

このとき，(A)をみたさない．

(ii) x = 0のとき，f(t) = et − yは，単調増加であるから

lim
t→−∞

f(t) = lim
t→−∞

(et − y) = −y = 0 すなわち y 5 0

(iii) x > 0のとき，f ′(t) = et − xより

t · · · log x · · ·
f ′(t) − 0 +

f(t) ↘ 極小 ↗

極小値 f(log x) = x− x log x− yであるから，(A)をみたすとき

x− x log x− y = 0 すなわち y 5 x− x log x

(i)～(iii)より

g(x) =

{
0 (x = 0)

x− x log x (x > 0)

とおくと，条件 (∗)をみたす点 (x, y)は

x = 0 かつ y 5 g(x)

x > 0のとき g′(x) = − log x, g′′(x) = −1

x
< 0

したがって，x = 0における g(x)の増減表は

x 0 · · · 1 · · ·
g′(x) + 0 −
g′′(x) − − −
g(x) 0 1

lim
x→+0

g(x) = 0, lim
x→∞

g(x) = −∞

　

O

y

x1

1

e

よって，点 (x, y)全体の集合は，右上の図の斜線部分で境界線を含む．
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(2) 求める立体の体積を V とすると

V

π
=

∫ e

1

x2(1− log x)2 dx

x = etとおくと
dx

dt
= et

x 1 −→ e

t 0 −→ 1

V

π
=

∫ 1

0

(et)2(1− t)2·et dt =
∫ 1

0

e3t(t− 1)2 dt

=
1

3

[
e3t
{
(t− 1)2 − {(t− 1)2}′

3
+
{(t− 1)2}′′

32

} ]1
0

=
1

3

[
e3t
{
(t− 1)2 − 2(t− 1)

3
+

2

9

} ]1
0

=
2e3

27
− 17

27

よって V =
π(2e3 − 17)

27

補足 対数型から指数型の積分に置換すると，次の積分公式が利用できる 7．∫
epx+qf(x) dx =

epx+q

p

{
f(x)− f ′(x)

p
+
f ′′(x)

p2
− f ′′′(x)

p3
+ · · ·

}
+ C

補足 まず，0 < x 5 1のとき，− 2√
x
< log x を示す．

h(x) = log x+
2√
x
(0 < x 5 1)とおくと

0 < x < 1 のとき h′(x) =
1

x
− 1

x
√
x
=

√
x− 1

x
√
x

< 0

h(x)は単調減少で，h(1) = 2であるから

h(x) > 0 ゆえに log x+
2√
x
> 0

よって 0 < x < 1 のとき − 2√
x
< log x < 0

したがって 0 < x < 1のとき −2
√
x < x log x < 0

lim
x→+0

(−2
√
x ) = 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→+0

x log x = 0

�
7http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai math 2015 kouki.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_math_2015_kouki.pdf
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4 (1) n = 2のとき，f(x) = a2x
2 + a1x+ a0，f ′(x) = 2a2x+ a1

f(β)− f(α)
β − α

=
a2(β

2 − α2) + a1(β − α)
β − α

= a2(α + β) + a1

f ′(γ) = 2a2γ + a1

γを複素数平面上の 2点 α, βの中点，すなわち，γ =
α + β

2
とすると

f(β)− f(α)
β − α

= f ′(γ)

よって，どのような α, β, f(x)も平均値の性質をもつ．

(2) α = 1− i, β = 1 + i, f(x) = x3 + ax2 + bx+ c, f ′(x) = 3x2 + 2ax+ b

f(β)− f(α)
β − α

=
β3 − α3 + a(β2 − α2) + b(β − α)

β − α
= (α + β)2 − αβ + a(α + β) + b

= 2 + 2a+ b

γは，複素数平面上の線分 α, β上の点であるから

γ = 1 + ti (−1 5 t 5 1)

とおくと

f ′(γ) = 3(1 + ti)2 + 2a(1 + ti) + b

= 3− 3t2 + 2a+ b+ 2t(3 + a)i

平均値の性質をもつとき

2 + 2a+ b = 3− 3t2 + 2a+ b+ 2t(3 + a)i

整理すると 1− 3t2 = 0 かつ 2t(3 + a) = 0

−1 5 t 5 1に注意して t = ± 1√
3
, a = −3

このとき，平均値の性質をもつ．

よって，実数 a, b, c,に関する必要十分条件は

a = −3, 2数 b, cは任意の実数
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(3) α =
1− i√

2
= cos

π

4
− i sin π

4
，β =

1 + i√
2

= cos
π

4
+ i sin

π

4
より

α7 =
(
cos

π

4
− i sin π

4

)7
= cos

7

4
π − i sin 7

4
π = cos

π

4
+ i sin

π

4
= β

β7 =
(
cos

π

4
+ i sin

π

4

)7
= cos

7

4
π + i sin

7

4
π = cos

π

4
− i sin π

4
= α

f(x) = x7, f ′(x) = 7x6について

f(β)− f(α)
β − α

=
β7 − α7

β − α
=
α− β
β − α

= −1, f ′(γ) = 7γ6 (∗)

argα = −π
4
, arg β =

π

4
であるから −π

4
5 arg γ 5 π

4

平均値の性質をもつと仮定すると，arg(7γ6) = arg(−1)であるから

6 arg γ = ±π ゆえに arg γ = ±π
6

これをみたす 2点 α, βを結ぶ線分上の点 γについて

|γ| = 1√
2 cos π

6

=

√
2

3
,

|7γ6| = 7

(√
2

3

)6

=
56

27
6= | − 1|

上の第 2式から，7γ6 6= −1となり，平均値の性質に反する．

よって，α =
1− i√

2
, β =

1 + i√
2
, f(x) = x7は，平均値の性質をもたない．

O

Im

Re

α

β

1

1

π
6

−π
6

√
2
3

√
2
3

1√
2

γ

γ

�
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5 (1) (i) 2 5 k 5 n−k 5 n−2のとき，
n− j
j

= 1であるから (j = 1, 2, · · · , k)

nCk =
n(n− 1)(n− 2) · · · (n+ 1− k)

1·2·3 · · · k
> n·n− 2

2
·n− 3

3
· · · n− k

k

= n·1·1 · · · 1 = n

(ii) 2 5 n− k 5 k 5 n− 2のとき，k′ = n− kとおくと

2 5 k′ 5 n− k′ 5 n− 2

(i)の結果から nCk′ > n ゆえに nCk > n

(i),(ii)より，自然数 n, kが 2 5 k 5 n− 2をみたすとき

nCk > n

(2) 2 5 k 5 n− 2について

nCk =
n(n− 1)(n− 2) · · · (n+ 1− k)

1·2·3 · · · k
= p (∗)

が成立するとき，素数 pは n, n− 1, · · · , n− k + 1のいずれかの因数で

nCk = p 5 n

これは，(1)の結論に反する．

k = 0, nのとき，(∗)は成立しないから，k = 1, n− 1より

nC1 = nCn−1 = p

よって (n, k) = (p, 1), (p, p − 1) �
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10.22 2022年 (150分)

出題分野 1 2 3 4 5

1 座標空間内の 5点

O(0, 0, 0), A(1, 1, 0), B(2, 1, 2), P(4, 0,−1), Q(4, 0, 5)

を考える。3点O，A，Bを通る平面を αとし，~a =
−→
OA，~b =

−→
OBとおく。以

下の問いに答えよ。

(1) ベクトル~a，~bの両方に垂直であり，x成分が正であるような，大きさが 1

のベクトル ~nを求めよ。

(2) 平面 αに関して点 Pと対称な点 P′の座標を求めよ。

(3) 点Rが平面α上を動くとき，|
−→
PR|+ |

−→
RQ|が最小となるような点Rの座標

を求めよ。

2 nを 3以上の自然数，α，βを相異なる実数とするとき，以下の問いに答えよ。

(1) 次をみたす実数A，B，Cと整式Q(x)が存在することを示せ。

xn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C

(2) (1)のA，B，Cを n，α，βを用いて表せ。

(3) (2)のAについて，nとαを固定して，βをαに近づけたときの極限 lim
β→α

A

を求めよ。

3 自然数m，nが
n4 = 1 + 210m2 · · · 1©

をみたすとき，以下の問いに答えよ。

(1)
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素な整数であることを示せ。

(2) n2 − 1は 168の倍数であることを示せ。

(3) 1©をみたす自然数の組 (m, n)を 1つ求めよ。
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4 定積分について述べた次の文章を読んで，後の問いに答えよ。

区間 a 5 x 5 bで連続な関数 f(x)に対して，F ′(x) = f(x)となる関数
F (x)を 1つ選び，f(x)の aから bまでの定積分を∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) · · · 1©

で定義する。定積分の値は F (x)の選び方によらずに定まる。定積分は次
の性質 (A)，(B)，(C)をもつ。

(A)

∫ b

a

{kf(x) + lg(x)} dx = k

∫ b

a

f(x) dx+ l

∫ b

a

g(x) dx

(B) a 5 c 5 bのとき，
∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx

(C) 区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) = h(x)ならば，∫ b

a

g(x) dx =
∫ b

a

h(x) dx

ただし，f(x)，g(x)，h(x)は区間 a 5 x 5 bで連続な関数，k，lは定数で
ある。
以下，f(x)を区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数とし，nを自然数とする。

定積分の性質 ア を用い，定数関数に対する定積分の計算を行うと，

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n) · · · 2©

が成り立つことがわかる。Sn =
1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
とおくと，不等式 2©と

定積分の性質 イ より次の不等式が成り立つ。

0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)
n

· · · 3©

よって，はさみうちの原理より lim
n→∞

Sn =

∫ 1

0

f(x) dxが成り立つ。
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(1) 関数 F (x)，G(x)が微分可能であるとき，

{F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

が成り立つことを，導関数の定義に従って示せ。また，この等式と定積分
の定義 1©を用いて，定積分の性質 (A)で k = l = 1とした場合の等式∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

を示せ。

(2) 定積分の定義 1©と平均値の定理を用いて，次を示せ。

a < bのとき，区間 a 5 x 5 bにおいて g(x) > 0ならば，
∫ b

a

g(x) dx > 0

(3) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 ア に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また文章中の下線部の内容を詳しく説明することで，
不等式 2©を示せ。

(4) (A)，(B)，(C)のうち，空欄 イ に入る記号として最もふさわしいもの
を 1つ選び答えよ。また，不等式 3©を示せ。

5 xy平面上の曲線Cを，媒介変数 tを用いて次のように定める。

x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

以下の問いに答えよ。

(1) 区間 0 < t <
π

6
において，

dx

dt
< 0，

dy

dx
< 0であることを示せ。

(2) 曲線Cの 0 5 t 5 π

6
の部分，x軸，直線 y =

1√
3
xで囲まれた図形の面積

を求めよ。

(3) 曲線 Cは x軸に関して対称であることを示せ。また，C上の点を原点を
中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させた点はC上にあることを示せ。

(4) 曲線Cの概形を図示せよ。
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解答例

1 (1) ~a =
−→
OA = (1, 1, 0)，~b =

−→
OB = (2, 1, 2)

~n = (x, y, z)とおくと，~a·~n = 0，~b·~n = 0であるから

x+ y = 0, 2x+ y + 2z = 0 ゆえに y = −x, z = −1

2
x

~n =

(
x,−x,−1

2
x

)
，|~n|2 = 1であるから

x2 + x2 +
1

4
x2 = 1 ゆえに 9x2 = 4

x > 0に注意して x =
2

3
よって ~n =

(
2

3
,−

2

3
,−

1

3

)
(2)
−→
ON = ~nとし，Pから平面 αおよび直線ONに引いた垂線の交点をそれぞ
れH，Tとすると

−→
OP =

−→
OH+

−→
OT,

−→
OT = (

−→
OP·~n)~n (∗)

−→
OP = (4, 0,−1)より，

−→
OP·~n = 3であるから

−→
OT = (2,−2,−1)

これと (∗)の第 1式により，
−→
OH = (2, 2, 0)であるから

−−→
OP′ =

−→
OH+

−−→
HP′ =

−→
OH+ (−

−→
OT) = (0, 4, 1) よって P′(0, 4, 1)

α
~n

T P

P′

H
O

N

(3)
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平

面αに関して同じ側にある．このとき，PR : RQ = P′R : RQ = 3 : 1であ
るから，Rは線分 P′Qを 3 : 1に内分する点である．(

1·0 + 3·4
3 + 1

,
1·4 + 3·0
3 + 1

,
1·1 + 3·5
3 + 1

)
すなわち R(3, 1, 4)
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別解
−→
OP·~n = 3 > 0，Q(4, 0, 5)より，

−→
OQ·~n = 1 > 0であるから，P，Qは平面

αに関して同じ側にある．このとき点Rは，2点P′(0, 4, 1)，Q(4, 0, 5)

を通る直線上にある．

−→
OR =

−−→
OP′ + t

−−→
P′Q (tは実数)

= (0, 4, 1) + t(4,−4, 4)
= (4t, 4− 4t, 1 + 4t)

点Rは平面 α上にあるから，
−→
OR·~n = 0より

2

3
·4t− 2

3
(4− 4t)− 1

3
(1 + 4t) = 0 これを解いて t =

3

4

したがって
−→
OR = (3, 1, 4) よって R(3, 1, 4) �

2 (1) xnを x− αで割った商をQ1(x)，余りをCとすると

xn = (x− α)Q1(x) + C

Q1(x)を x− βで割った商をQ2(x)，余りをBとすると

Q1(x) = (x− β)Q2(x) +B

Q2(x)を x− βで割った商をQ(x)，余りをAとすると

Q2(x) = (x− β)Q(x) + A

したがって

xn = (x− α)Q1(x) + C

= (x− α){(x− β)Q2(x) +B}+ C

= (x− α)(x− β)Q2(x) +B(x− α) + C

= (x− α)(x− β){(x− β)Q(x) + A}+B(x− α) + C

= (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) +B(x− α) + C (∗)
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(2) x = αを (∗)に代入すると C = αn

xn − αn = (x− α)(x− β)2Q(x) + A(x− α)(x− β) + B(x− α)
xn − αn

x− α
= (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B

f(x) =
xn − αn

x− α
とおくと f ′(x) =

nxn−1(x− α)− (xn − αn)

(x− α)2

f(x) = (x− β)2Q(x) + A(x− β) +B,

f ′(x) = 2(x− β)Q(x) + (x− β)2Q′(x) + A

これから，B = f(β)，A = f ′(β)より

B =
βn − αn

β − α
, A =

nβn−1(β − α) − (βn − αn)

(β − α)2

(3) g(β) = nβn−1(β − α)− (βn − αn)とおくと

g′(β) = n(n− 1)βn−2(β − α)
g′′(β) = n(n− 1){(n− 2)βn−3(β − α) + βn−2}

g(α) = 0，g′(α) = 0，g′′(α) = n(n− 1)αn−2より，g(β)は (β − α)2 を因
数にもつから，g(β) = (β − α)2H(β)とおくと (A = H(β))

g′(β) = 2(β − α)H(β) + (β − α)2H ′(β)

g′′(β) = 2H(β) + 4(β − α)H ′(β) + (β − α)2H ′′(β)

g′′(α) = 2H(α) = n(n− 1)αn−2, A = H(β)より

lim
β→α

A = lim
β→α

H(β) = H(α) =
1

2
n(n − 1)αn−2

補足 n次式 g(β)を αを極としてテイラー展開すると 8

g(β) = g(α) + g′(α)(β − α) + g′′(α)

2!
(β − α)2 +

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k

このとき A =
g(β)

(β − α)2
=
g′′(α)

2!
+

n∑
k=3

g(k)(α)

k!
(β − α)k−2

よって lim
β→α

A =
g′′(α)

2!
=

1

2
n(n− 1)αn−2 �

8http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai ri 2001.pdf (p.7)

http://kumamoto.s12.xrea.com/nyusi/Qdai_ri_2001.pdf
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3 (1) n4 = 1 + 210m2 · · · 1©の右辺は奇数であるから，nは奇数．

n2 + 1, n2 − 1は偶数であるから，
n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は整数．

n2 + 1

2
− n2 − 1

2
= 1より，

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
は互いに素である．

補足 ユークリッドの互除法により
n2 + 1

2
=
n2 − 1

2
·1 + 1

n2 + 1

2
,
n2 − 1

2
の最大公約数が 1であるから，これらの 2数は互いに素．

(2) nが奇数であるから，n+ 1, n− 1はともに偶数で，一方は 4で割り切れ
るから，次式から n2 − 1は，8の倍数である．

n2 − 1 = (n+ 1)(n− 1)

1©より (n2 + 1)(n2 − 1) = 2·3·5·7m2 · · · 1©′

ここで n2 ≡ 0, 1 (mod 3)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 3) · · · 2©
n2 ≡ 0, 1, 4, 2 (mod 7)より n2 + 1 6≡ 0 (mod 7) · · · 3©

1©′， 2©， 3©より，n2 − 1は 3·7の倍数である．
よって，n2 − 1は，8× 3·7，すなわち，168の倍数である．

(3) (2)の結論から，n2 − 1 = 168N (N は整数)とおくと， 1©′より

(168N + 2)·168N = 2·3·5·7m2 ゆえに m = 2

√
2N(84N + 1)

5

2N は偶数，84N + 1は奇数であるから，N = 2k (kは整数)とおくと

m = 4

√
k(168k + 1)

5
, n =

√
336k + 1 (∗)

(∗)の第 1式から，整数 kの必要条件は

k ≡ 0 または　 168k + 1 ≡ 0 すなわち k ≡ 0, 3 (mod 5)

k = 3のとき m = 4
√
3·101，n =

√
1009より，不適

k = 5のとき m = 4
√
841 = 4·29 = 116, n =

√
1681 = 41

よって (m, n) = (116, 41) �
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4 (1) F (x), G(x)が微分可能であるから

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

, G′(x) = lim
h→0

G(x+ h)−G(x)
h

H(x) = F (x) +G(x)とおくと

H ′(x) = lim
h→0

H(x+ h)−H(x)

h
=
F (x+ h) +G(x+ h)− F (x)−G(x)

h

= lim
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

+ lim
h→0

G(x+ h)−G(x)
h

= F ′(x) +G′(x)

よって {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x)

次に，F ′(x) = f(x)，G′(x) = g(x)を満たす F (x)，G(x)をとり，

H(x) = F (x) +G(x), h(x) = H ′(x)

とすると，次式が成立する．

h(x) = H ′(x) = {F (x) +G(x)}′ = F ′(x) +G′(x) = f(x) + g(x)

上式および定積分の定義 1©により∫ b

a

{f(x) + g(x)} dx =

∫ b

a

h(x) dx =

[
H(x)

]b
a

= H(b)−H(a)

= F (b) +G(b)− {F (a) +G(a)}
= F (b)− F (a) +G(b)−G(a)

=

∫ b

a

f(x) dx+

∫ b

a

g(x) dx

(2) G′(x) = g(x)を満たすG(x)をとると，定積分の定義により∫ b

a

g(x) dx = G(b)−G(a)

上式の右辺は平均値の定理により

G(b)−G(a)
b− a

= G′(c) (a < c < b)

G′(c) = g(c) > 0であるから，以上の結果から∫ b

a

g(x) dx = (b− a)g(c) > 0
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(3) 答 (C)

(2)と同様に
∫ i

n

i−1
n

f(x) dxに平均値の定理を適用すると (i = 1, 2, · · · , n)

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx =

(
i

n
− i− 1

n

)
f(ci) =

1

n
f(ci)

(
i− 1

n
< ci <

i

n

)
f(x)は，区間 0 5 x 5 1で連続な増加関数であるから

f

(
i− 1

n

)
5 f(ci) 5 f

(
i

n

)
以上の結果から，次式を得る．

1

n
f

(
i− 1

n

)
5
∫ i

n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n
f

(
i

n

)
(i = 1, 2, · · · , n)

(4) 答 (B)

Snの定義により

1

n

n∑
i=1

f

(
i

n

)
=

1

n

n+1∑
i=2

f

(
i− 1

n

)
=

1

n

n∑
i=1

f

(
i− 1

n

)
+

1

n
f(1)− 1

n
f(0)

= Sn +
f(1)− f(0)

n

上式に注意すると， 2©より

1

n

n∑
k=1

f

(
i− 1

n

)
5

n∑
k=1

∫ i
n

i−1
n

f(x) dx 5 1

n

n∑
k=1

f

(
i

n

)
Sn 5

∫ 1

0

f(x) dx 5 Sn +
f(1)− f(0)

n

よって 0 5
∫ 1

0

f(x) dx− Sn 5 f(1)− f(0)
n

�
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5 (1) x = 5 cos t+ cos 5t, y = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)より

dx

dt
= −5(sin t+ sin 5t) = −10 sin 3t cos 2t,

dy

dt
= 5(cos t− cos 5t) = 10 sin 3t sin 2t,

dy

dx
=
dy

dt

/
dx

dt
= − tan 2t

0 < t <
π

6
のとき，0 < 2t < 3t <

π

2
であるから

dx

dt
< 0,

dy

dx
< 0

(2) (1)の結果および
dy

dt
> 0より

t 0 · · · π
6

dx
dt

−
dy
dt

+

(dx
dt
, dy
dt
) ↖

(x, y) (6, 0) · · · (2
√
3, 2)

　

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

右上の図の斜線部分が求める面積で，その面積を Sとすると

S =
1

2
·2
√
3·2 +

∫ 6

2
√
3

y dx = 2
√
3 +

∫ 0

π
6

y
dx

dt
dt

= 2
√
3 +

∫ 0

π
6

(5 sin t− sin 5t)(−5 sin t− 5 sin 5t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

(5 sin2 t− sin2 5t+ 4 sin 5t sin t) dt

= 2
√
3 + 5

∫ π
6

0

{
5·1− cos 2t

2
− 1− cos 10t

2
− 2(cos 6t− cos 4t)

}
dt

= 2
√
3 + 5

[
2t− 5

4
sin 2t+

1

20
sin 10t− 1

3
sin 6t+

1

2
sin 4t

]π
6

0

= 2
√
3 + 5

(
π

3
− 2
√
3

5

)
=

5

3
π
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(3) f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5tとおくと

f(−t) = f(t), g(−t) = −g(t)

よって，C上の 2点 (f(t), g(t))と (f(−t), g(−t))は x軸に関して対称．

xy直交座標系の原点Oを中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた直交座標

系をXY 系とすると

x

(
1

0

)
+ y

(
0

1

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
cos
(
π
3
+ π

2

)
sin
(
π
3
+ π

2

) )(
x

y

)
= X

(
cos π

3

sin π
3

)
+ Y

(
− sin π

3

cos π
3

)

X = f(t)，Y = g(t)とすると

x = (5 cos t+ cos 5t) cos
π

3
− (5 sin t− sin 5t) sin

π

3

= 5
(
cos t cos

π

3
− sin t sin

π

3

)
+ cos 5t cos

π

3
+ sin 5t sin

π

3

= 5 cos
(
t+

π

3

)
+ cos

(
5t− π

3

)
= 5 cos

(
t+

π

3

)
+ cos 5

(
t+

π

3

)
= f

(
t+

π

3

)
,

y = (5 cos t+ cos 5t) sin
π

3
+ (5 sin t− sin 5t) cos

π

3

= 5
(
cos t sin

π

3
+ sin t cos

π

3

)
+ cos 5t sin

π

3
− sin 5t cos

π

3

= 5 sin
(
t+

π

3

)
− sin

(
5t− π

3

)
= 5 sin

(
t+

π

3

)
− sin 5

(
t+

π

3

)
= g

(
t+

π

3

)
XY 系における点 (f(t), g(t))は，xy系における点

(
f
(
t+

π

3

)
, g
(
t+

π

3

))
であるから，C上の点を原点を中心として反時計回りに

π

3
だけ回転させ

た点はC上にある．
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(4)
dy

dx
= − tan 2tおよび

dx

dt
< 0

(
0 < t <

π

6

)
により，0 < t <

π

6
において

d2y

dx2
=

d

dt

(
dy

dx

)/
dx

dt
=

d

dt
(− tan 2t)

/
dx

dt
= − 2

cos2 2t

/
dx

dt
> 0

(3)の結果から，Cの 0 5 t 5 π

6
の部分と−π

6
5 t 5 0の部分は x軸に関

して対称であるから，Cの−π
6
5 t 5 π

6
の概形は次のようになる．

O

y

x62
√
3

2
C t = 0

t = π
6

t = −π
6

−2

さらに，これを原点を中心に反時計回りに
π

3
だけ回転させた部分もC上

にある．よって，Cの−π 5 t < πの概形は，次のようになる．

O

y

x6−6

4

−4

3−3

3
√
3

−3
√
3

C

�
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解説 C上の点 (x, y) = (f(t), g(t))における接ベクトルは (f ′(t), g′(t))より

dy

dx
=
g′(t)

f ′(t)
ゆえに

d2y

dx2
=

d

dt

{
g′(t)

f ′(t)

}
· dt
dx

逆関数定理により，
dt

dx
=

1

dx
dt

=
1

f ′(t)
であるから

d2y

dx2
=
g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)2
· 1

f ′(t)
=
g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3

本題において

f(t) = 5 cos t+ cos 5t, g(t) = 5 sin t− sin 5t (−π 5 t < π)

したがって

f ′(t) = −5(sin t+ sin 5t), g′(t) = 5(cos t− cos 5t)

f ′′(t) = −5(cos t+ 5 cos 5t), g′′(t) = −5(sin t− 5 sin 5t)

これから

g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) = 25(sin t− 5 sin 5t)(sin t+ sin 5t)

+ 25(cos t− cos 5t)(cos t+ 5 cos 5t)

= −100 + 100(cos 5t cos t− sin 4t sin t)

= −100(1− cos 6t)

0 < t <
π

6
において f ′(t) < 0, g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t) < 0

したがって
d2y

dx2
=
g′′(t)f ′(t)− g′(t)f ′′(t)

f ′(t)3
> 0
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ガウス・グリーンの定理� �
曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α 5 t 5 β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

� �
本題 (2)は，ガウス・グリーンの定理を用いて求めることもできる．

f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = (5 cos t+ cos 5t)·5(cos t− cos 5t)

+ 5(sin t+ sin 5t)·(5 sin t− sin 5t)

= 20− 20(cos 5t cos t− sin 5t sin t)

= 20(1− cos 6t)

したがって，求める面積 Sは

S =
1

2

∫ π
6

0

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)} dt

= 10

∫ π
6

0

(1− cos 6t) dt = 10

[
t− 1

6
sin 6t

]π
6

0

=
5

3
π
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