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令和７年度　大阪大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・基礎工学・医・歯・薬学部　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 4 5

1 平面上の三角形OABを考える．∠AOBは鋭角，OA = 3，OB = tとする．ま
た，点Aから直線OBに下ろした垂線と直線OBの交点をCとし，OC = 1と
する．線分ABを 2 : 1に内分する点をP，点Aから直線OPに下した垂線と直
線OBとの交点をRとする．

(1) 内積
−→
OA·

−→
OBを tを用いて表せ．

(2) 線分ORの長さを tを用いて表せ．

(3) 線分OBの中点をMとする．点 Rが線分MB上にあるとき，tのとりう
る値の範囲を求めよ．

2 pとmを実数とし，関数 f(x) = x3 + 3px2 + 3mxは x = αで極大値をとり，
x = βで極小値をとるとする．

(1) f(α)− f(β)を pとmを用いて表せ．

(2) pとmが f(α) − f(β) = 4を満たしながら動くとき，曲線 y = f(x)の変
曲点の軌跡を求めよ．

3 座標空間に 3点O(0, 0, 0)，A(0, 1, 1)，P(x, y, 0)がある．∠OAP = 30◦か
つ y = 0を満たすように点 Pが動くとき，(x + 1)(y + 1)の最大値と最小値を
求めよ．

4 次の問いに答えよ．

(1) t > 0のとき

−1

t
<

∫ 2t

t

sin x

x2
dx <

1

t

が成り立つことを示せ．

(2) lim
t→∞

∫ 2t

t

cosx

x
dx = 0を示せ．

(3) f(x) = sin

(
3x

2

)
sin
(x
2

)
とおく．

lim
t→∞

∫ t

1

f(x)

x
dx =

1

2

∫ 2

1

cos x

x
dx

を示せ．
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5 投げたときに表と裏の出る確率がそれぞれ
1

2
のコインがある．A，B，Cの 3文

字を BACのように 1個ずつすべて並べて得られる文字列に対して，コインを
投げて次の操作を行う．

• 表が出たら文字列の左から 1文字目と 2文字目を入れかえる．

• 裏が出たら文字列の左から 2文字目と 3文字目を入れかえる．

例えば，文字列がBACであるときに，2回続けてコインを投げて表，裏の順に
出たとすると，文字列はBACからABCを経てACBとなる．

最初の文字列はABCであるとする．コインを n回続けて投げたあとの文字
列がABCである確率を pnとし，BCAである確率を qnとする．

(1) kを正の整数とするとき，p2k − q2kを求めよ．

(2) nを正の整数とするとき，pnを求めよ．
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解答例

1 (1) OA = 3，OC = 1，∠OCA = 90◦より AC =
√
OA2 −OC2 = 2

√
2

3点O，A，Bを座標平面上の点として

O(0, 0), A(1, 2
√
2), B(t, 0)

とすると

−→
OA = (1, 2

√
2),

−→
OB = (t, 0) ゆえに

−→
OA·

−→
OB = t

O

y

x
B

A

1

2
√
2

3

P

C

M R
tt

2

2

1

(2) 点 Pは線分ABを 2 : 1に内分する点であるから P

(
2t+ 1

3
,
2
√
2

3

)

t > 0に注意すると，直線OPの傾きは
2
√
2

2t+ 1

点A(1, 2
√
2)を通り，直線OPに垂直な直線の方程式は

y − 2
√
2 = −2t+ 1

2
√
2
(x− 1)

この直線と x軸の交点がRであるから，y = 0とすると

−2
√
2 = −2t+ 1

2
√
2
(x− 1) よって OR = x =

2t + 9

2t + 1

(3) (2)の結果から (t > 0)
t

2
5 2t+ 9

2t+ 1
5 t ゆえに

{
2t2 − 3t− 18 5 0

2t2 − t− 9 = 0{
3−3

√
17

4
5 t 5 3+3

√
17

4

t 5 1−
√
73

4
, 1+

√
73

4
5 t

t > 0より
1 +

√
73

4
5 t 5

3 + 3
√
17

4
�
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2 (1) f(x) = x3 + 3px2 + 3mxより f ′(x) = 3x2 + 6px+ 3m

f(x)は x = α, βで極値をとるから，これらは f ′(x) = 0の解である．

解と係数の関係により

α + β = −2p, αβ = m (∗)

したがって f ′(x) = 3(x2 + 2px+m) = 3{x2 − (α+ β)x+ αβ}
= 3(x− α)(x− β)

f(x)は x = αで極大，x = βで極小であるから，下の増減表より α < β

x · · · α · · · β · · ·
f ′(x) + 0 − 0 +

f(x) ↗ 極大 ↘ 極小 ↗

f(α)− f(β) =

∫ α

β

f ′(x) dx = 3

∫ α

β

(x− α)(x− β)

= 3·
(
−1

6

)
(α− β)3 =

1

2
(β − α)3

α, βは f ′(x) = 0の実数解であるから (α < β)，(∗)より

β − α =
√

(α + β)2 − 4αβ =
√
4p2 − 4m = 2

√
p2 −m

よって f(α)− f(β) =
1

2
{2
√
p2 −m}3 = 4(p2 − m)

3
2

(2) f(α)− f(β) = 4のとき，(1)の結果から

4(p2 −m)
3
2 = 4 ゆえに p2 −m = 1 · · · 1©

f ′′(x) = 6x+ 6pであるから，f ′′(x) = 0を解くと x = −p

1©より，m = p2 − 1であるから f(x) = x3 + 3px− 2 + 3(p2 − 1)x

f(−p) = (−p)3 + 3p2(−p) + 3(p2 − 1)(−p) = −p3 + 3p

したがって，変曲点は (−p,−p3 + 3p)

この変曲点の軌跡を (x, y)を用いると x = −p, y = −p3 + 3p

第 1式から p = −xを第 2式に代入すると (pはすべての実数)，

変曲点の軌跡の方程式は

y = −(−x)3 + 3(−x) すなわち y = x3 − 3x �
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3 3点O(0, 0, 0)，A(0, 1, 1)，P(x, y, 0)より

−→
AO = (0,−1,−1),

−→
AP = (x, y − 1,−1)

∠OAP = 30◦かつ y = 0であるから，
−→
AO·

−→
AP = |

−→
AO||

−→
AP| cos 30◦より

2− y =
√
2
√

x2 + (y − 1)2 + 1·
√
3

2√
2(2− y) =

√
3
√

x2 + (y − 1)2 + 1

両辺を平方して整理すると

3x2 + y2 − 2y − 2 = 0 すなわち x2 +
(y + 1)2

3
= 1

x = cos θ，y + 1 =
√
3 sin θとおくと，y =

√
3 sin θ − 1 = 0より

sin θ = 1√
3

sinα =
1√
3
を満たす鋭角 αを用いると，θのとり得る値の範囲は

α 5 θ 5 π − α

O

y

x

√
2
3

−
√

2
3

√
3− 1

−1
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x+ 1 = cos θ + 1，y + 1 =
√
3 sin θより，関数 f(θ)を

f(θ) =
√
3 sin θ(cos θ + 1) (α 5 θ 5 π − α)

とおくと

f ′(θ) =
√
3{cos θ(cos θ + 1)− sin2 θ}

=
√
3(cos θ + 1)(2 cos θ − 1)

sinα =
1√
3
より，cosα =

√
2

3
>

1

2
であるから，0 < α <

π

3
に注意して

θ α · · · π
3

· · · π − α

f ′(θ) + 0 −
f(θ) ↗ 極大 ↘

f(α) =
√
3 sinα(cosα + 1) =

√
3· 1√

3

(√
2

3
+ 1

)
=

√
2

3
+ 1,

f
(π
3

)
=

√
3·
√
3

2

(
1

2
+ 1

)
=

9

4
,

f(π − α) =
√
3· 1√

3

(
−
√

2

3
+ 1

)
= −

√
2

3
+ 1

f(π − α) < f(α)であるから 最大値
9

4
，最小値−

√
2

3
+ 1
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別解 1 点 Pの表す図形は

x2 +
(y + 1)2

3
= 1,

(
−
√

2

3
5 x 5

√
2

3
, 0 5 y 5

√
3− 1

)

であるから，(y + 1)2 = 3(1− x2)より

(x+ 1)2(y + 1)2 = 3(x+ 1)2(1− x2) = 3(x+ 1)3(1− x)

したがって

g(x) = 3(x+ 1)3(1− x)

(
−
√

2

3
5 x 5

√
2

3

)

とおくと

g′(x) = 6(x+ 1)2(1− 2x)

x −
√

2
3

· · · 1
2

· · ·
√

2
3

g′(x) + 0 −
g(x) ↗ 極大 ↘

g

(
−
√

2

3

)
= 3

(
1−

√
2

3

)3(
1 +

√
2

3

)
=

(
1−

√
2

3

)2

g

(
1

2

)
= 3

(
1

2
+ 1

)3(
1− 1

2

)
=

(
9

4

)2

g

(√
2

3

)
= 3

(
1 +

√
2

3

)3(
1−

√
2

3

)
=

(
1 +

√
2

3

)2

√
g(x)，すなわち，(x+ 1)(y + 1)のとりうる値の範囲は

1−
√

2

3
5 (x+ 1)(y + 1) 5 9

4

よって 最大値
9

4
，最小値 1 −

√
2

3



8

別解 2 点 Pの表す図形をCとすると

C : y = −1 +
√
3− 3x2

(
−
√

2

3
5 x 5

√
2

3

)

kを実数とし，(x+ 1)(y + 1) = kとおき (x > −1)，その図形をHとすると

H : y =
k

x+ 1
− 1 (k > 0)

2曲線C, Hが共有点をもつ kの値の範囲を考える．

kが最小となるのは，Hが点

(
−
√

2

3
, 0

)
を通るときで，kの最小値は

(
−
√

2

3
+ 1

)
(0 + 1) = −

√
2

3
+ 1

kが最大となるのは，2曲線C, Hが第 1象限で接するときである．

Cの関数を微分すると y′ = − 3x√
3− 3x2

Hの関数を微分すると y′ = − k

(x+ 1)2

O

y

x√
2
3−

√
2
3

C

H
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CとHが接するときの接点の座標は，連立方程式

−1 +
√
3− 3x2 =

k

x+ 1
− 1, − 3x√

3− 3x2
= − k

(x+ 1)2

の解である．それぞれ整理すると

√
3− 3x2 =

k

x+ 1
,

3x√
3− 3x2

=
k

(x+ 1)2

上の 2式から kを消去すると

3x√
3− 3x2

=

√
3− 3x2

x+ 1
すなわち 2x2 + x− 1 = 0

ゆえに (x+ 1)(2x− 1) = 0 x > −1であるから x =
1

2

これをCの方程式に代入すると，接点の座標は
(
1

2
,
1

2

)
したがって，kの最大値は (

1

2
+ 1

)(
1

2
+ 1

)
=

9

4

�
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4 (1) − 1

x2
5 sinx

x2
5 1

x2
であるから，t > 0に対し

−
∫ 2t

t

dx

x2
5
∫ 2t

t

sinx

x2
dx 5

∫ 2t

t

dx

x2

また，
∫ 2t

t

dx

x2
=

[
−1

x

]2t
t

=
1

2t
であるから，t > 0のとき

−1

t
< − 1

2t
5
∫ 2t

t

sin x

x2
dx 5 1

2t
<

1

t

(2) ∫ 2t

t

cos x

x
dx =

∫ 2t

t

(sinx)′

x
dx =

[
sinx

x

]2t
t

+

∫ 2t

t

sin x

x2
dx

=
sin 2t

2t
− sin t

t
+

∫ 2t

t

sin x

x2
dx (∗)

t > 0より − 3

2t
= − 1

2t
− 1

t
5 sin 2t

2t
− sin t

t
5 1

2t
+

1

t
=

3

2t

上式と (1)の結果の辺々を加えると

− 5

2t
<

sin 2t

2t
− sin t

t
+

∫ 2t

t

sinx

x2
dx <

5

2t
(∗∗)

(∗)，(∗∗)より − 5

2t
<

∫ 2t

t

cosx

x
dx <

5

2t

lim
t→∞

(
− 5

2t

)
= 0， lim

t→∞

5

2t
= 0であるから，はさみうちの原理により

lim
t→∞

∫ 2t

t

cosx

x
dx = 0
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(3) 2f(x) = 2 sin

(
3x

2

)
sin
(x
2

)
= cos x− cos 2xより

2

∫ t

1

f(x)

x
dx =

∫ t

1

cos x

x
dx−

∫ t

1

cos 2x

x
dx (A)

ここで，
∫ t

1

2x

x
dxについて，y = 2xとおくと

dy

dx
= 2

x 1 −→ t

y 2 −→ 2t

∫ t

1

cos 2x

x
dx =

∫ t

1

cos 2x

2x
2dx =

∫ 2t

2

cos y

y
dy =

∫ 2t

2

cos x

x
dx (B)

(A)，(B)より

2

∫ t

1

f(x)

x
dx =

∫ t

1

cosx

x
dx−

∫ 2t

2

cos x

x
dx

=

∫ t

1

cosx

x
dx+

∫ 2

2t

cos x

x
dx

=

∫ 2

1

cosx

x
dx+

∫ t

2

cos x

x
dx+

∫ 2

2t

cosx

x
dx

=

∫ 2

1

cosx

x
dx+

∫ t

2t

cos x

x
dx

=

∫ 2

1

cosx

x
dx−

∫ 2t

t

cos x

x
dx

したがって∫ t

1

f(x)

x
dx =

1

2

∫ 2

1

cos x

x
dx− 1

2

∫ 2t

t

cos x

x
dx

(2)の結果を利用すると

lim
t→∞

∫ t

1

f(x)

x
dx =

1

2

∫ 2

1

cos x

x
dx

�
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5 (1) コインを偶数回投げた後の文字の配列は {ABC, BCA, CAB}であり，
コインを奇数回投げた後の文字の配列は {ACB, BAC, CBA}である．
pn，qnと同様に，n回投げた後の文字の配列がCABである確率を rnとす
ると，次の確率漸化式が成立する．

p0 = 1, q0 = r0 = 0, p1 = q1 = r1 = 0,

pn+2 =
1

2
pn +

1

4
qn +

1

4
rn

qn+2 =
1

4
pn +

1

2
qn +

1

4
rn

rn+2 =
1

4
pn +

1

4
qn +

1

2
rn

pn+2 − qn+2 =
1

4
(pn − qn)であるから

p2k − q2k = (p0 − q0)

(
1

4

)k

=

(
1

4

)k

ABC

BAC

ACB

ABC

BCA

CAB

ABC

表

裏

表

裏

表

裏

BCA

CBA

BAC

BCA

CAB

ABC

BCA

表

裏

表

裏

表

裏

CAB

ACB

CBA

CAB

ABC

BCA

CAB

表

裏

表

裏

表

裏
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(2) nが偶数のとき

pn+2 + qn+2 + rn+2 = pn + qn + rn = p0 + q0 + r0 = 1

したがって

pn+2 + qn+2 =
3

4
pn +

3

4
qn +

1

2
rn

=
1

4
(pn + qn) +

1

2
(pn + qn + rn)

=
1

4
(pn + qn) +

1

2

pn+2 + qn+2 −
2

3
=

1

4

(
pn + qn −

2

3

)
pn + qn −

2

3
=

(
p0 + q0 −

2

3

)(
1

4

)n
2

pn + qn =
1

3

(
1

4

)n
2

+
2

3

(1)の結果から

pn − qn =

(
1

4

)n
2

上の 2式から qnを消去すると

pn =
1

3
+

2

3

(
1

4

)n
2

=
1

3
+

2

3

(
1

2

)n

よって pn =

 0 (nが奇数)
1

3
+

2

3

(
1

2

)n

(nが偶数)

補足 pn =
1 + (−1)n

6

{
1 +

(
1

2

)n−1
}
と表記してもよい．

同様に pnを消去すると qn =
1 + (−1)n

6

{
1−

(
1

2

)n}
また，pn + qn + rn =

1 + (−1)n

2
であるから

rn =
1 + (−1)n

6

{
1−

(
1

2

)n}
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コインを n回投げた後の文字の配列がACB, BAC, CBAである確率をそ
れぞれ an, bn, cnとすると，次の確率漸化式が成立する．

a0 = b0 = c0 = 0, a1 = b1 =
1

2
, c1 = 0,

an+2 =
1

2
an +

1

4
bn +

1

4
cn

bn+2 =
1

4
an +

1

2
bn +

1

4
cn

cn+2 =
1

4
an +

1

4
bn +

1

2
cn

an+2 − bn+2 =
1

4
(an − bn)，a0 − b0 = 0，a1 − b1 = 0であるから an = bn

nを奇数とすると

an+2 =
1

4
an +

1

4
(an + bn + cn)

an+2 =
1

4
an +

1

4

an+2 −
1

3
=

1

4

(
an −

1

3

)
an −

1

3
=

(
a1 −

1

3

)(
1

4

)n−1
2

an =
1

3

{
1 +

(
1

2

)n}

ACB

CAB

ABC

ACB

CBA

BAC

ACB

表

裏

表

裏

表

裏

BAC

ABC

BCA

BAC

ACB

CBA

BAC

表

裏

表

裏

表

裏

CBA

BCA

CAB

CBA

BAC

ACB

CBA

表

裏

表

裏

表

裏
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nが整数のとき an =
1− (−1)n

6

{
1 +

(
1

2

)n}
an = bn，an + bn + cn =

1− (−1)n

2
であるから

an = bn =
1− (−1)n

6

{
1 +

(
1

2

)n}
,

cn =
1− (−1)n

6

{
1−

(
1

2

)n−1
}

�


