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令和５年度　大阪大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・基礎工学・医・歯・薬学部　数 I・II・III・A・B

問題 1 2 3 4 5

1 nを 2以上の自然数とする．

(1) 0 5 x 5 1のとき，次の不等式が成り立つことを示せ．

1

2
xn 5 (−1)n

{
1

x+ 1
− 1−

n∑
k=2

(−x)k−1

}
5 xn − 1

2
xn+1

(2) an =
n∑

k=1

(−1)k−1

k
とするとき，次の極限値を求めよ．

lim
n→∞

(−1)nn(an − log 2)

2 平面上の 3点O，A，Bが

|2
−→
OA+

−→
OB| = |

−→
OA+ 2

−→
OB| = 1 かつ (2

−→
OA+

−→
OB)·(

−→
OA+

−→
OB) =

1

3

をみたすとする．

(1) (2
−→
OA+

−→
OB)·(

−→
OA+ 2

−→
OB)を求めよ．

(2) 平面上の点 Pが

|
−→
OP− (

−→
OA+

−→
OB)| 5 1

3
かつ

−→
OP·(2

−→
OA+

−→
OB) 5 1

3

をみたすように動くとき，|
−→
OP|の最大値と最小値を求めよ．

3 Pを座標平面上の点とし，点 Pの座標を (a, b)とする．−π 5 t 5 πの範囲に
ある実数 tのうち，曲線 y = cos x上の点 (t, cos t)における接線が点Pを通る
という条件をみたすものの個数をN(P)とする．N(P) = 4かつ 0 < a < πを
みたすような点 Pの存在範囲を座標平面上に図示せよ．

4 a，bをa2+b2 > 1かつb 6= 0をみたす実数の定数とする．座標空間の点A(a, 0, b)

と点 P(x, y, 0)をとる．点O(0, 0, 0)を通り直線APと垂直な平面を αとし，
平面 αと直線APとの交点をQとする．

(1) (
−→
AP·

−→
AO)2 = |

−→
AP|2|

−→
AQ|2 が成り立つことを示せ．

(2) |
−→
OQ| = 1をみたすように点 P(x, y, 0)が xy平面上を動くとき，点 Pの
軌跡を求めよ．
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5 1個のさいころを n回投げて，k回目に出た目を akとする．bnを

bn =
n∑

k=1

a1
n−kak

により定義し，bnが 7の倍数となる確率を pnとする．

(1) p1, p2を求めよ．

(2) 数列 {pn}の一般項を求めよ．
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解答例

1 (1) −x 6= 1に注意して

1 +
n∑

k=2

(−x)k−1 =
1− (−x)n

1− (−x)
=

1

x+ 1
− (−x)n

1 + x

したがって
1

1 + x
− 1−

n∑
k=2

(−x)k−1 =
(−x)n

x+ 1

(−1)n

{
1

1 + x
− 1−

n∑
k=2

(−x)k−1

}
=

xn

x+ 1
· · · 1©

ここで，0 5 x 5 1のとき

1

x+ 1
− 1

2
=

1− x

2(x+ 1)
= 0

1− x

2
− 1

x+ 1
=

x(1− x)

2(x+ 1)
= 0

上の 2式から
1

2
5 1

x+ 1
5 1− x

2

1

2
xn 5 xn

x+ 1
5 xn − 1

2
xn+1 · · · 2©

1©， 2©から，0 5 x 5 1のとき，次の不等式が成立する．

1

2
xn 5 (−1)n

{
1

x+ 1
− 1−

n∑
k=2

(−x)k−1

}
5 xn − 1

2
xn+1

(2) f(x) =
1

x+ 1
− 1−

n∑
k=2

(−x)k−1とおくと，(1)の結果から

1

2
xn 5 (−1)nf(x) 5 xn − 1

2
xn+1∫ 1

0

1

2
xn dx 5 (−1)n

∫ 1

0

f(x) dx 5
∫ 1

0

(
xn − 1

2
xn+1

)
dx

1

2(n+ 1)
5 (−1)n

∫ 1

0

f(x) dx 5 1

n+ 1
− 1

2(n+ 2)
(∗)
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an =
n∑

k=1

(−1)k−1

k
であるから

∫ 1

0

f(x) dx =

∫ 1

0

(
1

x+ 1
− 1−

n∑
k=2

(−x)k−1

)
dx

=

[
log(x+ 1)−

n∑
k=1

(−1)k−1x
k

k

]1
0

= log 2−
n∑

k=1

(−1)k−1

k
= log 2− an (∗∗)

(∗)，(∗∗)より

1

2(n+ 1)
5 (−1)n(log 2− an) 5

1

n+ 1
− 1

2(n+ 2)

− n

2(n+ 1)
= (−1)nn(an − log 2) = − n

n+ 1
+

n

2(n+ 2)
(A)

ここで

lim
n→∞

{
− n

2(n+ 1)

}
= lim

n→∞

{
− 1

2 + 2
n

}
= −1

2

lim
n→∞

{
− n

n+ 1
+

n

2(n+ 2)

}
= lim

n→∞

{
− 1

1 + 1
n

+
1

2 + 4
n

}
= −1

2

(A)および上の 2式から，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(−1)nn(an − log 2) = −
1

2

�
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2 (1)

(∗)

 |2
−→
OA+

−→
OB| = |

−→
OA+ 2

−→
OB| = 1

(2
−→
OA+

−→
OB)·(

−→
OA+

−→
OB) =

1

3

2
−→
OA+

−→
OB = ~u，

−→
OA+ 2

−→
OB = ~vとおくと

−→
OA+

−→
OB =

1

3
~u+

1

3
~v

これらを (∗)に代入すると |~u| = |~v| = 1

~u·
(
1

3
~u+

1

3
~v

)
=

1

3
ゆえに ~u·~v = 0

よって (2
−→
OA+

−→
OB)·(

−→
OA+ 2

−→
OB) = 0

(2) 与えられた条件から∣∣∣∣−→OP−
(
1

3
~u+

1

3
~v

)∣∣∣∣ 5 1

3
かつ

−→
OP·~u 5 1

3

(1)の結果から，~u = (1, 0)，~v = (0, 1)とし，
−→
OP = (x, y) とおくと(

x− 1

3

)2

+

(
y − 1

3

)2

5 1

9
かつ x 5 1

3

点 Pの表す領域は，下の図の斜線部分で境界線を含む．

O

y

x1
3

1
3

2
3

C

D

E

上の図において |
−→
OD| =

√(
1

3

)2

+

(
2

3

)2

=

√
5

3

|
−→
OE| = |

−→
OC| − |

−→
CE| =

√
2

3
− 1

3
=

√
2− 1

3

よって |
−→
OP|の最大値

√
5

3
，最小値

√
2 − 1

3
�
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3 y = cos xを微分すると y′ = − sinx

y = cos x上の点 (t, cos t)における接線の方程式は (−π 5 t 5 π)

y = (− sin t)(x− t) + cos t

この直線が点 (a, b)を通るから

b = (− sin t)(a− t) + cos t

これを満たす実数 tは，平面 tuにおける曲線 u = (− sin t)(a− t) + cos tと直線
u = bの共有点の t座標に一致する．f(t) = (− sin t)(a− t) + cos tとおくと

f ′(t) = (t− a) cos t

(i) 0 < a <
π

2
のとき，f(t)の増減表は

t −π · · · −π
2

· · · a · · · π
2

· · · π

f ′(t) + 0 − 0 + 0 −
f(t) −1 ↗ π

2
+ a ↘ cos a ↗ π

2
− a ↘ −1

N(P) = 4となる条件は，増減表から f(a) < b < f
(π
2

)
cos a < b <

π

2
− a

(ii) a =
π

2
のとき，f(t)の増減表は

t −π · · · −π
2

· · · π
2

· · · π

f ′(t) + 0 − 0 −
f(t) −1 ↗ π ↘ 0 ↘ −1

増減表から，N(P) = 4を満たす点 (a, b)は存在しない．
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(iii)
π

2
< a < πのとき，f(t)の増減表は

t −π · · · −π
2

· · · π
2

· · · a · · · π

f ′(t) + 0 − 0 + 0 −
f(t) −1 ↗ π

2
+ a ↘ π

2
− a ↗ cos a ↘ −1

• f
(π
2

)
= f(π)のとき，f

(π
2

)
< b < f(a)より

π

2
− a < b < cos a

• f
(π
2

)
< f(π)のとき，f(π) 5 b < f(a)より

−1 5 b < cos a

(i)～(iii)から，点 (a, b)の表す領域は，下の図の実線部分を含む斜線部分で，◦
および点線部分を含まない．

O

b

aπ
2

π
π
2
+ 1

π
2

1

−1

補足 y = cos xの変曲点
(
±π

2
, 0
)
により，次の 3つの領域に分けて考える．

• 曲線 y = cos x上の点 (−π,−1)と変曲点
(
−π

2
, 0
)
における 2接線によっ

てできる領域

• 曲線 y = cos x上の変曲点
(
−π

2
, 0
)
における 2接線によってできる領域

• 曲線 y = cos x上の変曲点
(π
2
, 0
)
と点 (π,−1)における 2接線によってで

きる領域
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解説 区間 α < x < βにおいて，f ′′(x)が常に定符号である曲線C : y = f(x)に引け
る接線の本数は (α < x < β)，Cおよび x = α, βにおける 2本の接線 l1, l2に
よって，下の図のようになる (l1, l2上の点から引ける接線の本数は 0本)．

0本

0本

2本1本 1本

xα β

C

l1l2

y = f(x)上の点 (t, f(t))における接線の方程式は (α < t < β)

f ′(t)(x− t) + f(t)− y = 0

この接線が点 (p, q)を通るとき

f ′(t)(p− t) + f(t)− q = 0

これから
ϕ(t) = f ′(t)(p− t) + f(t)− q (∗)

とおくと，方程式ϕ(t) = 0の解 (α < t < β)の個数は，点 (p, q)から曲線Cに
引ける接線の本数と一致する．

ϕ′(t) = f ′′(t)(p− t)

f ′′(t) < 0のとき，ϕ(t)の増減表は

t α · · · p · · · β

ϕ′(t) − 0 +

ϕ(t) ϕ(α) ↘ ϕ(p) ↗ ϕ(β)

たとえば，ϕ(t) = 0が異なる 2つの実数解をもつとき

ϕ(α) > 0, ϕ(p) < 0, ϕ(β) > 0

(∗)より，このとき，l1の下側，Cの上側，l2の下側となる 1． �
1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai 2017.pdf 6 を参照

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai_2017.pdf
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4 (1) AP⊥αで，直線APと平面 αとの交点がQであるから

−→
AQ =

(
−→
AP·

−→
AO)

|
−→
AP|2

−→
AP ゆえに

−→
AP·

−→
AQ =

−→
AP·

−→
AO · · · 1©

−→
AP//

−→
AQより

−→
AP·

−→
AQ = ±|

−→
AP||

−→
AQ| · · · 2©

1©， 2©より (
−→
AP·

−→
AO)2 = (

−→
AP·

−→
AQ)2 = |

−→
AP|2|

−→
AQ|2

よって (
−→
AP·

−→
AO)2 = |

−→
AP|2|

−→
AQ|2

A

a

b

P

α

Q

x

y

z

O

αO

A

P

1Q

(2) A(a, 0, b)，P(x, y, 0)，|
−→
OQ| = 1より

|
−→
AQ|2 = |

−→
OA|2 − |

−→
OQ|2 = a2 + b2 − 1

|
−→
AP|2 = (x− a)2 + y2 + b2

(
−→
AP·

−→
AO)2 = (

−→
AP·

−→
OA)2 = (ax− a2 − b2)2

これらを (1)の結果に代入すると

(ax− a2 − b2)2 = {(x− a)2 + y2 + b2}(a2 + b2 − 1)

よって，求める軌跡の方程式は

(b2 − 1)x2 + (a2 + b2 − 1)y2 + 2ax − a2 − b2 = 0

補足 a2 + b2 − 1 > 0であるから，0 < |b| < 1のとき双曲線．|b| = 1のとき放
物線，|b| > 1のとき楕円． �
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5 (1) b1 = a1より p1 = 0

b2 = a1
2 + a2，a1

2 6≡ 0 (mod 7)であるから

a1
2 + a2 ≡ 0 (mod 7)

を満たす a2がただ 1つ存在する．よって p2 =
1

6

(2) bn =
n∑

k=1

a1
n−kakより

bn+1 =
n+1∑
k=1

a1
n+1−kak =

n∑
k=1

a1
n+1−kak + an+1

= a1

n∑
k=1

a1
n−kak + an+1 = a1bn + an+1

(i) bn 6≡ 0 (mod 7)のとき，a1bn 6≡ 0 (mod 7)であるから

a1bn + an+1 ≡ 0 (mod 7)

となる an+1がただ一つ定まる．

(ii) bn ≡ 0 (mod 7)のとき，a1bn ≡ 0 (mod 7)であるから

a1bn + an+1 6≡ 0 (mod 7)

(i)，(ii)および (1)の結果から，{pn}について，次の確率漸化式が成立する．

p1 = 0, pn+1 =
1

6
(1− pn)

上の第 2式から

pn+1 −
1

7
= −1

6

(
pn −

1

7

)
ゆえに pn −

1

7
=

(
p1 −

1

7

)(
−1

6

)n−1

p1 = 0より pn =
1

7

{
1 −

(
−
1

6

)n−1
}

�


