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令和４年度　大阪大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・基礎工学・医・歯・薬学部　数 I・II・III・A・B

問題 1 2 3 4 5

1 rを正の実数とする．複素数平面上で，点 zが点 3

2
を中心とする半径 rの円周

上を動くとき，
z + w = zw

を満たす点wが描く図形を求めよ．

2 α =
2π

7
とする．以下の問いに答えよ．

(1) cos 4α = cos 3αであることを示せ．
(2) f(x) = 8x3 + 4x2 − 4x − 1とするとき，f(cosα) = 0が成り立つことを
示せ．

(3) cosαは無理数であることを示せ．

3 正の実数 tに対し，座標平面上の 2点 P(0, t)とQ

(
1

t
, 0

)
を考える．tが

1 ≦ t ≦ 2の範囲を動くとき，座標平面内で線分PQが通過する部分を図示せよ．

4 f(x) = log(x+ 1) + 1とする．以下の問いに答えよ．

(1) 方程式 f(x) = xは，x > 0の範囲でただ 1つの解をもつことを示せ．
(2) (1)の解を αとする．実数 xが 0 < x < αを満たすならば，次の不等式が
成り立つことを示せ．

0 <
α− f(x)

α− x
< f ′(x)

(3) 数列 {xn}を

x1 = 1, xn+1 = f(xn) (n = 1, 2, 3, · · · )

で定める．このとき，すべての自然数 nに対して，

α− xn+1 <
1

2
(α− xn)

が成り立つことを示せ．
(4) (3)の数列 {xn}について， lim

n→∞
xn = α を示せ．
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5 座標平面において，tを媒介変数として

x = et cos t+ eπ, y = et sin t (0 ≦ t ≦ π)

で表される曲線をCとする．曲線Cと x軸で囲まれた部分の面積を求めよ．
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解答例

1 点 zが点 3

2
を中心とする半径 r (r > 0)の円周上を動くとき∣∣∣∣z − 3

2

∣∣∣∣ = r · · · 1⃝

z + w = zwより (w − 1)z = w w ̸= 1であるから z =
w

w − 1
· · · 2⃝

2⃝を 1⃝に代入すると
∣∣∣∣ w

w − 1
− 3

2

∣∣∣∣ = r

∣∣∣∣2w − 3(w − 1)

w − 1

∣∣∣∣ = 2r ゆえに |w − 3|
|w − 1|

= 2r (∗)

(i) 2r = 1のとき，wは 2点 1, 3の垂直二等分線であるから

Re(w) = 2

(ii) 2r ̸= 1のとき，wは 2点 1, 3を 1 : 2rに内分および外分する 2点
2r + 3

1 + 2r
,
−2r + 3

1− 2r

を直径の両端とする円 (アポロニウスの円)である．wの中心は

1

2

(
2r + 3

1 + 2r
+
−2r + 3

1− 2r

)
=

3− 4r2

1− 4r2

wの半径は
1

2

∣∣∣∣2r + 3

1 + 2r
− −2r + 3

1− 2r

∣∣∣∣ = 4r

|1− 4r2|

(i)，(ii)より，wが描く図形は
r =

1

2
のとき 直線Re(w) = 2

r ̸=
1

2
のとき (r > 0) 中心3 − 4r2

1 − 4r2
, 半径 4r

|1 − 4r2|
の円
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別解 (∗)より |w − 3|2 = 4r2|w − 1|2

(w − 3)(w − 3) = 4r2(w − 1)(w − 1)

(1− 4r2)ww − (3− 4r2)(w + w) + 9− 4r2 = 0 (∗∗)

(i) r =
1

2
のとき，これを (∗∗)に代入すると

w + w = 4 ゆえに Re(w) =
w + w

2
= 2

(ii) r ̸= 1

2
のとき (r > 0)，(∗∗)より

ww − 3− 4r2

1− 4r2
(w + w) = −9− 4r2

1− 4r2∣∣∣∣w − 3− 4r2

1− 4r2

∣∣∣∣2 = (
3− 4r2

1− 4r2

)2

− 9− 4r2

1− 4r2∣∣∣∣w − 3− 4r2

1− 4r2

∣∣∣∣2 = 16r2

(1− 4r2)2∣∣∣∣w − 3− 4r2

1− 4r2

∣∣∣∣ = 4r

|1− 4r2|

(i)，(ii)より，wが描く図形は
r =

1

2
のとき Re(w) = 2

r ̸=
1

2
のとき (r > 0) 中心3 − 4r2

1 − 4r2
, 半径 4r

|1 − 4r2|

■

2 (1) α =
2π

7
より cos 4α = cos

8π

7
= cos

(π
7
+ π

)
= − cos

π

7

cos 3α = cos
6π

7
= cos

(
π − π

7

)
= − cos

π

7

よって cos 4α = cos 3α

別証 α =
2π

7
より，7α = 2πであるから

cos 4α = cos(2π − 3α) = cos(−3α) = cos 3α
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(2) cos(n+ 1)α = 2 cosα cosnα− cos(n− 1)αより

cos 2α = 2 cos2 α− 1,

cos 3α = 2 cosα cos 2α− cosα

= 2 cosα(2 cos2 α− 1)− cosα

= 4 cos3 α− 3 cosα,

cos 4α = 2 cosα cos 3α− cos 2α

= 2 cosα(4 cos3 α− 3 cosα)− (2 cos2 α− 1)

= 8 cos4 α− 8 cos2 α + 1

x = cosαとおいて (x ̸= 1)，上の 2式を (1)の等式に代入すると

8x4 − 8x2 + 1 = 4x3 − 3x ゆえに (x− 1)(8x3 + 4x2 − 4x− 1) = 0

x ̸= 1であるから 8x3 + 4x2 − 4x− 1 = 0

よって，f(x) = 8x3 + 4x2 − 4x− 1とすると f(cosα) = 0

(3) (2)の結果から

8 cos3 α + 4 cos2 α− 4 cosα− 1 = 0

(2 cosα)3 + (2 cosα)2 − 2(2 cosα)− 1 = 0 (∗)

cosαを有理数と仮定すると，2 cosαも有理数であるから

2 cosα =
p

q
(p, qは互いに素である正の整数)

とおいて，これを (∗)に代入すると
p3

q3
+

p2

q2
− 2p

q
− 1 = 0 ゆえに p3

q
= −p2 + 2pq + q2

上の第 2式の右辺は整数であるから，q = 1より

p3 = −p2 + 2p+ 1 ゆえに p(p2 + p− 2) = 1

p = 1となるが，p = 1は上式を満たさない．よって cosαは無理数．
補足 q = 1であることを示すと

2 cosα = p ゆえに cosα =
p

2

0 < cosα < 1より，p = 1となり，cosα ̸= 1

2
より矛盾． ■
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3 線分 PQを表す方程式は (1 ≦ t ≦ 2) y = −t2x+ t

(
0 ≦ x ≦ 1

t

)
f(t) = −t2x + t (1 ≦ t ≦ 2)とおくと，線分 PQが通過する領域は，点Qが x

軸上で 1

2
≦ x ≦ 1にあることに注意すると

0 ≦ x ≦ 1

2
のとき min

1≦t≦2
f(t) ≦ y ≦ max

1≦t≦2
f(t)

1

2
≦ x ≦ 1 のとき 0 ≦ y ≦ max

1≦t≦2
f(t)

O

y

x O

y

x O

y

x

P

Q

t

1
t

P

Q

1

1

2

1
2

P

Q

(t = 1) (t = 2)

0 < x ≦ 1のとき f(t) = −x
(
t− 1

2x

)2

+
1

4x

(i) x = 0のとき，f(t) = tより 1 ≦ y ≦ 2

(ii) 2 ≦ 1

2x
，すなわち，0 < x ≦ 1

4
のとき

f(1) ≦ y ≦ f(2) ゆえに − x+ 1 ≦ y ≦ −4x+ 2

(iii)
3

2
≦ 1

2x
≦ 2，すなわち，1

4
≦ x ≦ 1

3
のとき

(定義域の中央 3

2
が軸 t =

1

2x
より左側にあるから，左端 f(1)が最小値)

f(1) ≦ y ≦ f

(
1

2x

)
ゆえに − x+ 1 ≦ y ≦ 1

4x

(iv) 1 ≦ 1

2x
≦ 3

2
，すなわち，1

3
≦ x ≦ 1

2
のとき

(定義域の中央 3

2
が軸 t =

1

2x
より右側にあるから，右端 f(2)が最小値)

f(2) ≦ y ≦ f

(
1

2x

)
ゆえに − 4x+ 2 ≦ y ≦ 1

4x
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(v)
1

2x
≦ 1，すなわち，1

2
≦ x ≦ 1のとき

0 ≦ y ≦ f(1) ゆえに 0 ≦ y ≦ −x+ 1

(i)～(v)について，(i)と (ii)をまとめると次のようになる．

0 ≦ x ≦ 1

4
のとき −x+ 1 ≦ y ≦ −4x+ 2

1

4
≦ x ≦ 1

3
のとき −x+ 1 ≦ y ≦ 1

4x
1

3
≦ x ≦ 1

2
のとき −4x+ 2 ≦ y ≦ 1

4x
1

2
≦ x ≦ 1 のとき 0 ≦ y ≦ −x+ 1

求める領域は，下の図の境界線を含む斜線部分である．

O

y

x1

2

1

1
2

1
3

1
4

1
2

2
3

y =
1

4x

■
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4 (1) g(x) = x− f(x)とおくと (x > 0)

g(x) = x− log(x+ 1)− 1,

g′(x) = 1− 1

x+ 1
=

x

x+ 1
> 0

g(x)は単調増加関数である．

g(0) = −1 < 0, g(e2 − 1) = e2 − 4 = (e+ 2)(e− 2) > 0

g(x) = 0，すなわち，f(x) = xは，x > 0の範囲でただ 1つの解をもつ．

(2) f(x) = log(x+ 1) + 1より，f ′(x) =
1

x+ 1
，f ′′(x) = − 1

(x+ 1)2

x > 0において，f ′(x) > 0，f ′′(x) < 0より，f(x)は単調増加，f ′(x)は単
調減少である．0 < x < αを満たすとき

f(x) < f(α) = α ゆえに α− f(x)

α− x
> 0 (A)

また，平均値の定理により
f(α)− f(x)

α− x
= f ′(c), x < c < α

を満たす cが存在する．x < cより f ′(x) > f ′(c)であるから
α− f(x)

α− x
< f ′(x) (B)

(A)，(B)より
0 <

α− f(x)

α− x
< f ′(x) (証終)

別証 f ′′(x) < 0を利用する．

f(α)− f(x) =

∫ α

x

f ′(t) dt =

∫ α

x

(t− α)′f ′(t) dt

=

[
(t− α)f ′(t)

]α
x

−
∫ α

x

(t− α)f ′′(t) dt

= (α− x)f ′(x) +

∫ α

x

(α− t)f ′′(t) dt

< (α− x)f ′(x)
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(3) すべての自然数 nについて，(∗) 1 ≦ xn < αが成立することを示す．
［1］n = 1のとき，x1 = 1より，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定する．

f(x)が単調増加であるから，1 ≦ xk < αより

f(1) ≦ f(xk) < f(α) ゆえに 1 < log 2 + 1 ≦ xk+1 < α

よって，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する． (証終)

x = xnとして，(2)の結論を利用すると

0 <
α− f(xn)

α− xn

< f ′(xn)

f ′(x)が単調減少であることと 1 ≦ xnにより

0 <
α− xn+1

α− xn

< f ′(xn) ≦ f ′(1) =
1

2
(∗∗)

よって α− xn+1

α− xn

<
1

2

(4) (∗∗)より 0 < α− xn+1 <
1

2
(α− xn)

したがって 0 < α− xn < (α− 1)

(
1

2

)n−1

lim
n→∞

(α− 1)

(
1

2

)n−1

= 0 であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

(α− xn) = 0 よって lim
n→∞

xn = α

類題 広大理系 2022年 5 ，大分大医 2022年 5 ■

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/Hdai/Hdai_ri_2022.pdf
http://kumamoto.s12.xrea.com/kyusuu/oita/oita_2022.pdf
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5 C : x = et cos t+ eπ, y = et sin t (0 ≦ t ≦ π)より
dx

dt
= et(cos t− sin t) =

√
2et cos

(
t+

π

4

)
,

dy

dt
= et(sin t+ cos t) =

√
2et sin

(
t+

π

4

)
t 0 · · · π

4
· · · 3π

4
· · · π

dx
dt

+ 0 − − −
dy
dt

+ + + 0 −
(dx
dt
, dy
dt
) ↗ ↑ ↖ ← ↙

(x, y) (x0, y0) · · · (xπ
4
, yπ

4
) · · · (x 3π

4
, y 3π

4
) · · · (0, 0)

ただし (x0, y0) = (1 + eπ, 0)，(xπ
4
, yπ

4
) =

(
e
π
4√
2
+ eπ, e

π
4√
2

)
，

(x 3π
4
, y 3π

4
) =

(
− e

3π
4√
2
+ eπ, e

3π
4√
2

)

O

y

x

t = π
4

t = 0

t = 3π
4

t = π

C

x = f(t), y = g(t)とし，求める面積を Sとすると

S =

∫ f(π
4
)

f(π)

y dx−
∫ f(π

4
)

f(0)

y dx = −
∫ f(π)

f(0)

y dx

= −
∫ π

0

g(t)f ′(t) dt = −
∫ π

0

et sin t·et(cos t− sin t) dt

= −
∫ π

0

e2t
(
1

2
sin 2t− 1− cos 2t

2

)
dt

= −1

2

∫ π

0

e2t(sin 2t+ cos 2t− 1) dt

= −1

4

[
e2t(sin 2t− 1)

]π
0

=
1

4
(e2π − 1)
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別解 Cを x軸方向に−eπだけ平行移動させた曲線
C ′ : x = et cos t, y = et sin t (0 ≦ t ≦ π)

と x軸で囲まれた部分の面積を求めてもよい．

O

y

x

t = π
4

t = 0

t = 3π
4

t = π

C ′ t = π
2

−eπ 1

e
π
2

C ′はOを極とする極方程式 r = et (0 ≦ t ≦ π)で表されるから，その面積は

S =
1

2

∫ π

0

r2 dt =
1

2

∫ π

0

e2t dt =
1

4

[
e2t

]π
0

=
1

4
(e2π − 1)

ガウス・グリーンの定理
曲線 C : x = f(t), y = g(t) (α ≦ t ≦ β)

について，t = α, βに対応する点をそれ
ぞれA，Bとする．Cと直線OA，OBで
囲まれた部分の面積を Sとすると
(OBの偏角>OAの偏角)

S =
1

2

∫ β

α

{f(t)g′(t)− f ′(t)g(t)}dt

　

O

y

x

A

B C

本題は，ガウス・グリーンの定理を用いて求めることもできる．
f(t)g′(t)− f ′(t)g(t) = (et cos t+ eπ)·et(sin t+ cos t)− et(cos t− sin t)·et sin t

= e2t + eπet(sin t+ cos t)

S =
1

2

∫ π

0

{e2t + eπet(sin t+ cos t)} dt = 1

2

[
e2t

2
+ eπet sin t

]π
0

=
1

4
(e2π − 1)

補足 極座標 x = r cos t, y = r sin tについて xy′ − x′y = r2であるから，ガウス・グ
リーンの定理により，極方程式における面積公式が導かれる． ■


