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平成30年度　大阪大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・基礎工学・医・歯・薬学部　数 I・II・III・A・B

問題 1 2 3 4 5

1 次の問いに答えよ．

(1) x > 0の範囲で不等式

x− x2

2
< log(1 + x) <

x√
1 + x

が成り立つことを示せ．

(2) xが x > 0の範囲を動くとき，

y =
1

log(1 + x)
− 1

x

のとりうる値の範囲を求めよ．

2 a，bを正の実数とし，f(x) = x4 − ax3 + bx2 − ax+ 1とする．

(1) cを実数とし，f(x)が x − cで割り切れるとする．このとき，c > 0 であ

り，f(x)は (x− c)

(
x− 1

c

)
で割り切れることを示せ．

(2) f(x)がある実数 s，t，u，vを用いて

f(x) = (x− s)(x− t)(x− u)(x− v)

と因数分解できるとき，a = 4が成り立つことを示せ．

(3) a = 5とする．f(x)がある実数 s，t，u，vを用いて

f(x) = (x− s)(x− t)(x− u)(x− v)

と因数分解できるような自然数 bの値をすべて求めよ．
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3 2つの関数
f(t) = 2 sin t+ cos 2t, g(t) = 2 cos t+ sin 2t

を用いて定義される座標平面上の曲線

C : x = f(t), y = g(t)
(
0 5 t 5 π

2

)
を考える．

(1) tが 0 5 t 5 π

2
の範囲を動くとき，f(t)および g(t)の最大値を求めよ．

(2) t1，t2を 0 5 t1 < t2 5
π

2
かつ f(t1) = f(t2)を満たす実数とする．このと

き g(t1)
2 − g(t2)

2 > 0が成り立つことを示せ．

(3) Cと直線 x = 1が囲む領域の面積 Sを求めよ．

4 座標空間に 6点

A(0, 0, 1), B(1, 0, 0), C(0, 1, 0), D(−1, 0, 0), E(0,−1, 0), F(0, 0,−1)

を頂点とする正八面体ABCDEFがある．s，tを 0 < s < 1，0 < t < 1を満た
す実数とする．線分AB，ACをそれぞれ 1− s : sに内分する点を P，Qとし，
線分 FD，FEをそれぞれ 1− t : tに内分する点をR，Sとする．

(1) 4点 P，Q，R，Sが同一平面上にあることを示せ．

(2) 線分PQの中点をLとし，線分RSの中点をMとする．s，tが 0 < s < 1，
0 < t < 1の範囲を動くとき，線分 LMの長さの最小値mを求めよ．

(3) 正八面体ABCDEFの 4点P，Q，R，Sを通る平面による切り口の面積を
X とする．線分 LMの長さが (2)の値mをとるとき，X を最大とするよ
うな s，tの値と，そのときのXの値を求めよ．

A

B C
D

E

F
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5 p，qを 0 < p < 1，0 < q < 1を満たす実数とし，nを 2以上の整数とする．2

つのチームA，Bが野球の試合を n回行う．1試合目にAが勝つ確率は pであ
るとする．また，Aが勝った試合の次の試合にAが勝つ確率は pであり，Bが
勝った試合の次の試合にAが勝つ確率は qであるとする．なお，試合結果に引
き分けはなく，勝敗が決まるとする．

(1) n試合目にAが勝つ確率 anを求めよ．

(2) n = 3とする．Bが連勝せずにちょうど 2試合に勝つ確率 bnを求めよ．
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解答例

1 (1) f(x) = log(1 + x)−
(
x− x2

2

)
，g(x) =

x√
1 + x

− log(1 + x)とおくと

f(0) = 0, g(0) = 0

x > 0において f ′(x) =
1

1 + x
− 1 + x =

x2

1 + x
> 0

g(x) =
√
1 + x− 1√

1 + x
− log(1 + x)より，x > 0において

g′(x) =
1

2
√
1 + x

+
1

2(1 + x)
3
2

− 1

1 + x

=
(1 + x)− 2

√
1 + x+ 1

2(1 + x)
3
2

=
(
√
1 + x− 1)2

2(1 + x)
3
2

> 0

したがって，x > 0において f(x) > 0，g(x) > 0

よって，x > 0の範囲で x− x2

2
< log(1 + x) <

x√
1 + x

(2) y =
1

log(1 + x)
− 1

x
より y′ = − 1

(1 + x){log(1 + x)}2
+

1

x2

(1)の結果から，x > 0において

{log(1 + x)}2 < x2

1 + x
ゆえに − 1

(1 + x){log(1 + x)}2
+

1

x2
< 0

したがって，x > 0において，yは単調減少である．

x− x2

2
=

x(2− x)

2
であるから，0 < x < 2のとき，(1)の結果から
√
1 + x

x
<

1

log(1 + x)
<

2

x(2− x)

したがって

√
1 + x

x
− 1

x
<

1

log(1 + x)
− 1

x
<

2

x(2− x)
− 1

x

ここで lim
x→+0

(√
1 + x

x
− 1

x

)
= lim

x→+0

1√
1 + x+ 1

=
1

2

lim
x→+0

{
2

x(2− x)
− 1

x

}
= lim

x→+0

1

2− x
=

1

2

したがって，はさみうちの原理により lim
x→+0

{
1

log(1 + x)
− 1

x

}
=

1

2

また lim
x→∞

{
1

log(1 + x)
− 1

x

}
= 0 よって 0 < y <

1

2
�
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2 (1) f(x) = x4 − ax3 + bx2 − ax+ 1が x− cで割り切れるから，f(c) = 0より

c4 − ac3 + bc2 − ac+ 1 = 0 ゆえに ac(c2 + 1) = c4 + bc2 + 1

a, bは正の実数であるから，上の第 2式より c > 0

f(x) = x2

(
x2 − ax+ b− a

x
+

1

x2

)
= x2

{(
x+

1

x

)2

− a

(
x+

1

x

)
+ b− 2

}
· · · (∗)

f(c) = 0であるから
(
c+

1

c

)2

− a

(
c+

1

c

)
+ b− 2 = 0

したがって f

(
1

c

)
=

1

c2

{(
1

c
+ c

)2

− a

(
1

c
+ c

)
+ b− 2

}
= 0

(i) c 6= 1のとき，f(c) = f

(
1

c

)
= 0より，f(x)は (x− c)

(
x− 1

c

)
で割

り切れる．

(ii) c = 1のとき，f(1) = 0であるから，(∗)より

−2a+ b+ 2 = 0 ゆえに b = 2a− 2 · · · 1©

1©を (∗)に代入すると

f(x) = x2

{(
x+

1

x

)2

− a

(
x+

1

x

)
+ 2a− 4

}

= x2

{(
x− 1

x

)2

− a

(
x+

1

x
− 2

)}
= (x2 − 1)2 − ax(x− 1)2

= (x− 1)2{(x+ 1)2 − ax}

(i)，(ii)より，f(x)は (x− c)

(
x− 1

c

)
で割り切れる．
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(2) f(x)が x− s，x− tで割り切れる，すなわち，これらを因数にもつとき，
(1)の結果から

f(x) = (x− s)(x− t)

(
x− 1

s

)(
x− 1

t

)
=

{
x2 −

(
s+

1

s

)
x+ 1

}{
x2 −

(
t+

1

t

)
x+ 1

}
= x4 −

(
s+

1

s
+ t+

1

t

)
x3 +

{(
s+

1

s

)(
t+

1

t

)
+ 2

}
x2

−
(
s+

1

s
+ t+

1

t

)
x+ 1

係数を比較して

a = s+
1

s
+ t+

1

t
, b =

(
s+

1

s

)(
t+

1

t

)
+ 2 · · · (∗∗)

(1)の結果から s > 0，t > 0

したがって，相加・相乗平均の大小関係により，(∗)の第 1式は

s+
1

s
= 2

√
s·1
s
= 2, t+

1

t
= 2

√
t·1
t
= 2 よって a = 4

(3) α = s+
1

s
，β = t+

1

t
とおくと，(2)の結果から α = 2, β = 2

a = 5のとき，(∗∗)より α + β = 5，αβ = b− 2

α，βを解とする 2次方程式は X2 − 5X + b− 2 = 0

g(X) = X2 − 5X + b− 2とおくと g(X) =

(
X − 5

2

)2

+ b− 33

4

g(X) = 0の 2解がX = 2の範囲に実数解をも
つことから

g(2) = b− 8 = 0, b− 33

4
5 0

ゆえに 8 5 b 5 33

4

bは自然数であるから b = 8

　

X

5
2

2

�
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3 (1) f(t) = 2 sin t+ cos 2t，g(t) = 2 cos t+ sin 2tより (0 5 t 5 π
2
)

f ′(t) = 2 cos t− 2 sin 2t = 2 cos t− 4 sin t cos t

= 2 cos t(1− 2 sin t)

g′(t) = −2 sin t+ 2 cos 2t = −2 sin t+ 2(1− 2 sin2 t)

= −2(sin t+ 1)(2 sin t− 1)

f(t)，g(t)の増減表は次のようになる．

t 0 · · · π
6

· · · π
2

f ′(t) + 0 −
f(t) 1 ↗ 3

2
↘ 1

t 0 · · · π
6

· · · π
2

g′(t) + 0 −
g(t) 2 ↗ 3

√
3

2
↘ 0

よって f(t)の最大値 f
(π
6

)
=

3

2
，g(t)の最大値 g

(π
6

)
=

3
√
3

2

(2) f(t) = 2 sin t+ cos 2t = −2 sin2 t+ 2 sin t+ 1より

f(t1)− f(t2) = −2(sin2 t1 − sin2 t2) + 2(sin t1 − sin t2)

= −2(sin t1 − sin t2)(sin t1 + sin t2 − 1)

0 5 t1 < t2 5
π

2
，f(t1) = f(t2)より，sin t1 − sin t2 6= 0に注意して

sin t1 + sin t2 − 1 = 0 · · · 1©

g(t) = 2 cos t+ sin 2t = 2 cos t+ 2 sin t cos t = 2 cos t(1 + sin t)より

1

4
g(t)2 = cos2 t(1 + sin t)2 = (1− sin t)(1 + sin t)3

= 2(1 + sin t)3 − (1 + sin t)4

u = 1 + sin t1，v = 1 + sin t2とおくと， 1©より u+ v = 3であるから

1

4
{g(t1)2 − g(t2)

2} = 2(u3 − v3)− u4 + v4

= 2(u− v)(u2 + uv + v2)− (u− v)(u+ v)(u2 + v2)

= 2(u− v)(u2 + uv + v2)− 3(u− v)(u2 + v2)

= (u− v)(−u2 + 2uv − v2) = (v − u)3

= (sin t2 − sin t1)
3

0 5 t1 < t2 5
π

2
より，sin t2 − sin t1 > 0であるから，上式より

g(t1)
2 − g(t2)

2 > 0
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(3) (1)の結果から，0 5 t 5 π

2
において

f(t) = 1, g(t) = 0

(2)の結果から，0 5 t1 <
π

6
< t2において，

f(t1) = f(t2)を満たす t1, t2に対して

g(t1) > g(t2)

　

O

y

x3
2

x = 1

2

3
√
3

2 t = π
6

t = 0

t = π
2

1

したがって，右の図の斜線部分の面積が Sであるから

S =

∫ π
6

0

y
dx

dt
dt−

∫ π
6

π
2

y
dx

dt
dt =

∫ π
2

0

y
dx

dt
dt

=

∫ π
2

0

(2 cos t+ sin 2t)·(2 sin t+ cos 2t)′dt

=

∫ π
2

0

(2 cos t+ sin 2t)(2 cos t− 2 sin 2t) dt

=

∫ π
2

0

(4 cos2 t− 2 sin 2t cos t− 2 sin2 2t) dt

=

∫ π
2

0

(2 cos 2t− sin 3t− sin t+ cos 4t+ 1) dt

=

[
sin 2t+

1

3
cos 3t+ cos t+

1

4
sin 4t+ t

]π
2

0

=
π

2
−

4

3

�

4 (1) ~a = (0, 0, 1)，~b = (1, 0, 0)，~c = (0, 1, 0)とすると，A(~a)，B(~b)，C(~c)，
D(−~b)，E(−~c)，F(−~a)であるから

−→
OP = s~a+ (1− s)~b,

−→
OQ = s~a+ (1− s)~c,

−→
OR = t(−~a) + (1− t)(−~b) = −t~a+ (t− 1)~b,
−→
OS = t(−~a) + (1− t)(−~c) = −t~a+ (t− 1)~c

したがって
−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP = (1− s)(~c−~b) = (1− s)

−→
BC

−→
SR =

−→
OR−

−→
OS = (t− 1)(~b−~c) = (1− t)

−→
BC

−→
PQ//

−→
SRであるから，4点 P，Q，R，Sは同一平面上にある．



9

(2) (1)の結果から

−→
OL =

−→
OP+

−→
OQ

2
= s~a+

1

2
(1− s)(~b+~c),

−−→
OM =

−→
OR+

−→
OS

2
= −t~a+

1

2
(t− 1)(~b+~c),

−→
LM =

−−→
OM−

−→
OL = −(s+ t)~a+

1

2
(s+ t− 2)(~b+~c)

ゆえに
−→
LM =

(
s+ t− 2

2
,
s+ t− 2

2
,−(s+ t)

)
ここで，s+ t = 2uとおくと (0 < u < 1)

−→
LM = (u− 1, u− 1,−2u)

m2 = |
−→
LM|2 = (u− 1)2 + (u− 1)2 + (−2u)2

= 6u2 − 4u+ 2 = 6

(
u− 1

3

)2

+
4

3

よって，u =
1

3
，すなわち，s+ t =

2

3
のとき，mは最小値

2
√
3

(3) 直線 LMと xy平面との交点をHとすると，~aの係数に注意して

−→
OH =

t
−→
OL + s

−−→
OM

s+ t
=

t(1− s) + s(t− 1)

2(s+ t)
(~b+~c) =

t− s

2(s+ t)
(~b+~c)

したがって

−→
HL =

−→
OL−

−→
OH = s~a+

1

2
(1− s)(~b+~c)− t− s

2(s+ t)
(~b+~c)

= s~a+
s(2− s− t)

2(s+ t)
(~b+~c),

−−→
HM = −t~a+

1

2
(t− 1)(~b+~c)− t− s

2(s+ t)
(~b+~c)

= −t~a+
t(s+ t− 2)

2(s+ t)
(~b+~c)

s+ t =
2

3
を上の 2式に代入すると

−→
HL = s(~a+~b+~c) = (s, s, s),
−−→
HM = −t(~a+~b+~c) = (−t,−t,−t)

ゆえに |
−→
HL| =

√
3s，|

−−→
HM| =

√
3t
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平面PQRSと線分BE，CDのとの交点を
それぞれH1，H2とすると

−−−→
H1H2 =

−→
BC

ゆえに |
−−−→
H1H2| = |

−→
BC| =

√
2

　 P Q

S R

L

M

H H2H1

(1)の結果から |
−→
PQ| = (1− s)|

−→
BC| = (1− s)

√
2，

|
−→
SR| = (1− t)|

−→
BC| = (1− t)

√
2

Xは 2つの台形 PH1H2Q，H1SRH2の和であるから

X =
1

2
(PQ + H1H2)HL +

1

2
(SR + H1H2)HM

=
1

2

{
(1− s)

√
2 +

√
2
}√

3s+
1

2

{
(1− t)

√
2 +

√
2
}√

3t

=

√
6

2
(2− s)s+

√
6

2
(2− t)t =

√
6

2
{2(s+ t)− (s2 + t2)}

=

√
6

4
{4(s+ t)− (s+ t)2 − (s− t)2}

=

√
6

4

{
4·2
3
−
(
2

3

)2

− (s− t)2

}
=

√
6

4

{
20

9
− (s− t)2

}

よって，s− t = 0，すなわち，s = t =
1

3
のとき，Xは最大値

5
√
6

9
�

5 (1) n+ 1試合目にAが勝つのは，n試合目にAが勝っているときとBが勝っ
ているときがあるから，次の確率漸化式が成立する．

an+1 = pan + q(1− an) ゆえに an+1 = (p− q)an + q

したがって an+1 −
q

1− p+ q
= (p− q)

(
pn −

q

1− p+ q

)

an −
q

1− p+ q
= (p− q)n−1

(
p1 −

q

1− p+ q

)
a1 = pであるから

an −
q

1− p+ q
= (p− q)n−1·(1− p)(p− q)

1− p+ q

an =
(1 − p)(p − q)n + q

1 − p + q
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(2) (i) n試合目にAが勝つ場合
勝者が BAの順で 2回， Aが n− 4回であるから，その確率は

n−2C2{(1− p)q}2pn−4 =
1

2
(n− 2)(n− 3)(1− p)2q2pn−4

(ii) n試合目にBが勝つ場合
勝者が BAの順で 1回， Aが n− 3回，最後に Bであるから，
その確率は

n−2C1(1− p)q·pn−3 × (1− p) = (n− 2)(1− p)2qpn−3

(i),(ii)より

bn =
1

2
(n− 2)(n− 3)(1− p)2q2pn−4 + (n− 2)(1− p)2qpn−3

=
1

2
(1 − p)2q(n − 2){(n − 3)q + 2p}pn−4

�


