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平成23年度　大阪大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・基礎工学・医・歯・薬学部　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 4 5

1 aを自然数とする．Oを原点とする座標平面上で行列A =

(
a −1

1 a

)
の表す

1次変換を f とする．

(1) r > 0および 0 5 θ < 2πを用いてA =

(
r cos θ −r sin θ

r sin θ r cos θ

)
と表すとき，

r，cos θ，sin θを aで表せ．

(2) 点Q(1, 0)に対し，点Qn (n = 1, 2, 3, · · · )を

Q1 = Q, Qn+1 = f(Qn)

で定める．4OQnQn+1の面積 S(n)を aと nを用いて表せ．

(3) fによって点 (2, 7)に移されるもとの点Pのx座標の小数第一位を四捨五入
して得られる近似値が2であるという．自然数aの値を求めよ．またこのと
き S(n) > 1010となる最小の nの値を求めよ．ただし 0.3 < log10 2 < 0.31

を用いてよい．

2 実数 θが動くとき，xy平面上の動点P(0, sin θ)およびQ(8 cos θ, 0)を考える．

θが 0 5 θ 5 π

2
の範囲を動くとき，平面内で線分PQが通過する部分をDとす

る．Dを x軸のまわりに 1回転してできる立体の体積 V を求めよ．

3 実数の組 (p, q)に対し，f(x) = (x− p)2 + qとおく．

(1) 放物線 y = f(x)が点 (0, 1)を通り，しかも直線 y = xの x > 0 の部分と
接するような実数の組 (p, q)と接点の座標を求めよ．

(2) 実数の組 (p1, q1)，(p2, q2)に対して，f1(x) = (x−p1)
2+q1および f2(x) =

(x− p2)
2 + q2とおく．実数 α，β (ただし α < β)に対して

f1(α) < f2(α) かつ f1(β) < f2(β)

であるならば，区間 α 5 x 5 βにおいて不等式 f1(x) < f2(x)がつねに成
り立つことを示せ．

(3) 長方形R : 0 5 x 5 1, 0 5 y 5 2を考える．また，4点P0(0, 1)，P1(0, 0)，
P2(1, 1)，P3(1, 0) をこの順に線分で結んで得られる折れ線を Lとする．
実数の組 (p, q)を，放物線 y = f(x)と折れ線 Lに共有点がないようなす
べての組にわたって動かすとき，Rの点のうちで放物線 y = f(x)が通過
する点全体の集合を T とする．Rから T を除いた領域 Sを座標平面上に
図示し，その面積を求めよ．
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4 a，b，cを正の定数とし，xの関数 f(x) = x3 + ax2 + bx + cを考える．以下，
定数はすべて実数とする．

(1) 定数 p，qに対し，次をみたす定数 rが存在することを示せ．

x = 1 ならば |px+ q| 5 rx

(2) 恒等式 (α− β)(α2 + αβ + β2) = α3 − β3 を用いて，次をみたす定数 k，l

が存在することを示せ．

x = 1 ならば
∣∣∣ 3
√
f(x)− x− k

∣∣∣ 5 l

x

(3) すべての自然数 nに対して， 3
√
f(n)が自然数であるとする．このとき関

数 f(x)は，自然数の定数mを用いて f(x) = (x+m)3と表されることを
示せ．

5 正数 rに対して，a1 = 0，a2 = rとおき，数列 {an}を次の漸化式で定める．

an+1 = an + rn(an − an−1) (n = 2, 3, 4, · · · )

ただし anと an−1から漸化式を用いて an+1を決める際には硬貨を投げ，表がで

たとき rn =
r

2
，裏がでたとき rn =

1

2r
とする．ここで表がでる確率と裏がで

る確率は等しいとする．anの期待値を pnとするとき，以下の問いに答えよ．

(1) p3および p4を，rを用いて表せ．

(2) n = 3のときに pnを，nと rを用いて表せ．

(3) 数列 {pn}が収束するような正数 rの範囲を求めよ．

(4) rが (3)で求めた範囲を動くとき，極限値 lim
n→∞

pn の最小値を求めよ．



3

解答例

1 (1) A =

(
a −1

1 a

)
，A =

(
r cos θ −r sin θ

r sin θ r cos θ

)
より

a = r cos θ, 1 = r sin θ

ゆえに r2 = a2 + 1 r > 0より r =
√
a2 + 1

よって cos θ =
a

r
=

a
√
a2 + 1

， sin θ =
1

r
=

1
√
a2 + 1

(2) Q2 =

(
a −1

1 a

)(
1

0

)
=

(
a

1

)
，
(

Q1 Q2

)
=

(
1 a

0 1

)
，(

Qn−1 Qn

)
= An−1

(
Q1 Q2

)
より

det
(

Qn−1 Qn

)
= detAn−1 det

(
Q1 Q2

)
= (detA)n−1·1 = (a2 + 1)n−1

よって S(n) =
1

2

∣∣∣det( Qn−1 Qn

)∣∣∣ = 1

2
(a2 + 1)n−1

(3) A−1

(
2

7

)
=

1

a2 + 1

(
a 1

−1 a

)(
2

7

)
=

1

a2 + 1

(
2a+ 7

−2 + 7a

)
2a+ 7

a2 + 1
を四捨五入して 2となる自然数 aを求めればよい．

3

2
5 2a+ 7

a2 + 1
<

5

2
すなわち

{
a(3a− 4) 5 11

a(5a− 4) > 9

これを満たす自然数 aは 2

S(n) =
5n−1

2
であるから，

5n−1

2
> 1010の両辺の常用対数をとると

(n− 1) log10 5− log10 2 > 10 ゆえに n >
11

log10 5

0.3 < log10 2 < 0.31より，
69

100
< log10 5 <

7

10
であるから

15
5

7
=

110

7
<

11

log10 5
<

1100

69
= 15

65

69

よって，求める最小の nは 16 �
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2 2点 P(0, sin θ)，Q(8 cos θ, 0)を通る直線の方程式は
(
0 < θ <

π

2

)
x

8 cos θ
+

y

sin θ
= 1 ゆえに y = sin θ − x

8
tan θ · · · 1©

この直線上の xを固定し，yが極値をとる点では，
dy

dθ
= 0であるから

dy

dθ
= cos θ − x

8 cos2 θ
= 0 ゆえに x = 8 cos3 θ · · · 2©

2©を 1©に代入すると

y = sin θ − 8 cos3 θ

8
tan θ ゆえに y = sin3 θ · · · 3©

2©， 3©より，直線PQの包絡線は，θ = 0,
π

2
のときも成立することに注意して

(∗)

{
x = 8 cos3 θ

y = sin3 θ

(
0 5 θ 5 π

2

)
(∗)から，θを消去すると

y =

{
1−

(x
8

) 2
3

} 3
2

(0 5 x 5 8)

x = 8tとおくと
dx

dt
= 8

x 0 −→ 8

t 0 −→ 1

V

π
=

∫ 8

0

y2 dx =

∫ 8

0

{
1−

(x
8

) 2
3

}3

dx = 8

∫ 1

0

(1− t
2
3 )3 dt

= 8

∫ 1

0

(1− 3t
2
3 + 3t

4
3 − t2) dt

= 8

[
t− 9

5
t
5
3 +

9

7
t
7
3 − 1

3
t3
]1
0

=
128

105

よって V =
128

105
π
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別解 (∗)より dx

dθ
= −24 cos2 θ sin θ

x 0 −→ 8

θ π
2
−→ 0

V

π
=

∫ 8

0

y2 dx =

∫ 0

π
2

sin6 θ(−24 cos2 θ sin θ) dθ

= 24

∫ π
2

0

sin7 θ cos2 θ dθ

= 24

∫ π
2

0

sin θ(1− cos2 θ)3 cos2 θ dθ

= 24

∫ π
2

0

(cos2 θ − 3 cos4 θ + 3 cos6 θ − cos8 θ) sin θ dθ

= 24

[
−1

3
cos3 θ +

3

5
cos5 θ − 3

7
cos7 θ +

1

9
cos9 θ

]π
2

0

=
128

105

�

3 (1) 放物線 y = (x− p)2 + qが点 (0, 1)を通るから p2 + q = 1 · · · 1©
y = (x− p)2 + qと y = xから yを消去すると

(x− p)2 + q = x 整理すると x2 − (2p+ 1)x+ p2 + q = 0 · · · (∗)

上の放物線と直線は接するから，(∗)の係数について

(2p+ 1)2 − 4(p2 + q) = 0 整理すると 4p− 4q + 1 = 0 · · · 2©

(∗)より，接点の x座標
2p+ 1

2
が正であるから

2p+ 1

2
> 0 これを解いて p > −1

2
· · · 3©

1©， 2©から qを消去すると

4p2 + 4p− 3 = 0 ゆえに (2p+ 3)(2p− 1) = 0

3©に注意して解くと p =
1

2
, q =

3

4

接点の x座標は 1で，直線 y = x上の点であるから 接点 (1, 1)
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(2) g(x) = f2(x)− f1(x)とおくと

g(x) = (x− p2)
2 + q2 − (x− p1)

2 − q1

= 2(p1 − p2)x− p1
2 + p2

2 − q1 + q2

g(x)のグラフは直線であるから，m =
g(β)− g(α)

β − α
とおくと

g(x) = m(x− α) + g(α) · · · (A)
または

g(x) = m(x− β) + g(β) · · · (B)

とおける (α < β)．与えられた条件から，g(α) > 0，g(β) > 0である．

(i) 0 < g(α) 5 g(β)のとき

(A)より，α 5 x 5 βにおいて，m = 0，x− α = 0であるから

g(x) = m(x− α) + g(α) = g(α) > 0

(ii) 0 < g(β) < g(α)のとき

(B)より，α 5 x 5 βにおいて，m < 0，x− β 5 0であるから

g(x) = m(x− β) + g(β) = g(β) > 0

(i)，(ii)より，α 5 x 5 βにおいて g(x) > 0 すなわち f1(x) < f2(x)



7

(3) (1)の結果から

f1(x) =

(
x− 1

2

)2

+
3

4
= x2 − x+ 1

とおくと f1(0) = 1，f1(1) = 1

Rを通過する放物線 y = f2(x)が Lと共有点がないから

f1(0) < f2(0)，f1(1) < f2(1)

(2)の結論から，0 5 x 5 1において，f1(x) < f2(x)であるから，Rの点
のうちで放物線 y = f2(x)が通過する点全体の集合は，Rの点うちで放物
線 y = f1(x)の上側である．したがって，Rから T を除いた領域 Sは右下
の図の斜線部分で，境界線を含む．

O

y

x

P0

P2

P3P1

R

y = f1(x)

1

2

1 O

y

x1

1

2
R

T

S

1
2

y = f1(x)

L

よって，求める面積は∫ 1

0

(x2 − x+ 1) dx =

[
1

3
x3 − 1

2
x2 + x

]1
0

=
5

6

�
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4 (1) x = 1のとき

|px+ q| 5 |px|+ |q| 5 |p|x+ |q|x = (|p|+ |q|)x

r = |p|+ |q|とするとき，次が成立する．

x = 1 ならば |px+ q| 5 rx

(2) f(x) = x3 + ax2 + bx+ cについて，a = 3kとおくと (k > 0)

f(x) = x3 + 3kx2 + bx+ c

= (x+ k)3 + (b− 3k2)x+ c− k3

さらに，p = b− 3k2，q = c− k3とおくと

f(x)− (x+ k)3 = px+ q

a > 0，b > 0，c > 0であるから，x = 1のとき f(x) > x3

α = 3
√
f(x)，β = x+ kとおくと α > x，β > x

α3 − β3 = px+ q,

α2 + αβ + β2 > x2 + x·x+ x2 = 3x2

|α3 − β3| = |α− β|(α2 + αβ + β2)より

|px+ q| >
∣∣∣ 3
√
f(x)− x− k

∣∣∣ ·3x2∣∣∣ 3
√
f(x)− x− k

∣∣∣ < |px+ q|
3x2

r = 3lとおいて，(1)の結果を上式に代入すると∣∣∣ 3
√
f(x)− x− k

∣∣∣ < 3lx

3x2
=

l

x

よって，次を満たす定数 k，lが存在する．

x = 1 ならば
∣∣∣ 3
√

f(x)− x− k
∣∣∣ 5 l

x
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(3) (2)の結果に x = nを代入すると (nは自然数)∣∣∣ 3
√

f(n)− n− k
∣∣∣ 5 l

n

m = [k]，γ = k − [k]とすると (0 5 γ < 1)∣∣∣ 3
√

f(n)− n−m− γ
∣∣∣ 5 l

n

したがって γ − l

n
5 3
√

f(n)− n−m 5 γ +
l

n

In =

[
γ − l

n
, γ +

l

n

]
，an = 3

√
f(n)− n−mとおくと (anは自然数)

an ∈ In · · · (∗)

(i) 0 < γ < 1のとき，次をみたす自然数N が存在する

0 < γ − l

N
かつ γ +

l

N
< 1

このとき，n = N に対して，(∗)は成立しない．

(ii) γ = 0のとき，n > lをみたす自然数 nについて (∗)が成立するから

an = 0 すなわち 3
√
f(n)− n−m = 0

(i)，(ii)より，f(n) = (n+m)3となるから，このとき関数 f(x)は

f(x) = (x+m)3

と表される． �
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5 (1) 与えられた漸化式より，
an+1 − an
an − an−1

= rn であるから (n = 2, 3, 4, · · · )

n∏
k=2

ak+1 − ak
ak − ak−1

=
n∏

k=2

rk ゆえに
an+1 − an
a2 − a1

=
n∏

k=2

rk

a1 = 0，a2 = rより，an+1 − an = r

n∏
k=2

rkであるから

n−1∑
j=2

(aj+1 − aj) = r
n−1∑
j=2

j∏
k=2

rk ゆえに an = r + r
n−1∑
j=2

j∏
k=2

rk

したがって

pn = r + r
n−1∑
j=2

j∏
k=2

1

2

(
r

2
+

1

2r

)
= r + r

n−1∑
j=2

(
1

2
·r
2
+

1

2
· 1
2r

)j−1

= r
n−1∑
j=1

(
r2 + 1

4r

)j−1

· · · (∗)

よって，(∗)に n = 3, 4を代入すると

p3 = r

(
1 +

r2 + 1

4r

)
=

1

4
(r2 + 4r + 1),

p4 = r

{
1 +

r2 + 1

4r
+

(
r2 + 1

4r

)2
}

=
1

16r
(r4 + 4r3 + 18r2 + 4r + 1)

(2) (∗)より

pn =

r

{(
r2 + 1

4r

)n−1

− 1

}
r2 + 1

4r
− 1

=
4r2

r2 − 4r + 1

{(
r2 + 1

4r

)n−1

− 1

}



11

(3) (2)の結果から，{pn}が収束するとき，r > 0に注意して

r2 + 1

4r
< 1 ゆえに r2 − 4r + 1 < 0 · · · (∗∗)

これを解いて 2 −
√
3 < r < 2 +

√
3

(4) rが (3)で求めた範囲を動くとき

lim
n→∞

pn = − 4r2

r2 − 4r + 1
=

4

− 1

r2
+

4

r
− 1

=
4

−
(
1

r
− 2

)2

+ 3

(∗∗)および (3)の結果に注意すると，r =
1

2
のとき，最小値

4

3
をとる．�


