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平成15年度　大阪大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・基礎工学・医・歯・薬学部　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 4 5

1 aを正の実数，w = a(cos 5◦ + i sin 5◦)とする．ただし iは虚数単位である．
また，複素数の列 {zn}を z1 = w，zn+1 = znw

2n+1 (n = 1, 2, · · · )で定める．

(1) znが実数になるための必要十分条件は nが 6の倍数であることを示せ．

(2) 複素数平面で原点をOとし znを表す点を Pnとする．1 5 n 5 17である
ような nについて，4OPnPn+1が直角二等辺三角形となるような nと a

を求めよ．

2 (1) 0 < t < 1のとき，不等式

log t

2
< −1− t

1 + t

が成り立つことを示せ．

(2) kを正の定数とする．a > 0とし，曲線 C : y = ekx上の 2点 P(a, eka)，
Q(−a, e−ka)を考える．このときPにおけるCの接線とQにおけるCの
接線の交点の x座標は常に正であることを示せ．

3 (1) f(x)をxの整式とし，{ak}は ak < ak+1 (k = 1, 2, · · · )および lim
k→∞

ak = ∞
をみたす数列とする．このとき

f(ak) = 0, k = 1, 2, · · ·

ならば f(x)は整式として 0であることを示せ．

(2) f1(x), f2(x), f3(x)を xの整式とし

F (x) = f1(x) + f2(x) sin x+ f3(x) sin 2x

はすべての実数 xに対して 0であるとする．このとき f1(x), f2(x), f3(x)

はいずれも整式として 0であることを示せ．
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4 数列 {ak}が ak < ak+1 (k = 1, 2, · · · )および

ak` = ak + a`, k = 1, 2, · · · , ` = 1, 2, · · ·

をみたすとする．

(1) k, `を 2以上の自然数とする．自然数 nが与えられたとき

`m−1 5 kn < `m

をみたす自然数mが存在することを示せ．

(2) k, `を 2以上の自然数とするとき

− 1

n
<

ak
a`

− log k

log `
<

1

n
, n = 1, 2, · · ·

が成り立つことを示せ．

(3) a2 = aとするとき，数列 {ak}の一般項を求めよ．

5 (1) 平面上において座標軸に平行な主軸 (長軸，短軸)をもち，x軸，y軸の両
方に接する楕円を考える．その中心の x座標を aとする．このような楕円
のうち点A(1, 2)を通るものが存在するための aの範囲を求めよ．ただし
円は楕円の特別な場合とみなすものとする．

(2) (1)の楕円がちょうど 2つ存在するような aに対して，その 2つの楕円の
中心をB，Cとする．4ABCの面積を S(a)で表すときこの関数のグラフ
をかけ．
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解答例

1 (1) z1 = w，zn+1 = znw
2n+1より (n = 1, 2, · · · )

n = 2のとき
n−1∏
k=1

zk+1

zk
=

n−1∏
k=1

w2k+1 ゆえに
zn
z1

=
n−1∏
k=1

w2k+1

したがって zn = w
n−1∏
k=1

w2k+1 =
n−1∏
k=0

w2k+1 = wn2

上式は，n = 1のときも成立するから zn = wn2
(n = 1, 2, · · · )

w = a(cos 5◦ + i sin 5◦)より zn = an
2 {cos(n2·5◦) + i sin(n2·5◦)}

znが実数になるための必要十分条件はn2·5◦が 180◦の倍数，すなわち，n2

が 36の倍数であることである．

よって，znが実数になるための必要十分条件は nが 6の倍数である．

(2) (1)の結果から

arg zn+1 − arg zn = (n+ 1)2·5◦ − n2·5◦ = (2n+ 1)·5◦,
|zn+1|
|zn|

=
a(n+1)2

an
= a2n+1

1 5 n 5 17より n = 15◦, 25◦, 35◦, · · · , 175◦

これから，4OPnPn+1が直角二等辺三角形であるとき

∠PnOPn+1 = (2n+ 1)·5◦ = 45◦, a2n+1 = 2±
1
2

上の第 1式から n = 4 これを第 2式に代入して a = 2± 1
18 �
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2 (1) f(t) = −1− t

1 + t
− log t

2
= 1− 2

1 + t
− log t

2
とおくと

f ′(t) =
2

(1 + t)2
− 1

2t
= − (1− t)2

2t(1 + t)2
< 0

f(t)は単調減少で，f(1) = 0であるから，0 < t < 1において f(t) > 0

−1− t

1 + t
− log t

2
> 0 すなわち

log t

2
< −1− t

1 + t

別解 x > 0において
1

2x
− 2

(1 + x)2
=

(1− x)2

2x(1 + x)2
> 0

0 < t < 1のとき
∫ 1

t

{
1

2x
− 2

(1 + x)2

}
dx =

[
log x

2
+

2

1 + x

]1
t

= − log t

2
− 1− t

1 + t
> 0

よって，0 < t < 1において
log t

2
< −1− t

1 + t

(2) C : y = ekxより y′ = kekx

C上の 2点 P(a, eka)，Q(−a, e−ka) に
おける接線の方程式は，それぞれ

y = keka(x− a) + eka,

y = ke−ka(x+ a) + e−ka

これらの接線の交点の x座標は

　

O

y

x

P

Q

a−a

C

x = −1

k
+

a(eka + e−ka)

eka − e−ka
ゆえに

x

a
= − 1

ka
+

1 + e−2ka

1− e−2ka
(∗)

0 < e−2ka < 1より (k > 0, a > 0)，(1)の結果に t = e−2kaを代入すると

log e−2ka

2
< −1− e−2ka

1 + e−2ka
ゆえに − 1

ka
> −1 + e−2ka

1− e−2ka
(∗∗)

(∗)，(∗∗)より x

a
= − 1

ka
+

1 + e−2ka

1− e−2ka
> 0

よって，C上の 2点P，Qにおける 2接線の交点の x座標は正である．�
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3 (1) 整式 f(x)が，ak < ak+1, lim
k→∞

ak = ∞ を満たす数列 {ak}に対して

f(ak) = 0 (k = 1, 2, · · · )

が成立するから，f(x)は，無数の因数

x− a1, x− a2, · · ·

をもつ．これは f(x)の次数が有限であることに反する．

よって，f(x)は整式として 0である．

補足 定数 Aを用いて f(x) = A(x − a1)(x − a2) · · · (x − ak) · · · であるから，
A 6= 0のとき，f(x)の次数が有限であることに反する．

(2) ak = kπとして (k = 1, 2, · · · )，x = akを F (x) = 0に代入すると

f1(ak) = 0

したがって，(1)の結論により f1(x) = 0 · · · 1©
1©から

F (x) = f2(x) sin x+ f3(x) sin 2x

とおき，bk =
2k − 1

2
πとして (k = 1, 2, · · · )，x = bkを上式に代入すると

f2(bk) = 0

したがって，(1)の結論により f2(x) = 0 · · · 2©

1©， 2©から
F (x) = f3(x) sin 2x

とおき，ck =
2k − 1

4
として (k = 1, 2, · · · )，x = ckを上式に代入すると

f3(ck) = 0

したがって，(1)の結論により f3(x) = 0 · · · 3©

1©～ 3©から f1(x) = f2(x) = f3(x) = 0 �
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4 (1) 自然数の列 1, 2, · · · を，2以上の自然数 `を用いて

| 1, 2, · · · , `− 1 | `, `+ 1, · · · , `2 − 1 | `2, `2 + 1, · · · , `3 − 1 | · · ·

からなる群数列の第 i群をAi = {`i−1, `i−1 + 1, · · · , `i − 1}とおくと，任
意の自然数N に対し，N ∈ Ajとなる自然数 jが存在する．

したがって，自然数 knに対し，kn ∈ Amとなる自然数mが存在し

`m−1 5 kn 5 `m − 1 すなわち `m−1 5 kn < `m

(2) 漸化式 ak` = ak + a` に k = ` = 1を代入すると (ak < ak+1)

a1 = a1 + a1 ゆえに a1 = 0, a` > a1 = 0 (` = 2, 3, · · · )

k, `を 2以上の自然数とすると，(1)の結果により

a`m−1 5 akn < a`m ゆえに (m− 1)a` 5 nak < ma`

辺々を na`で割ると
m

n
− 1

n
5 ak

a`
<

m

n
· · · 1©

また，(1)の結果から log `m−1 5 log kn < `m

(m− 1) log ` 5 n log k < m log ` ゆえに
m

n
− 1

n
5 log k

log `
<

m

n

辺々に−1を掛けると −m

n
< − log k

log `
5 −m

n
+

1

n
· · · 2©

1©， 2©の辺々を加えると

− 1

n
<

ak
a`

− log k

log `
<

1

n

(3) (1)で示した定数 k, `に対して，n → ∞とすると，(2)の結果からはさみ
うちの原理により

ak
a`

− log k

log `
= 0 ゆえに

ak
log k

=
a`
log `

すなわち ak = al log` k

上式において，` = 2とすると，a2 = aより ak = a log2 k · · · (∗)

(∗)は k = 1のときも成立するから ak = a log2 k �
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5 (1) 楕円の中心を (a, b)とすると，x軸，y軸
の両方に接する楕円の方程式は

(x− a)2

a2
+

(y − b)2

b2
= 1

これが点A(1, 2)を通るから

(1− a)2

a2
+

(2− b)2

b2
= 1

　

O

y

x1

2

a

b

A

これを bについて整理すると (a− 1)2b2 − 4a2b+ 4a2 = 0 · · · (∗)

bに関する 2次方程式 (∗)の解 b (6= 0)をもつ条件を求めればよい．

(i) a = 1のとき，(∗)は解 b = 1をもつ (このとき円になる)．

(ii) a 6= 0, 1のとき，(∗)の係数について

D/4 = (−2a2)2−(a−1)2·4a2 = 4a2(2a−1) = 0 これを解いて a = 1

2

(i)，(ii)より a =
1

2

別解
(1− a)2

a2
+

(2− b)2

b2
= 1より

2a− 1

a2
=

(2− b)2

b2
= 0

したがって 2a− 1 = 0 これを解いて a = 1

2

(2) (1)の結果から，楕円がちょうど 2つ存在す

るとき，a >
1

2
(a 6= 1)である．このとき，b

に関する 2次方程式 (∗)を解くと

b =
2a2 ± 2a

√
2a− 1

(a− 1)2

これら 2つの解を b1, b2とすると (b1 < b2)

b2 − b1 =
4a

√
2a− 1

(a− 1)2

　

O

y

x

B

C

A

a

b1

b2

1

2

したがって，4ABCの面積 S(a)は

S(a) =
1

2
|a− 1|(b2 − b1) =

2a
√
2a− 1

|a− 1|
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1

4
S(a)2 =

a2(2a− 1)

(a− 1)2
= 2a+ 3 +

4

a− 1
+

1

(a− 1)2
の両辺を微分すると

1

2
S(a)S ′(a) = 2− 4

(a− 1)2
− 2

(a− 1)3
=

2a(a2 − 3a+ 1)

(a− 1)3

S ′(a) =
4a(a2 − 3a+ 1)

(a− 1)3S(a)
=

4a(a2 − 3a+ 1)

(a− 1)|a− 1|2
· |a− 1|
2a

√
2a− 1

=
2(a2 − 3a+ 1)

(a− 1)|a− 1|
√
2a− 1

したがって，S(a)の増減表は

a (1
2
) · · · (1) · · · 3+

√
5

2
· · ·

S ′(a) + − 0 +

S(a) (0) ↗ ↘ 極小 ↗

S
(

3+
√
5

2

)
= (1 +

√
5)
√
2 +

√
5，lim

a→1
S(a) = ∞， lim

a→∞
S(a) = ∞

よって，求める S(a)のグラフの概形は，次のようになる．

O

S(a)

a3+
√
5

2
1
2

(1+
√
5)
√

2+
√
5

1

�


