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平成13年度　大阪大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・基礎工学・医・歯・薬学部　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 4 5

1 2つの複素数 z = x+ yi, w = u+ vi (x, y, u, vは実数，i =
√
−1は虚数単位)

に対し，x = uと y = vがともに成り立つとき，z � wと書くことにする．

(1) 次の条件

z2 � 3 かつ z � −5

z

をみたす複素数 zの範囲を求め，複素数平面上に図示せよ．ただし，zは
zに共役な複素数とする．

(2) (1)で求めた範囲を zが動くとき，絶対値 | z − 3i |の最小値，および最小
値をあたえる zを求めよ．

2 f(x) = x4 + x3 − 3x2とおく．曲線 y = f(x)に点 (0, a)から接線がただひとつ
引けるとし，しかもその接線はただ 1点でこの曲線に接するとする．このとき
の aの値を求めよ．

3 半径 1の円周上に，4n個の点 P0, P1, · · · , P4n−1が，反時計回りに等間隔に
並んでいるとする．ただし，nは自然数である．

(1) 線分 P0Pkの長さが
√
2以上となる kの範囲を求めよ．

(2) 点P0, P1, · · · , P4n−1のうちの相異なる 3点を頂点に持つ三角形のうち，
各辺の長さがすべて

√
2以上になるものの個数 g(n)を求めよ．

4 関数 f(x) = 4 cos2 x− 8 cos x+ 3を考える．n, kを自然数とし

gn(k) = f
( π

3n

)
+ f

(
2π

3n

)
+ · · ·+ f

(
kπ

3n

)
とおく．ただし n = 2とする．

(1) nを固定する．2 5 k 5 3nの範囲で gn(k − 1) = gn(k) となる kをすべて
求めよ．また，kが 1 5 k 5 3nの範囲を動くとき，gn(k)を最小とする k

をすべて求めよ．

(2) (1)における gn(k)の最小値をGnとする．このとき極限値

lim
n→∞

Gn

n

を求めよ．
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5 数列 {an}において，各項 anが an = 0をみたし，かつ
∞∑
n=1

an =
1

2
が成り立つ

とする．さらに各 nに対し

bn = (1− a1)(1− a2) · · · (1− an)

cn = 1− (a1 + a2 + · · ·+ an)

とおく．

(1) すべてのnに対し不等式 bn = cnが成り立つことを，数学的帰納法で示せ．

(2) ある nについて bn+1 = cn+1が成り立てば，bn = cnとなることを示せ．

(3) b3 =
1

2
となるとき，c3 =

1

2
であることを示せ．また b3 =

1

2
となる数列

{an}は全部で何種類あるかを求めよ．
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解答例

1 (1) z = x+ yiとおくと z2 = (x+ yi)2 = x2 − y2 + 2xyi,

z = x− yi,

−5

z
= − 5

|z|2
z = − 5

x2 + y2
(x+ yi)

z � 3より{
x2 − y2 = 3

2xy = 0
すなわち

{
x2 − y2 = 3 · · · 1©
xy = 0 · · · 2©

z � −5

z
より

x = − 5x

x2 + y2

−y = − 5y

x2 + y2

すなわち (∗)


x(x2 + y2 + 5)

x2 + y2
= 0 · · · 3©

y(x2 + y2 − 5)

x2 + y2
5 0 · · · 4©

(∗)より，(x, y) 6= (0, 0)

(i) x = 0, y 6= 0のとき， 1©より 不適

(ii) x 6= 0, y = 0のとき， 1©， 3©より，それぞれ

x2 = 3, x = 0 ゆえに x =
√
3, y = 0

(iii) xy 6= 0のとき， 3©より x > 0 さらに 2©より y > 0

これと 1©， 4©より

x > 0, y > 0, x2 − y2 = 3, x2 + y2 5 5

(ii)，(iii)から，求める領域は下の図の斜線部分 (境界線を含む)および

x =
√
3を満たす x軸上の点である．

(2) z = x+ yiとおく．このとき，

x =
√

y2 + 3 (0 5 y 5 1)

を満たす点について調べればよいから

| z − 3i |2 = x2 + (y − 3)2

= (y2 + 3) + (y − 3)2

= 2

(
y − 3

2

)2

+
15

2

　

O

y

x

2 + i

√
5

√
3

3i

√
5

よって，y = 1，すなわち，z = 2 + iのとき，最小値 2
√
2をとる． �
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2 f(x) = x4 + x3 − 3x2より f ′(x) = 4x3 + 3x2 − 6x

f ′′(x) = 12x2 + 6x− 6 = 6(x+ 1)(2x− 1)

曲線 y = f(x)の点 (t, f(t))における接線の方程式は

y − f(t) = f ′(t)(x− t)

この接線が点 (0, a)を通るから

a− f(t) = −tf ′(t) ゆえに a = f(t)− tf ′(t)

g(t) = f(t)− tf ′(t)とすると

g′(t) = −tf ′′(t) = −6t(t+ 1)(2t− 1)

t · · · −1 · · · 0 · · · 1
2

· · ·
g′(t) + 0 − 0 + 0 −
g(t) ↗ 2 ↘ 0 ↗ 5

16
↘

O

g(t)

t−1

2

1
2

5
16

よって，方程式 g(t) = aがただ一つの実数解をもつ aの値は a = 2

解説 点 (0, 2)から曲線 C : y = f(x)に引い
た接線の接点は，曲線の変曲点である．
実際，g′(t) = −tf ′′(t)より，変曲点に
おいて，g(t)は極値をとる．
したがって，曲線に引ける接線の本数
は，曲線の変曲点における接線と曲線
で区分される領域で分類できる．

　

O

y

x

2

−1

−3

1
2

C

5
16

補足 3次関数のグラフに引ける接線についても同様である 1． �
1http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai 2017.pdf (p.12を参照)

http://kumamoto.s12.xrea.com/N/CHdai/CHdai_2017.pdf
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3 (1) 座標平面上に P0(1, 0)，Pn(0, 1)，
P2n(−1, 0)，P3n(0,−1)をとると

P0Pn =
√
2, P0P3n =

√
2

よって n 5 k 5 3n

　

O

y

x
P0

1

Pn1

−1

P2n

P3n−1

(2) 各辺の長さがすべて
√
2以上であるとき，4n個の点 P0, P1, · · · , P4n−1

の間が n個以上離れているから，0以上の整数 i, j, kを用いて，3頂点を

Pi, Pi+(n+j), Pi+(n+j)+(n+k) すなわち Pi, Pn+i+j, P2n+i+j+k

とおき (これらの点は法 4nについて同一とみなす)

(2n+ i+ j + k)− i 5 3n すなわち j + k 5 n

を満たせばよい．これを満たす非負整数 j, kの組合せは

3Hn = 3+n−1Cn = n+2C2 =
1

2
(n+ 2)(n+ 1)

また，i = 0, 1, · · · 4n− 1で，三角形の重複が 3回であることから

g(n) =
1

2
(n+ 2)(n+ 1)× 4n× 1

3
=

2

3
n(n + 1)(n + 2)

補足 自然数 nに対して，j + k + l = nを満たす非負整数 (j, k, l)の個数と
j+ k 5 nを満たす非負整数 (j, k)の個数はともに重複組合せ 3Hnである．

同様に，j+k+l+m = nを満たす非負整数 (j, k, l, m)の個数とj+k+l 5 n

を満たす非負整数 (j, k, l)の個数はともに

4Hn = 4+n−1Cn = n+3C3 =
1

6
(n+ 3)(n+ 2)(n+ 1)

�
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4 (1) n, kは自然数, n = 2, 2 5 k 5 3n,

gn(k) = f
( π

3n

)
+ f

(
2π

3n

)
+ · · ·+ f

(
kπ

3n

)
より

(∗) gn(k)− gn(k − 1) = f

(
kπ

3n

)
,

2π

3n
5 kπ

3n
5 π

f(x) = 4 cos2 x− 8 cos x+ 3 = (2 cos x− 1)(2 cos x− 3)より，(∗)は

gn(k)− gn(k − 1) =

(
2 cos

kπ

3n
− 1

)(
2 cos

kπ

3n
− 3

)

このとき，2 cos
kπ

3n
− 3 < 0に注意して

gn(1) > gn(2) > · · · > gn(n− 1) = gn(n) < gn(n+ 1) < · · · < gn(3n)

よって，gn(k)を最小にする kは k = n − 1, n

(2) Gn = gn(n− 1) = gn(n)であるから

lim
n→∞

Gn

n
= lim

n→∞

gn(n)

n
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
kπ

3n

)
=

∫ 1

0

f
(π
3
x
)
dx =

3

π

∫ π
3

0

f(x) dx

=
3

π

∫ π
3

0

(4 cos2 x− 8 cos x+ 3) dx

=
3

π

∫ π
3

0

(2 cos 2x− 8 cos x+ 5) dx

=
3

π

[
sin 2x− 8 sin x+ 5x

]π
3

0

= 5 −
21

2π

√
3

�
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5 (1) an = 0，
∞∑
n=1

an =
1

2
を満たす数列 {an}に対し，{bn}, {cn}が

bn = (1− a1)(1− a2) · · · (1− an)

cn = 1− (a1 + a2 + · · ·+ an)

で定義されたとき bn = cn · · · (∗)

［1］n = 1のとき b1 = 1− a1, c1 = 1− a1

よって，n = 1のとき，(∗)が成立する．

［2］n = kのとき，(∗)が成立する，すなわち

k∏
j=1

(1− aj) = 1−
k∑

j=1

aj

であると仮定すると，{an}の定義より 0 5 ak+1 5
1

2
であるから

k+1∏
j=1

(1− aj) = (1− ak+1)

(
1−

k∑
j=1

aj

)

= 1−
k+1∑
j=1

aj + ak+1

k∑
j=1

aj = 1−
k+1∑
j=1

aj

よって，n = k + 1のときも，(∗)が成立する．

［1］,［2］から，すべての自然数 nについて，(∗)が成立する．

(2) bn+1 = (1− an+1)bn，cn+1 = cn − an+1であるから

bn+1 − cn+1 = (1− an+1)bn − (cn − an+1)

= bn − cn + an+1(1− bn)

1

2
5 1− an 5 1より，bn =

n∏
j=1

(1− aj) 5 1 ゆえに 1− bn = 0

上式および (∗)より bn+1 − cn+1 = bn − cn = 0

したがって，bn+1 = cn+1，すなわち，bn+1 − cn+1 = 0のとき

bn − cn = 0 よって bn = cn
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(3) (前半) b3 =
1

2
のとき，(1)の結果から c3 5

1

2

c3 = 1− (a1 + a2 + a3) 5
1

2
ゆえに a1 + a2 + a3 =

1

2
· · · 1©

各項 anが an = 0，
∞∑
n=1

an =
1

2
より a1 + a2 + a3 5

1

2
· · · 2©

1©， 2©より a1 + a2 + a3 =
1

2
· · · 3©

よって c3 = 1− (a1 + a2 + a3) =
1

2

(後半) b3 =
1

2
のとき，(前半)の結果から， 3©および c3 =

1

2
が成立する．

このとき
∞∑
n=1

an =
1

2
および 3©から an = 0 (n = 4)

b3 = c3であるから，(2)の結果から b2 = c2

(1− a1)(1− a2) = 1− (a1 + a2) ゆえに a1a2 = 0

したがって a1 = 0 または a2 = 0

b3 =
1

2
および 3©より

(1− a1)(1− a2)(1− a3) =
1

2
, a1 + a2 + a3 =

1

2
(∗∗)

(i) a1 = 0を (∗∗)に代入すると

(1− a2)(1− a3) =
1

2
, a2 + a3 =

1

2

すなわち a2 + a3 =
1

2
, a2a3 = 0

これを解いて (a2, a3) =

(
1

2
, 0

)
,

(
0,

1

2

)
(ii) a2 = 0を (∗∗)に代入すると

(1− a1)(1− a3) =
1

2
, a1 + a3 =

1

2

これを解いて (a1, a3) =

(
1

2
, 0

)
,

(
0,

1

2

)
(i)，(ii)より (a1, a2, a3) =

(
1

2
, 0, 0

)
,

(
0,

1

2
, 0

)
,

(
0, 0,

1

2

)
よって，{an}は全部で 3種類ある． �


