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平成27年度　大阪大学　２次試験前期日程 (数学問題)90分
文・法・経済・医 (看護)・外国語・人間科学　数 I・II・A・B

1 実数 x，yが |x| 5 1と |y| 5 1を満たすとき，不等式

0 5 x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2 5 1

が成り立つことを示せ．

2 直線 ` : y = kx+m (k > 0)が円C1 : x
2 + (y− 1)2 = 1と放物線C2 : y = −1

2
x2

の両方に接している．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) kとmを求めよ．

(2) 直線 `と放物線C2および y軸とで囲まれた図形の面積を求めよ．

3 平面上に長さ 2の線分ABを直径とする円Cがある．2点A，Bを除くC上の
点Pに対し，AP = AQとなるように線分AB上の点Qをとる．また，直線PQ

と円Cの交点のうち，Pでない方をRとする．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 4AQRの面積を θ = ∠PABを用いて表せ．
(2) 点 Pを動かして4AQRの面積が最大になるとき，

−→
ARを

−→
ABと

−→
APを用

いて表せ．
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解答例

1 実数 x，yが |x| 5 1と |y| 5 1を満たすとき

x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2

=x2(1− y2) + y2(1− x2) + 2x
√

1− y2·y
√
1− x2

=
(
x
√
1− y2 + y

√
1− x2

)2

= 0,

1− (x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2)

=x2y2 + (1− x2)(1− y2)− 2xy
√

(1− x2)(1− y2)

=
(
xy −

√
(1− x2)(1− y2)

)2

= 0

よって 0 5 x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2 5 1

別解 x = cosα，y = cos βとおくと (0 5 α 5 π, 0 5 β 5 π)

x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2

=x2(1− y2) + y2(1− x2) + 2xy
√
1− x2

√
1− y2

= cos2 α sin2 β + cos2 β sin2 α + 2 cosα cos β sinα sin β

=(cosα sin β + cos β sinα)2 = sin2(α + β)

このとき，0 5 sin2(α + β) 5 1であるから

0 5 x2 + y2 − 2x2y2 + 2xy
√
1− x2

√
1− y2 5 1
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2 (1) y = −1

2
x2を微分すると y′ = −x

C2上の点
(
t,−1

2
t2
)
における接線の方程式は

y +
1

2
t2 = −t(x− t)

すなわち y = −tx+
1

2
t2

これが `に一致するとき k = −t，m =
1

2
t2

　

O

y

x

C1

C2

`

1

−1
2
t2

t

上の 2式より，m =
1

2
k2 · · · 1©であるから ` : kx− y +

1

2
k2 = 0

このとき，C1の中心 (0, 1)と `の距離が 1であるから

| − 1 + 1
2
k2|

√
k2 + 1

= 1 ゆえに
(
−1 +

1

2
k2

)2

= k2 + 1

整理すると
1

4
k4 − 2k2 = 0 ゆえに k2(k2 − 8) = 0

k > 0 であるから k = 2
√
2 1©より m = 4

(2) k = −tであるから，(1)の結果より t = −2
√
2，` : y = 2

√
2x+ 4

求める図形の面積を Sとすると

S =

∫ 0

−2
√
2

{
(2
√
2x+ 4)−

(
−1

2
x2

)}
dx

=
1

2

∫ 0

−2
√
2

(x+ 2
√
2)2 dx

=
1

2

[
1

3
(x+ 2

√
2)3

]0
−2

√
2

=
8
√
2

3
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3 (1) AP = AQより ∠APQ = ∠AQP)
ARの円周角により ∠APR = ∠ABR
∠AQP = ∠RQB であるから (対頂角)

∠APQ = ∠AQP =
π − θ

2

ゆえに ∠BAR = ∠BPR =
π

2
−∠APQ =

θ

2

　

A B

P

R

Qθ

θ
2

C

したがって AP = AQ = 2 cos θ，BR = QR = 2 sin
θ

2
，AR = 2 cos

θ

2

よって 4AQR =
1

2
·AQ·ARsin∠QAR

=
1

2
·2 cos θ·2 cos θ

2
sin

θ

2
= cos θ sin θ =

1

2
sin 2θ

(2) 4APQに正弦定理を適用すると

PQ

sin θ
=

2 cos θ

sin π−θ
2

ゆえに PQ =
2 sin θ cos θ

cos θ
2

したがって PQ : QR =
2 sin θ cos θ

cos θ
2

: 2 sin θ
2

= 2 sin θ cos θ : sin θ = 2 cos θ : 1

ゆえに，点Rは線分 PQを (2 cos θ + 1) : 1に外分する点であるから

−→
AR =

−
−→
AP + (2 cos θ + 1)

−→
AQ

(2 cos θ + 1)− 1
= − 1

2 cos θ

−→
AP +

2 cos θ + 1

2 cos θ

−→
AQ

−→
AQ =

AQ

AB

−→
AB =

2 cos θ

2

−→
AB = (cos θ)

−→
AB であるから

−→
AR = − 1

2 cos θ

−→
AP +

2 cos θ + 1

2

−→
AB

4AQRを最大にするとき 2θ =
π

2
すなわち θ =

π

4

このとき
−→
AR = −

1
√
2

−→
AP +

√
2 + 1

2

−→
AB


