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平成20年度　大阪大学　２次試験前期日程 (数学問題)90分
文・法・経済・医 (看護)・外国語・人間科学　数 I・II・A・B

問題 1 2 3

1 点Oで交わる 2つの半直線OX，OYがあって∠XOY = 60◦とする．2点A，B

がOX上にO，A，Bの順に，また，2点C，DがOY上にO，C，Dの順に並
んでいるとして，線分ACの中点をM，線分BDの中点をNとする．線分AB

の長さを s，線分CDの長さを tとするとき，以下の問いに答えよ．

(1) 線分NMの長さを sと tを用いて表せ．

(2) 点A，BとC，Dが，s2 + t2 = 1を満たしながら動くとき，線分MNの長
さの最大値を求めよ．

2 実数 a, bを係数に含む 3次式P (x) = x3 +3ax2 +3ax+ bを考える．P (x)の複
素数の範囲における因数分解を

P (x) = (x− α)(x− β)(x− γ)

とする．α, β, γの間に α + γ = 2βという関係があるとき，以下の問いに答
えよ．

(1) bを aの式で表せ．

(2) α, β, γがすべて実数であるとする．このとき aのとりうる値の範囲を求
めよ．

(3) (1)で求めたaの式をf(a)とする．aが (2)の範囲を動くとき，関数 b = f(a)

のグラフをかけ．

3 aを正の定数とし，

f(x) =
∣∣|x− 3a| − a

∣∣, g(x) = −x2 + 6ax− 5a2 + a

を考える．

(1) 方程式 f(x) = aの解を求めよ．

(2) y = f(x)のグラフと y = g(x)のグラフで囲まれた部分の面積Sを求めよ．
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解答例

1 (1) ~a =
−→
OA，~c =

−→
OC，

−→
AB = ~u，

−→
CD = ~vとすると

−−→
OM =

1

2
(
−→
OA+

−→
OC) =

1

2
(~a+~c)

−→
ON =

1

2
(
−→
OB+

−→
OD)

=
1

2
{(~a+ ~u) + (~c+ ~v)}
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したがって

−−→
MN =

−→
ON−

−−→
OM =

1

2
{(~a+ ~u) + (~c+ ~v)} − 1

2
(~a+~c) =

1

2
(~u+ ~v)

|~u| = s，|~v| = t，~u·~v = |~u||~v| cos 60◦ = 1

2
stより

MN = |
−−→
MN| = 1

2
|~u+ ~v| = 1

2

√
|u|2 + 2~u·~v + |v|2 =

1

2

√
s2 + st + t2

(2) s2 + t2 = 1より st =
1

2
{s2 + t2 − (s− t)2} =

1

2
{1− (s− t)2}

したがって s2 + st+ t2 =
1

2
{3− (s− t)2} 5 3

2

上式および (1)の結果から MN 5 1

2

√
3

2
=

√
6

4

よって，求める最大値は

√
6

4

別解 相加平均・相乗平均の大小関係により

1 = s2 + t2 = 2
√
s2t2 ゆえに st 5 1

2

したがって s2 + st+ t2 5 3

2
よって MN 5

√
6

4
�
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2 (1) 3次方程式 x3 + 3ax2 + 3ax+ b = 0の解が α, β, γであるから，解と係数
の関係により

(∗)


α + β + γ = −3a

αβ + βγ + γα = 3a

αβγ = −b

(∗)の第 1式および第 2式から

(α + γ) + β = −3a, β(α + γ) + γα = 3a

上の 2式に α + γ = 2βを代入すると

2β + β = −3a, β·2β + γα = 3a

整理すると β = −a · · · 1©, γα = 3a−2β2 ゆえに γα = 3a−2a2 · · · 2©

1©， 2©を (∗)の第 3式に代入すると

−a(3a− 2a2) = −b よって b = −2a3 + 3a2

(2) 1©より，βは実数．

1©を α + γ = 2βに代入すると α + γ = −2a · · · 3©
2©， 3©より，α, γを解とする 2次方程式は

t2 + 2at+ 3a− 2a2 = 0

この 2次方程式の解が実数であるから，判別式をDとすると

D/4 = a2 − 1(3a− 2a2) = 0 ゆえに a(a− 1) = 0

よって，求める aの値の範囲は a 5 0, 1 5 a

(3) (1)，(2)の結果から，f(a) = −2a3 + 3a2より

f ′(a) = −6a2 + 6a = −6a(a− 1)

a · · · 0 · · · 1 · · ·
f ′(a) − 0 + 0 −
f(a) ↘ 0 ↗ 1 ↘

aが (2)で求めた範囲にあるとき，グラフは右の
図の実線部分である．
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3 (1) 方程式 f(x) = aの解は，y = f(x)のグラフと直線 y = aの共有点の x座
標であるから，右下の図から

x = a, 3a, 5a

O

y

x4a2a−a
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y= |x− 3a|
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y
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y=f(x)
y=g(x)

y= |x− 3a| − a

2a

(2) y = f(x)のグラフと直線 y = aで囲まれた部分の面積を S1とすると

S1 = 2× 1

2
·2a·a = 2a2

y = g(x)のグラフと直線 y = aで囲まれた部分の面積を S2とすると

S2 =

∫ 5a

a

{g(x)− a} dx =

∫ 5a

a

(−x2 + 6ax− 5a2) dx

= −
∫ 5a

a

(x− a)(x− 5a) dx =
1

6
(5a− a)3 =

32

3
a3

よって，求める面積 Sは

S = S1 + S2 = 2a2 +
32

3
a3
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