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平成30年度　名古屋大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・農・医・情報文化 (自然情報)　数 I・II・III・A・B

問題 1 2 3 4

1 自然数 nに対し，定積分 In =

∫ 1

0

xn

x2 + 1
dx を考える．このとき，次の問に答

えよ．

(1) In + In+2 =
1

n+ 1
を示せ．

(2) 0 5 In+1 5 In 5 1

n+ 1
を示せ．

(3) lim
n→∞

nInを求めよ．

(4) Sn =
n∑

k=1

(−1)k−1

2k
とする．このとき (1)，(2)を用いて lim

n→∞
Snを求めよ．

2 aを 1より大きい実数とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) 関数 y = axと y = loga xのグラフの共有点は，存在すれば直線 y = x上
にあることを示せ．

(2) 関数 y = axと y = loga xのグラフの共有点は 2個以下であることを示せ．

(3) 関数 y = axと y = loga xのグラフの共有点は 1個であるとする．このと
きの共有点の座標と aの値を求めよ．

3 pを素数，a，bを整数とする．このとき，次の問に答えよ．

(1) (a+ b)p − ap − bpは pで割り切れることを示せ．

(2) (a+ 2)p − apは偶数であることを示せ．

(3) (a+ 2)p − apを 2pで割ったときの余りを求めよ．
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4 図 1のように 2つの正方形ABCDとCDEFを並べた図形を考える．2点P，Q

が 6個の頂点A，B，C，D，E，Fを以下の規則 (a)，(b)に従って移動する．

(a) 時刻 0では図 2のように点 Pは頂点Aに，点Qは頂点Cにいる．

(b) 点P，Qは時刻が 1増えるごとに独立に，今いる頂点と辺で結ばれている
頂点に等確率で移動する．

時刻 nまで 2点 P，Qが同時に同じ頂点にいることが一度もない確率を pnと
表す．また時刻 nまで 2点 P，Qが同時に同じに頂点にいることが一度もな
く，かつ時刻 n に 2点 P，Qがともに同じ正方形上にいる確率を an と表し，
bn = pn − anと定める．このとき，次の問に答えよ．

(1) 時刻 1での点 P，Qの可能な配置を，図 2にならってすべて図示せよ．

(2) a1, b1, a2, b2を求めよ．

(3) an+1，bn+1を an，bnで表せ．

(4) pn 5
(
3

4

)n

を示せ．
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F

P

Q

図 1 図 2
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解答例

1 (1) In =

∫ 1

0

xn

x2 + 1
dx より

In + In+2 =

∫ 1

0

xn

x2 + 1
dx+

∫ 1

0

xn+2

x2 + 1
dx

=

∫ 1

0

xn dx =

[
xn+1

n+ 1

]1
0

=
1

n+ 1

(2) 0 5 x 5 1において，0 5 xn+1

x2 + 1
5 xn

x2 + 1
5 xn より

0 5
∫ 1

0

xn+1

x2 + 1
dx 5

∫ 1

0

xn

x2 + 1
dx 5

∫ 1

0

xn dx

よって 0 5 In+1 5 In 5 1

n+ 1

(3) In+2 5 Inであるから，(1)の結果から 2In+2 5 In + In+2 5 2In

2In+2 5
1

n+ 1
5 2In ゆえに

n

2(n+ 1)
5 nIn 5 n

2(n− 1)

lim
n→∞

n

2(n+ 1)
= lim

n→∞

n

2(n− 1)
=

1

2
であるから，はさみうちの原理により

lim
n→∞

nIn =
1

2

(4) (1)の結果から，自然数 kに対して，I2k−1 + I2k+1 =
1

2k
であるから

(−1)k−1I2k−1 − (−1)kI2k+1 =
(−1)k−1

2k

ゆえに Sn =
n∑

k=1

(−1)k−1

2k
=

n∑
k=1

{(−1)k−1I2k−1−(−1)kI2k+1} = I1−I2n−1

(2)の結果より， lim
n→∞

I2n−1 = 0であるから

lim
n→∞

Sn = I1 =

∫ 1

0

x

x2 + 1
dx =

[
1

2
log(x2 + 1)

]1
0

=
1

2
log 2

�
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2 (1) 関数 y = axと y = loga xのグラフの共有点を (p, q)とすると{
q = ap

q = loga p
ゆえに

{
q = ap

p = aq

上の第 2式から q − p = ap − aq = aq(ap−q − 1) · · · (∗)

p− q > 0と仮定すると，a > 1より ap−q − 1 > 0であるから，

(∗)より，q − p > 0となり，矛盾．

また，p− q < 0と仮定すると，a > 1より ap−q − 1 < 0であるから，

(∗)より，q − p < 0となり，矛盾．

したがって，p− q = 0．よって，共有点は直線 y = x上にある．

(2) y = exとすると y′ = ex

曲線 y = ex上の点 (t, et)における接線の方程式は

y − et = et(x− t) ゆえに y = etx+ (1− t)et

この接線が原点を通るとき

(1− t)et = 0 ゆえに t = 1 接点は (1, e)

したがって，原点を通る直線で曲線 y = exに接する直線は y = ex

曲線 y = exを y軸を元に x軸方向に e倍だけ拡大した曲線 y = e
x
e は，直

線 y = xと点 (e, e)で接する．このことから，曲線 y = axは

• 1 < a < e
1
e のとき，直線 y = xと 2点で交わる．

• a = e
1
e のとき，直線 y = xと点 (e, e)で接する．

• e
1
e < aのとき，直線 y = xと共有点を持たない．

(1)の結論から，2曲線 y = axと y = loga xの共有点は直線 y = x上にあ
るから，この 2曲線の共有点は 2個以下である．

(3) (2)の結果から，共有点は (e, e)，a = e
1
e �
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3 (1) 二項定理により (a+ b)p − ap − bp =

p−1∑
k=1

pCka
p−kbk

1 5 k 5 p− 1のとき pCk =
p!

k!(p− k)!
= p· (p− 1)!

k!(p− k)!

素数 pは 1, 2, · · · , p− 1で割り切れないから，pCkは pで割り切れる．

よって (a+ b)p − ap − bp =

p−1∑
k=1

pCka
p−kbk ≡ 0 (mod p)

(2) (a+ 2)p − ap = 2

p∑
k=1

(a+ 2)p−kak−1 よって (a+ 2)p − ap ≡ 0 (mod 2)

補足 xn − yn = (x− y)
n∑

k=1

xn−kyk−1

(3) (1)の結果に b = 2を代入することにより

(a+ 2)p − ap ≡ 2p (mod p)

(1)の結果に a = b = 1を代入することにより

2p ≡ 2 (mod p)

上の 2式から (a+ 2)p − ap ≡ 2 (mod p)

したがって (a+ 2)p − ap − 2 ≡ 0 (mod p) · · · 1©
(2)の結果から (a+ 2)p − ap − 2 ≡ 0 (mod 2) · · · 2©

(i) p 6= 2のとき， 1©， 2©より

(a+ 2)p − ap − 2 ≡ 0 ゆえに (a+ 2)p − ap ≡ 2 (mod 2p)

(ii) p = 2のとき，2p = 4であるから

(a+ 2)p − ap = (a+ 2)2 − a2 = 4(a+ 1) ≡ 0 (mod 2p)

(i)，(ii)より，求める余りは

p 6= 2のとき 2, p = 2のとき 0

�
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4 (1) 時刻 1で動点 P，Qの可能な配置は，次の 6通り

P,Q P P

Q

Q
P P,Q P

Q Q

(2) (1)の 6通りの配置は同様に確からしい．

a1は時刻 1で動点 P，Qが同じ正方形上の対角にある，すなわち，

(P,Q) = (B,D), (D,B), (D,F)

にある確率であるから a1 =
3

6
=

1

2

b1は時刻 1で動点P，Qが同じ正方形上にない，すなわち，(P,Q) = (B,F)

にある確率であるから b1 =
1

6

動点P，Qが頂点B，D，F上にあるのは偶数時刻で，頂点A，C，E上に
あるのは奇数時刻である．動点P，Qが時刻 nまで同じ頂点にないという
条件を満たしながら時刻 nにおいて，動点P，Qが同じ正方形上の対角に
ある確率 an，動点P，QがAとEまたはBとFにある確率 bnについて次
の確率漸化式が成立する．

an+1 =
1

2
an +

1

2
bn, bn+1 =

1

6
an +

1

4
bn · · · (∗)

したがって a2 =
1

2
a1 +

1

2
b1 =

1

2
·1
2
+

1

2
·1
6
=

1

3

b2 =
1

6
a1 +

1

4
b1 =

1

6
·1
2
+

1

4
·1
6
=

1

8

(3) (∗)より an+1 =
1

2
an +

1

2
bn, bn+1 =

1

6
an +

1

4
bn

(4) a0 = 1，b0 = 0，(∗)より，an = 0, bn = 0であるから

an+1 + bn+1 =
2

3
an +

3

4
bn 5 3

4
(an + bn)

ゆえに p0 = 1，pn+1 5
3

4
pn よって pn 5

(
3

4

)n

p0 =

(
3

4

)n

�


