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平成20年度　名古屋大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理・工・農・医・情報文化 (自然情報)　数 I・II・III・A・B・C

問題 1 2 3 必答， 4 5 から 1題選択

1 a，b，cを実数として，f(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + 2とする．行列 A =(
−1 −1

1 −1

)
と単位行列Eに対して，A4 + aA3 + bA2 + cA + 2E = O (ただ

しOは零行列)とする．

(1) b, cを aを用いて表せ，

(2) 方程式 f(x) = 0が少なくとも 1つ正の解を持つとき，aのとりうる値の範
囲を求めよ．

2 三角形ABCで辺ACを s : 1− sに内分する点をP，辺BCを t : 1− tに内分す
る点をQ，線分AQと線分BPの交点をRとする．このとき，

4APRの面積 = 2× (4BQRの面積)

が成り立っているとする．

(1) sを tを用いて表せ．

(2) lim
t→+0

s

t
を求めよ．ただし，tが正の範囲で0に限りなく近づくとき，t → +0

と表す．

3 曲線C : y = log x上の点 P(a, log a)，点Q(b, log b) (1 < a < b)をとる．

点 P，Qから x軸に下ろした 2本の垂線と x軸および曲線 Cで囲ま
れた部分の面積を Sとする．

点 P，Qから y軸に下ろした 2本の垂線と y軸および曲線 Cで囲ま
れた部分の面積を T とする．

このとき，S = T となるように bがとれる aの値の範囲を求めよ．

4 次の問に答えよ．

(1) 3x+ 2y 5 2008を満たす 0以上の整数の組 (x, y)の個数を求めよ．

(2)
x

2
+

y

3
+

z

6
5 10 を満たす 0以上の整数の組 (x, y, z)の個数を求めよ．
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5 袋Aの中に赤玉と白玉がそれぞれ 4つ入っていることと，袋Bの中に赤玉 3つ
と白玉 2つが入っていることが分かっている．

(1) 袋 Bから 2つの玉を取り出すとき，取り出される赤玉の個数の期待値を
求めよ．

(2) 袋Aから 3つの玉を取り出し，そのあと袋Bから 2つの玉を取り出す．そ
の 5つの玉のうち赤玉が 3つである確率を求めよ．

(3) 袋 Aから 3つの玉を取り出したあとで，2つの玉を袋 Aから取り出すか
あるいは 2つの玉を袋Bから取り出すかのどちらかを選択できるとする．
できるだけ多くの赤玉を取り出そうと選択したとき，最終的に取り出され
る赤玉の個数の期待値を求めよ．
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解答例

1 (1) ハミルトン・ケーリーの定理を行列A =

(
−1 −1

1 −1

)
に適用すると

A2 + 2A+ 2E = O

ゆえに A4 + aA3 + bA2 + cA+ 2E

= (A2 + 2A+ 2E){A2 + (a− 2)A+ (−2a+ b+ 2)E}
+(2a− 2b+ c)A+ 2(2a− b− 1)E

= (2a− 2b+ c)A+ 2(2a− b− 1)E = O

2a− 2b+ c 6= 0のとき，AはEのスカラー倍となり，不適．

したがって 2a− 2b+ c = 0, 2a− b− 1 = 0

よって b = 2a − 1, c = 2a − 2

(2) (1)の結果から f(x) = (x2 + 2x+ 2){x2 + (a− 2)x+ 1}

方程式 x2 + 2x+ 2 = 0は実数解をもたないから，方程式 f(x) = 0が少な
くとも 1つの正の解をもつ，すなわち，方程式 x2 + (a− 2)x+1 = 0 が少
なくとも 1つの正の解をもつとき，係数について

−(a− 2) > 0 かつ (a− 2)2 − 4·1·1 = 0

したがって a < 2 かつ a 5 0, 4 5 a よって a 5 0 �
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2 (1) メネラウスの定理により

AR

RQ
·QB

BC
·CP
PA

= 1,
PR

RB
·BQ
QC

·CA
AP

= 1

したがって

AR

RQ
· t
1
·1− s

s
= 1,

PR

RB
· t

1− t
·1
s
= 1

　

s

1−s 1−t

t

A B

C

P
Q

R

ゆえに
AR

RQ
=

s

t(1− s)
，

PR

RB
=

s(1− t)

t

上の 2式および与えられた条件から

2 =
AR·PR
RQ·RB

=
s2(1− t)

t2(1− s)
ゆえに (1− t)s2 + 2t2s− 2t2 = 0

s > 0に注意して，sについて解くと s =
−t2 + t

√
t2 − 2t + 2

1 − t

(2) (1)の結果から
s

t
=

−t+
√
t2 − 2t+ 2

1− t

よって lim
t→+0

s

t
= lim

t→+0

−t+
√
t2 − 2t+ 2

1− t
=

√
2 �
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3 曲線C : y = log xのグラフから

S =

∫ b

a

log x dx =

[
x log x− x

]b
a

= b log b− a log a− b+ a,

T =

∫ log b

log a

ey dy =

[
ey
]log b
log a

= b− a

　

O

y

xa b

log a

log b

SP

Q

C

1

T

S = T のとき

b log b− a log a− b+ a = b− a ゆえに b log b− 2b = a log a− 2a

f(x) = x log x− 2xとおくと (x = 1)

f ′(x) = log x− 1

x 1 · · · e · · ·
f ′(x) − 0 +

f(x) −2 ↘ −e ↗

　

O

y

x
e

−e

1

−2

a b

e2

y = f(x)

a > 1に注意すると，条件を満たす aの値の範囲は 1 < a < e �

4 (1) 3x+ 2y = 2n (n = 0, 1, 2, · · · ) · · · 1©を満たす 0以上の整数 x, yは，

3x = 2(n− y)より，x = 2k (kは 0以上の整数)とおくと

3·2k = 2(n− y) ゆえに y = n− 3k

このとき，y = 0より n− 3k = 0 ゆえに k 5 n

3

したがって， 1©を満たす整数の組 (x, y)の個数は
[n
3

]
+ 1

3x + 2y = 2n − 1 (n = 1, 2, 3, · · · ) · · · 2©を満たす 0以上の整数 x, yは，
3(x+ 1) = 2(n+ 1− y)より，x+ 1 = 2k (kは 1以上の整数)とおくと

3·2k = 2(n+ 1− y) ゆえに y = n+ 1− 3k

このとき，y = 0より n+ 1− 3k = 0 ゆえに k 5 n+ 1

3

したがって， 2©を満たす整数の組 (x, y)の個数は
[
n+ 1

3

]
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N = 334とおくと，2008 = 2(3N + 2)

1©より，3x+ 2y = 2n (n = 0, 1, 2, · · · , 3N + 2)を満たす整数の組 (x, y)

の個数は
3N+2∑
n=0

([
n

3

]
+ 1

)
=

([
0

3

]
+

[
1

3

]
+

[
2

3

])
+

([
3

3

]
+

[
4

3

]
+

[
5

3

])
· · ·+

([
3N

3

]
+

[
3N + 1

3

]
+

[
3N + 2

3

])
+ (3N + 3)

= (0 + 3 + · · ·+ 3N) + (3N + 3)

=
3

2
N(N + 1) + 3(N + 1) =

3

2
(N + 1)(N + 2)

2©より，3x+2y = 2n− 1 (n = 1, 2, · · · , 3N +2)を満たす整数の組 (x, y)

の個数は
3N+2∑
n=1

[
n+ 1

3

]
=

[
2

3

]
+

([
3

3

]
+

[
4

3

]
+

[
5

3

])
+

([
6

3

]
+

[
7

3

]
+

[
8

3

])
· · ·+

([
3N

3

]
+

[
3N + 1

3

]
+

[
3N + 2

3

])
+

[
3N + 3

3

]
= 0 + (3 + 6 + · · ·+ 3N) +N + 1

=
3

2
N(N + 1) + (N + 1) =

1

2
(N + 1)(3N + 2)

よって，2x+ 3y 5 2008を満たす整数の組 (x, y)の個数は

3

2
(N + 1)(N + 2) +

1

2
(N + 1)(3N + 2) = (N + 1)(3N + 4)

= (334 + 1)(3·334 + 4)

= 337010

定理 a，nを整数とすると，次式が成立する．

(A)

[
a

n

]
+

[
a + 1

n

]
+ · · · +

[
a + n − 1

n

]
= a

証明 連続する n個の整数 a, a+ 1, · · · , a+ n− 1中で nの倍数を a+ qとする．

q = 0のとき (A)のすべての項が
a

n
であるから，(A)の値は

a

n
·n = a

q 6= 0のとき
[
a

n

]
=

[
a+ 1

n

]
= · · · =

[
a+ q − 1

n

]
=

a+ q

n
− 1,[

a+ q

n

]
=

[
a+ q + 1

n

]
= · · · =

[
a+ n− 1

n

]
=

a+ q

n

(A)の値は
(
a+ q

n
− 1

)
q +

a+ q

n
(n− q) = a 証終
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(2) 2y + z = 2M (M = 0, 1, 2, · · · ) · · · 3©を満たす 0以上の整数 y, zは

z = 2(M − y)より，z = 2k (kは 0以上の整数)とおくと

2k = 2(M − y) ゆえに y = M − k

このとき，y = 0より M − k = 0 ゆえに k = 0, 1, 2, · · · ,M
したがって， 3©を満たす整数の組 (y, z)の個数は M + 1

2y + z = 2M − 1 (M = 1, 2, · · · ) · · · 4©を満たす 0以上の整数 y, zは

z + 1 = 2(M − y)より，z + 1 = 2k (kは 1以上の整数)とおくと

2k = 2(M − y) ゆえに y = M − k

このとき，y = 0より M − k = 0 ゆえに k = 1, 2, · · · ,M
したがって， 4©を満たす整数の組 (y, z)の個数は M

2y + z 5 2L (Lは 0以上の整数)を満たす整数の組 (y, z)の個数は

L∑
M=0

(M + 1) +
L∑

m=1

M =
1

2
(L+ 1)(L+ 2) +

1

2
L(L+ 1)

= (L+ 1)2

2y + z 5 2L = n (Lは 0以上の整数)を満たす整数の組 (y, z)の個数は

L∑
M=0

(M + 1) +
L∑

m=1

M =
1

2
(L+ 1)(L+ 2) +

1

2
L(L+ 1)

= (L+ 1)2 =
1

4
(n+ 2)2 · · · 5©

2y+z 5 2L−1 = n (Lは 0以上の整数)を満たす整数の組 (y, z)の個数は

L−1∑
M=0

(M + 1) +
L∑

m=1

M =
1

2
L(L+ 1) +

1

2
L(L+ 1)

= L(L+ 1) =
1

4
(n2 + 4n+ 3)

=
1

4
(n+ 2)2 − 1

4
· · · 6©

5©， 6©より，2y + z 5 n (nは 0以上の整数)を満たす整数の組 (y, z)の
個数を f(n)とすると

(∗) f(n) =
1

4
(n+ 2)2 − 1

4
δn, δn =

{
0 (nが偶数)

1 (nが奇数)
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x

2
+

y

3
+

z

6
5 10より

3x+ 2y + z 5 60 ゆえに 2y + z 5 3(20− x)

k = 20− xとおくと k = 0, 1, 2, · · · , 20
A = 10とおくと，求める個数は，(∗)より

2A∑
k=0

f(3k) =
1

4

2A∑
k=0

(3k + 2)2 − 1

4

2A∑
k=0

δ3k

=
1

4

2A∑
k=0

(9k2 + 12k + 4)− 1

4
A

=
1

4

{
9·1
6
·2A(2A+ 1)(4A+ 1) + 12·1

2
·2A(2A+ 1) + 4(2A+ 1)− A

}
=

1

2
(12A3 + 21A2 + 11A+ 2) =

1

2
(A+ 1)(12A2 + 9A+ 2)

=
1

2
(12000 + 2100 + 110 + 2)

=
1

2
× 14212 = 7106
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別解 (1) 座標平面上において，x = k上にある格子点の個数は[
1004− 3

2
k

]
+ 1 =

[
1005− 3

2
k

]
(i) k = 2m (m = 0, 1, 2, · · · , 334)のとき，格子点の個数は[

1005− 3

2
·2m

]
= 1005− 3m

(ii) k = 2m+ 1 (m = 0, 1, 2, · · · , 334)のとき，格子点の個数は[
1005− 3

2
(2m+ 1)

]
=

[
1003− 3m+

1

2

]
= 1003− 3m

A = 334とおくと，1005 = 3A+ 3, 1003 = 3A+ 1に注意して

A∑
m=0

(3A+ 3− 3m) +
A∑

m=0

(3A+ 1− 3m)

=
A∑

m=0

(6A+ 4− 6m)

=(6A+ 4)(A+ 1)− 6·1
2
A(A+ 1)

=(A+ 1)(3A+ 4)

=(334 + 1)(3·334 + 4) = 337010
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(2) 与えられた不等式から 3x+ 2y + z 5 60

(i) x = 2k (k = 0, 1, 2, · · · , 10)のとき

2y + z 5 6(10− k)

を満たす整数の組 (y, z)の個数は

3(10−k)∑
y=0

{6(10− k) + 1− 2y}

= {6(10− k) + 1}{3(10− k) + 1}

− 2·1
2
·3(10− k){3(10− k) + 1}

= (31− 3k)2

(ii) x = 2k − 1 (k = 1, 2, 3, · · · , 10)のとき

2y + z 5 63− 6k

を満たす整数の組 (y, z)の個数は

31−3k∑
y=0

(63− 6k + 1− 2y)

= (64− 6k)(31− 3k)− 2·1
2
(31− 3k)(32− 3k)

= (33− 3k)(32− 3k)

B = 10とおくと，求める個数は
B∑

k=0

(3B + 1− 3k)2 +
B∑

k=1

(3B + 3− 3k)(3B + 2− 3k)

=(3B + 1)2 +
B∑

k=1

{3(B + 1− k)− 2}2

+
B∑

k=1

3(B + 1− k){3(B + 1− k)− 1}

=(3B + 1)2 +
B∑

k=1

{(3k − 2)2 + 3k(3k − 1)}

=(3B + 1)2 +
B∑

k=1

(18k2 − 15k + 4)

=6B3 +
21

2
B2 +

11

2
B + 1 = 6000 + 1050 + 55 + 1 = 7106

�
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5 (1) 袋Bから 2個の玉を取り出すとき，赤玉が k個取り出される確率をPB(k)

とすると (k = 0, 1, 2)

PB(0) =
2C2

5C2

=
1

10
, PB(1) =

3C1·2C1

5C2

=
3

5
, PB(2) =

3C2

5C2

=
3

10

よって，求める期待値は

0·PB(0) + 1·PB(1) + 2·PB(2) = 1·3
5
+ 2· 3

10
=

6

5

(2) 袋Aから 3個の玉を取り出すとき，赤玉が k個取り出される確率をPA(k)

とすると (k = 0, 1, 2, 3)，求める確率は

PA(1)PB(2) + PA(2)PB(1) + PA(3)PB(0)

=
4C1·4C2

8C3

·3C2

5C2

+
4C2·4C1

8C3

·3C1·2C1

5C2

+
4C3

8C3

·2C2

5C2

=
6

14
· 3
10

+
6

14
· 6
10

+
1

14
· 1
10

=
11

28

(3) 袋 Aから 3つの玉を取り出した赤玉の個数によってその後に取り出す袋
は次のように選択することになる．

(i) 袋Aから赤玉を 0個取り出したとき，次に取り出す袋はAを選択する．

(ii) 袋 Aから赤玉を 1個取り出したとき，次に取り出す袋は Aまたは B

を選択する．

(iii) 袋 Aから赤玉を 2個以上取り出したとき，次に取り出す袋は Bを選
択する．

したがって，最終的に取り出される赤玉の個数をXとすると

P (X = 1) = PA(0)·4
C1·1C1

5C2

+ PA(1)·PB(0) =
1

14
· 4
10

+
6

14
· 1
10

=
10

140
,

P (X = 2) = PA(0)·4
C2·1C1

5C2

+ PA(1)·PB(1) + PA(2)·PB(0)

=
1

14
· 6
10

+
6

14
· 6
10

+
6

14
· 1
10

=
48

140
,

P (X = 3) =
55

140
((2)の結果から)

P (X = 4) = PA(2)·PB(2) + PA(3)·PB(1) =
6

14
· 3
10

+
1

14
· 6
10

=
24

140
,

P (X = 5) = PA(3)·PB(2) =
1

14
· 3
10

=
3

140

求める期待値は E(X) = 1· 10
140

+ 2· 48
140

+ 3· 55
140

+ 4· 24
140

+ 5· 3

140
=

191

70
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別解 袋Aから 0個の赤玉が取り出されたとき，残りの 5個の玉 (赤玉 4個，白
玉 1個)から 2個取り出すとき，赤玉を取り出す個数の期待値は

1·4C1·1C1

5C2

+ 2·4C2

5C2

=
8

5

よって，求める期待値は，これと (1)の結果を利用して

E(X) = PA(0)·
8

5
+ PA(1)

(
1 +

6

5

)
+ PA(2)

(
2 +

6

5

)
+ PA(3)

(
3 +

6

5

)
=

1

14
·8
5
+

6

14
·11
5

+
6

14
·16
5

+
1

14
·21
5

=
191

70

�


