
京大理系2026年大問6

nは 3以上の整数とする．1から nまでの番号が書かれた n枚の札が袋
に入っている．ただし，同じ番号が書かれた札はないとする．この袋か
ら 3枚の札を同時に取り出し，一番大きな番号をXとする．Xの期待値
を求めよ．

解答 [Gemini]

袋に入っている n 枚の札から同時に 3枚の札を取り出すとき、その取
り出し方の総数は、

nC3 =
n(n− 1)(n− 2)

3 · 2 · 1
(通り)

である。
一番大きな番号 X がとり得る値の範囲は、小さい方から 3枚選んだと
き（1, 2, 3）の 3 から、大きい方から 3枚選んだとき（n− 2, n− 1, n）の
n までである。すなわち、 X = k (k = 3, 4, . . . , n) である。
X = k となるのは、
• k 番の札が必ず選ばれる

• 残りの 2枚は、1 から k − 1 までの (k − 1) 枚の札から選ばれる
ときであるから、その組合せの数は k−1C2 通りである。
したがって、 X = k となる確率 P (X = k) は次のようになる。

P (X = k) =
k−1C2

nC3

=

(k − 1)(k − 2)

2
n(n− 1)(n− 2)

6

=
3(k − 1)(k − 2)

n(n− 1)(n− 2)

これより、 X の期待値 E(X) は次のように計算できる。

E(X) =
n∑

k=3

k·P (X = k) =
n∑

k=3

k· 3(k − 1)(k − 2)

n(n− 1)(n− 2)
=

3

n(n− 1)(n− 2)

n∑
k=3

k(k−1)(k−2)

ここで、連続する整数の積の和の公式、または次の変形を利用する。

k(k − 1)(k − 2) =
1

4
{k(k − 1)(k − 2)(k + 1)− (k − 1)(k − 2)(k − 3)k}
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これを用いると、和の計算は次のように前後の項が相殺される。
n∑

k=3

k(k − 1)(k − 2) =
1

4

n∑
k=3

{(k + 1)k(k − 1)(k − 2)− k(k − 1)(k − 2)(k − 3)}

=
1

4
{(4 · 3 · 2 · 1− 3 · 2 · 1 · 0) + (5 · 4 · 3 · 2− 4 · 3 · 2 · 1)

+ · · ·+ ((n+ 1)n(n− 1)(n− 2)− n(n− 1)(n− 2)(n− 3))}

=
1

4
(n+ 1)n(n− 1)(n− 2)

したがって、期待値 E(X) は、

E(X) =
3

n(n− 1)(n− 2)
· 1
4
(n+ 1)n(n− 1)(n− 2)

=
3(n+ 1)

4

【答】

3(n+ 1)

4
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【参考図：n = 10 のときの確率分布 P (X = k) の傾向】

k (最大の番号 X)

期待値への寄与度 k · P (X = k)

O 3 4 5 6 7 8 9 10

※ n = 10 の場合の例

E(X) = 8.25
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解答 [GTP-5.5]

3(n+ 1)

4

証明
取り出した 3枚の札の番号の最大値を X とする。
X = k となるためには，取り出した 3枚のうち最大の番号が k であれ
ばよい。したがって，番号 k の札は必ず含まれ，残りの 2枚は

1, 2, . . . , k − 1

の中から選ばれる。
よって

P(X = k) =

(
k−1
2

)(
n
3

) (3 ≦ k ≦ n)

である。
したがって，期待値は

E[X] =
∑

k = 3nkP(X = k) =
1(
n
3

) ∑ k = 3nk

(
k − 1

2

)
.

ここで
k

(
k − 1

2

)
= 3

(
k

3

)
が成り立つ。実際，

3

(
k

3

)
= 3 · k(k − 1)(k − 2)

6
=

k(k − 1)(k − 2)

2
= k

(
k − 1

2

)
.

よって
E[X] =

3(
n
3

) ∑ k = 3n
(
k

3

)
.

ホッケースティック恒等式より，∑
k = 3n

(
k

3

)
=

(
n+ 1

4

)
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であるから，
E[X] =

3
(
n+1
4

)(
n
3

) .

これを整理すると，

E[X] = 3 ·

(n+ 1)n(n− 1)(n− 2)

24
n(n− 1)(n− 2)

6

= 3 · n+ 1

4
.

したがって，
E[X] =

3(n+ 1)

4

である。
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