
京大理系2026年大問5

aは 0 < a < π を満たす実数とする．2つの関数 y = sin(x + a)と
y = sin(x− a)のグラフの，−π

2
≦ x ≦ π

2
の部分が囲む領域をDaとする．

x軸のまわりにDaを 1回転してできる立体の体積を求めよ．

解答 [Gemini]

与えられた 2つの関数を y1 = sin(x + a) ． y2 = sin(x − a) とおく。
x を −x に置き換えると、 y1(−x) = − sin(x − a) = −y2(x) および
y2(−x) = − sin(x + a) = −y1(x) となるため、領域 Da は原点に関して
対称である。したがって、 x 軸まわりの回転体の体積は、x ≧ 0 の部分
（ 0 ≦ x ≦ π

2
）を 1回転させた体積を求め、それを 2倍すればよい。

0 ≦ x ≦ π

2
において、2つの関数の差を計算すると、

y1 − y2 = sin(x+ a)− sin(x− a) = 2 cos x sin a

0 < a < π より sin a > 0 であり、 0 ≦ x ≦ π

2
より cos x ≧ 0 なので、こ

の範囲で常に y1 ≧ y2 が成り立つ。
また、それぞれの 2乗の差は次のようになる。

y21 − y22 = (y1 − y2)(y1 + y2) = sin 2x sin 2a

0 ≦ x ≦ π

2
では sin 2x ≧ 0 なので、 y21 と y22 の大小関係は sin 2a の符号

によって変化するため、以下のように a の値で場合分けを行う。

(i) 0 < a ≦ π

2
のとき

sin 2a ≧ 0 より、 y21 ≧ y22 すなわち |y1| ≧ |y2| となり、回転体の外半径
は常に R(x) = y1 である。一方で、 y2 = 0 となる x の値は x = a であ
り、これは 0 ≦ x ≦ π

2
の範囲内にある。したがって、 x 軸からの距離の

最遠・最近は次のようになる。

• 0 ≦ x ≦ a のとき： y2 ≦ 0 ≦ y1 となり領域が x 軸をまたぐため、
内半径は r(x) = 0
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• a ≦ x ≦ π

2
のとき： 0 ≦ y2 ≦ y1 となり内半径は r(x) = y2

よって、求める体積 V は、

V = 2π

{∫ a

0

y21 dx+

∫ π
2

a

(y21 − y22) dx

}
= 2π

{∫ a

0

sin2(x+ a) dx+

∫ π
2

a

sin 2x sin 2a dx

}

ここで、それぞれの定積分を計算すると、∫ a

0

sin2(x+ a) dx =

[
x

2
− sin(2x+ 2a)

4

]a
0

=
a

2
− sin 4a

4
+

sin 2a

4∫ π
2

a

sin 2x sin 2a dx = sin 2a

[
−cos 2x

2

]π
2

a

=
sin 2a

2
+

sin 4a

4

これらを足し合わせることで sin 4a

4
が相殺され、

V = 2π

(
a

2
+

3

4
sin 2a

)
= π

(
a+

3

2
sin 2a

)

(ii)
π

2
< a < π のとき

sin 2a < 0 より、 y22 ≧ y21 すなわち |y2| ≧ |y1| となり、回転体の外半径
は常に R(x) = |y2| = −y2 である。y1 = 0 となる x の値は x = π − a で
あり、これが 0 ≦ x ≦ π

2
の範囲に現れる。したがって、 x 軸からの距離

の最遠・最近は次のようになる。
• 0 ≦ x ≦ π − a のとき： y2 ≦ 0 ≦ y1 となり領域が x 軸をまたぐた
め、内半径は r(x) = 0

• π − a ≦ x ≦ π

2
のとき： y2 ≦ y1 ≦ 0 となり内半径は r(x) = |y1| =

−y1

よって、求める体積 V は、

V = 2π

{∫ π−a

0

y22 dx+

∫ π
2

π−a

(y22 − y21) dx

}

= 2π

{∫ π−a

0

sin2(x− a) dx+

∫ π
2

π−a

(− sin 2x sin 2a) dx

}
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(i)と同様の積分計算（または a′ = π − a とする変数変換）を行うことに
より、次を得る。

V = π

(
(π − a)− 3

2
sin 2(π − a)

)
= π

(
π − a− 3

2
sin 2a

)

【答】
求める立体の体積は、

V =


π

(
a+

3

2
sin 2a

) (
0 < a ≦ π

2

)
π

(
π − a− 3

2
sin 2a

) (π
2
< a < π

)

x

y

O π
2

−π
2

a
−a

y = sin(x+ a)y = sin(x− a)
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解答 [GPT5.5]

V =


π

(
a+

3

2
sin 2a

) (
0 < a ≦ π

2

)
,

π

(
π − a− 3

2
sin 2a

) (π
2
< a < π

)
.

証明

y1 = sin(x+ a), y2 = sin(x− a)

とおく。
まず，

y1− y2 = sin(x+ a)− sin(x− a) = 2 cos x sin a

である。いま
−π

2
≦ x ≦ π

2
, 0 < a < π

より
cos x ≧ 0, sin a > 0

であるから，
y1 ≧ y2

が成り立つ。
また，

y1(−x) = sin(−x+ a) = − sin(x− a) = −y2(x),

y2(−x) = sin(−x− a) = − sin(x+ a) = −y1(x)

である。したがって領域 Da は原点に関して対称である。
よって，回転体の体積は

0 ≦ x ≦ π

2

の部分を x 軸のまわりに回転して得られる体積の 2 倍として求めれば
よい。
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以下，
0 ≦ x ≦ π

2

で考える。
このとき，外半径を決めるために y12 と y22 を比較する。

y12 − y22 = (y1− y2)(y1 + y2)

であり，
y1 + y2 = sin(x+ a) + sin(x− a) = 2 sin x cos a

だから，

y12 − y22 = 4 sin x cos x sin a cos a = sin 2x sin 2a.

ここで
0 ≦ x ≦ π

2

より
sin 2x ≧ 0

である。したがって，y12 − y22 の符号は sin 2a の符号によって決まる。
(i) 0 < a ≦ π

2
のとき

このとき
sin 2a ≧ 0

なので，
y12 ≧ y22

である。したがって，外半径は

R(x) = |y1|

である。
また，

y2 = sin(x− a)

は
x = a

で 0 になる。
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したがって，
0 ≦ x ≦ a

では
y2 ≦ 0 ≦ y1

となり，断面は半径 |y1| の円板である。
一方，

a ≦ x ≦ π

2

では
0 ≦ y2 ≦ y1

となり，断面は外半径 y1，内半径 y2 のワッシャーである。
よって体積は

V = 2π

{∫
0ay12 dx •

∫ π
2

a

(y12 − y22) dx

}
.

すなわち

V = 2π

{∫
0a sin2(x+ a) dx •

∫ π
2

a

sin 2x sin 2a dx

}
.

ここで，∫
0a sin2(x+ a) dx =

[
x

2
− sin(2x+ 2a)

4

]
0a =

a

2
− sin 4a

4
+

sin 2a

4

である。
また， ∫ π

2

a

sin 2x sin 2a dx = sin 2a

[
−cos 2x

2

]
a

π
2

より， ∫ π
2

a

sin 2x sin 2a dx =
sin 2a

2
+

sin 4a

4
.

したがって，

V = 2π

{
a

2
− sin 4a

4
+

sin 2a

4
• sin 2a

2
+

sin 4a

4

}
.
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ゆえに
V = 2π

(
a

2
+

3

4
sin 2a

)
= π

(
a+

3

2
sin 2a

)
.

(ii)
π

2
< a < π のとき

このとき
sin 2a < 0

なので，
y12 < y22

である。したがって，外半径は

R(x) = |y2|

である。
また，

y1 = sin(x+ a)

は
x = π − a

で 0 になる。ここで
0 < π − a <

π

2

である。
したがって，

0 ≦ x ≦ π − a

では
y2 ≦ 0 ≦ y1

となり，断面は半径 |y2| の円板である。
一方，

π − a ≦ x ≦ π

2

では
y2 ≦ y1 ≦ 0

となり，断面は外半径 |y2|，内半径 |y1| のワッシャーである。
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よって体積は

V = 2π

{∫
0π−ay22 dx •

∫
π − a

π
2 (y22 − y12) dx

}
.

すなわち

V = 2π

{∫
0π−a sin2(x− a) dx •

∫
π − a

π
2 sin 2x sin 2a dx

}
.

まず， ∫
0π−a sin2(x− a) dx =

[
x

2
− sin(2x− 2a)

4

]
0π−a.

したがって∫
0π−a sin2(x− a) dx =

π − a

2
− sin(2π − 4a)

4
+

sin(−2a)

4
.

ここで
sin(2π − 4a) = − sin 4a, sin(−2a) = − sin 2a

より， ∫
0π−a sin2(x− a) dx =

π − a

2
+

sin 4a

4
− sin 2a

4
.

また，

−
∫

π − a
π
2 sin 2x sin 2a dx = − sin 2a

[
−cos 2x

2

]
π − a

π
2 .

よって
−
∫ π

2

π−a

sin 2x sin 2a dx = −sin 2a

2
− sin 4a

4
.

したがって，

V = 2π

{
π − a

2
+

sin 4a

4
− sin 2a

4
− sin 2a

2
− sin 4a

4

}
.

ゆえに

V = 2π

(
π − a

2
− 3

4
sin 2a

)
= π

(
π − a− 3

2
sin 2a

)
.
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以上より，求める体積は

V =


π

(
a+

3

2
sin 2a

) (
0 < a ≦ π

2

)
,

π

(
π − a− 3

2
sin 2a

) (π
2
< a < π

)
である。
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