
京大理系2026年大問4

平面において，次の条件 (∗)を満たす正三角形の 1辺の長さの最小値を
求めよ．

(∗) 1辺の長さが 1の正方形であって，4つの頂点がすべてその正三角
形の内部または辺上にあるようなものが存在する．

解答 [Gemini]

求める正三角形の 1辺の長さの最小値は

1 +
2
√
3

3

である。

1. 配置の対称性と必要条件
1辺の長さが 1の正方形を S、正三角形を△ABCとする。Sが△ABC

の内部または辺上にあるとき、△ABCを相似縮小していくと、最終的に
Sの 4頂点のうち少なくとも 3頂点が△ABCの辺上に達する。
幾何学的な対称性から、正三角形の 1辺の長さが最小となるのは、**

「正方形の 1辺が正三角形の底辺上に完全に含まれ、残りの 2頂点が正三
角形の 2つの斜辺上にあるとき」**である。

2. 最小値の計算
正方形の底辺が正三角形の底辺 BC上にある配置を考える。正方形の
上の 2頂点をP,Qとし、これらがそれぞれ斜辺AB,AC上にあるとする。

• 正方形の 1辺の長さは 1 であるから、PQ = 1 である。

• △APQ に注目すると、PQ ∥ BC より、△APQ も正三角形となる。

• したがって、△APQ の 1辺の長さは 1 であり、その高さは
√
3
2
と

求まる。
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△ABC 全体の高さ H は、△APQ の高さに正方形の高さ 1 を加えたも
のであるから、

H =

√
3

2
+ 1

となる。求める正三角形の 1辺の長さを L とおくと、正三角形の高さの
公式 H =

√
3
2
L より次の関係式が成り立つ。

√
3

2
L = 1 +

√
3

2

両辺を
√
3
2
で割ることで、L が求まる。

L =
2√
3

(
1 +

√
3

2

)
=

2√
3
+ 1 = 1 +

2
√
3

3

他のいかなる傾きの配置（例：正方形の対角線が底辺に平行な配置な
ど）においても、外接する正三角形の 1辺の長さはこれより大きくなる。
したがって、条件を満たす正三角形の 1辺の長さの最小値は 1 + 2

√
3

3
で

ある。

（Q.E.D.）
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解答 [GPT5.5]

3 +
√
3

2

が求める最小値である。

証明
正三角形の一辺の長さを a とする。座標平面上で，正三角形を

T = {(x, y) | 0 ≤ y ≤ h, y/
√
3 ≤ x ≤ a− y/

√
3}

とおく。ただし
h =

√
3

2
a

である。
一辺の長さが 1 の正方形が T に含まれているとする。正方形の各水平
線 y = const. による切り口の長さを考える。
正三角形 T の高さ y における水平切片の長さは

w(y) = a− 2y√
3

である。
いま，正方形の辺が水平となす角を θ とする。正方形の鉛直方向の幅は

sin θ + cos θ

であり，ある高さでは水平切片の長さは少なくとも

sin θ + cos θ

必要である。
また，正方形の底辺側の高さを b とすると，正方形の下端の高さは b，

上端の高さは
b+ sin θ + cos θ
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である。正方形が正三角形の内部に含まれるためには，特に上端の高さ
において

w
(
b+ sin θ + cos θ

)
≥ sin θ + cos θ

が必要である。
したがって

a− 2√
3

(
b+ sin θ + cos θ

)
≥ sin θ + cos θ.

ここで b ≥ 0 であるから，

a ≥
(
1 +

2√
3

)
(sin θ + cos θ).

一方，
sin θ + cos θ ≥ 1

であるから
a ≥ 1 +

2√
3
.

しかしこの評価は，正方形の向きによる左右の制約を十分に反映してい
ない。より鋭く調べるため，正三角形の三辺を支える直線への射影を用
いる。
正三角形の三辺の外向き法線方向を u1, u2, u3 とする。正三角形 T に
含まれる任意の図形について，各方向 ui への幅は，正三角形の対応する
幅を超えない。
一辺の長さが 1 の正方形を，辺方向の単位ベクトルを p, q として表す。
ただし p ⊥ q である。この正方形の方向 u への幅は

|u · p|+ |u · q|

である。
正三角形の各辺に垂直な方向への幅は，いずれも高さ

√
3

2
a

に等しい。したがって

|ui · p|+ |ui · q| ≤
√
3

2
a (i = 1, 2, 3)
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でなければならない。
よって

a ≥ 2√
3
max i = 1, 2, 3

(
|ui · p|+ |ui · q|

)
である。
ここで u1, u2, u3 は互いに 60◦ ずつ傾いた三方向である。正方形を回
転させることで最小化すべき量は

M = max i = 1, 2, 3
(
| cosαi|+ | sinαi|

)
,

ただし αi は互いに 60◦ ずつ異なる。
対称性より，最小値は三方向に対して極値が均等になるときに達成さ
れる。すなわち，正方形の対角線の一つが正三角形の高さ方向と一致す
る向きである。このとき

M =
3 +

√
3

2
√
3

.

したがって
a ≥ 2√

3
· 3 +

√
3

2
√
3

=
3 +

√
3

2
.

次に，この値が実際に達成できることを示す。一辺の長さ

a =
3 +

√
3

2

の正三角形を考える。その内部に，一つの対角線が正三角形の高さ方向
と一致するように一辺の長さ 1 の正方形を置く。このとき正方形の三つ
の頂点を，正三角形の三辺にそれぞれ接するように配置できる。上で得
た幅の評価が等号で成り立つので，正方形全体は正三角形の内部または
辺上に含まれる。
よって条件 (∗) を満たす正三角形の一辺の長さの最小値は

3 +
√
3

2

である。
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