
京大理系2026年大問2

rは正の実数とする．1辺の長さが 1の正四面体 OABCにおいて，辺
OA上に点Pをとる．点Pが辺OA上のどこにあっても，点Pを中心とす
る半径 rの球面が，辺BCと共有点をもたないような rの範囲を求めよ．
ただし，点O，Aは辺OAに含まれ，点B，Cは辺BCに含まれるとする．

解答 [Gemini]

求める r の範囲は，

0 < r <

√
2

2
または 1 < r

である．

1. 座標系の設定
計算を簡単にするため，正四面体OABCに次のような直交座標系を設
定する．
辺OAの中点をM，辺BCの中点をNとする．正四面体の性質から，線
分MNは辺OAと辺 BCの両方に垂直であり，その長さは次のように求
まる．

MN =
1√
2

ここで，Mを原点 (0, 0, 0) とし，以下のように各軸を定めて頂点の座
標を定義する．

• x軸: 辺OAに平行な直線

• y軸: 辺BCに平行な直線

• z軸: 直線MN

このとき，各頂点の座標は次のようになる．

• O
(
−1

2
, 0, 0

)
, A
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1
2
, 0, 0

)
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, 1√
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)
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2. 2点 P, Q 間の距離の計算
点 Pは辺OA上の点，点Qは辺BC上の点であるため，それぞれの座
標は実数 x, y を用いて次のように表せる．

• P(x, 0, 0)
(
−1

2
≦ x ≦ 1

2

)
• Q

(
0, y, 1√

2

) (
−1

2
≦ y ≦ 1

2

)
この 2点間の距離の 2乗 PQ2 は次のようになる．

PQ2 = (x− 0)2 + (0− y)2 +

(
0− 1√

2

)2

= x2 + y2 +
1

2

3. 距離 PQ のとりうる値の範囲
x と y はそれぞれ独立に [

−1
2
, 1
2

] の範囲を動くため，x2 および y2 の
範囲は 0 ≦ x2 ≦ 1

4
， 0 ≦ y2 ≦ 1

4
となる．

したがって，PQ2 の最小値と最大値は以下の通りである．

• 最小値: x = 0, y = 0 のとき， PQ2 = 1
2

• 最大値: x = ±1
2
, y = ±1

2
のとき， PQ2 = 1

4
+ 1

4
+ 1

2
= 1

これより，距離 PQ のとりうる値の範囲は次のようになる．
1√
2
≦ PQ ≦ 1

2



4. 条件を満たす r の範囲
「点 Pが辺OA上のどこの位置にあっても，点 Pを中心とする半径 r

の球面が辺BCと共有点をもたない」という条件は，辺OA上の任意の点
Pと辺BC上の任意の点Qに対して，常に PQ ̸= r が成り立つことと同
値である．
すなわち，半径 r が距離 PQ のとりうる値の範囲（値域）の外側にあ
ればよい．r は正の実数（r > 0）であることに注意して，分母を有理化
すると，求める範囲は以下のようになる．

0 < r <

√
2

2
または 1 < r
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1 解答 [GPT-5.5]

r は正の実数とする。
点 P が辺 OA 上のどこにあっても，点 P を中心とする半径 r の球面
が辺 BC と共有点をもたないような r の範囲を求める。
球面が辺 BC と共有点をもつとは，ある点 Q ∈ BC が存在して

PQ = r

となることである。
したがって，P ∈ OA, Q ∈ BC として，距離 PQ の取りうる値の範囲
を調べればよい。

1.1 座標の設定
正四面体の一辺の長さは 1 である。
座標を次のようにおく。

O = (0, 0, 0), A = (1, 0, 0).

正四面体になるように，点 B,C を

B =

(
1

2
,

√
3

2
, 0

)
, C =

(
1

2
,

√
3

6
,

√
6

3

)
とおくことができる。
このとき，確かに

OA = OB = OC = AB = AC = BC = 1

である。
点 P は辺 OA 上にあるから，

P = (t, 0, 0) (0 ≤ t ≤ 1)

とおける。
また，点 Q は辺 BC 上にあるから，

Q = (1− s)B + sC (0 ≤ s ≤ 1)
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とおける。
これを計算すると，

Q =

(
1

2
,

√
3

2
(1− s) +

√
3

6
s,

√
6

3
s

)
である。すなわち，

Q =

(
1

2
,

√
3

2
−

√
3

3
s,

√
6

3
s

)
.

したがって，

PQ2 =

(
t− 1

2

)2

•
(√

3

2
−

√
3

3
s

)2

•
(√

6

3
s

)2

.

整理すると，

PQ2 =

(
t− 1

2

)2

•
(
3

4
− s+

s2

3

)
• 2s2

3

=

(
t− 1

2

)2

+ s2 − s+
3

4

=

(
t− 1

2

)2

+

(
s− 1

2

)2

+
1

2
.

ここで

0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1

であるから，

0 ≤
(
t− 1

2

)2

≤ 1

4
, 0 ≤

(
s− 1

2

)2

≤ 1

4
.

よって
1

2
≤ PQ2 ≤ 1.

したがって
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√
2

2
≤ PQ ≤ 1

である。
また，t と s はそれぞれ連続的に動くので，距離 PQ はこの区間のす
べての値をとる。
すなわち，

PQ の取りうる値の範囲 =

[√
2

2
, 1

]
である。

条件の決定
点 P を中心とする半径 r の球面が辺 BC と共有点をもつのは，ある

P ∈ OA, Q ∈ BC に対して

PQ = r

となるときである。
したがって，点 P が辺 OA 上のどこにあっても，球面が辺 BC と共
有点をもたないためには，

r /∈

[√
2

2
, 1

]
であればよい。
ただし r > 0 であるから，求める範囲は

0 < r <

√
2

2
または r > 1

である。
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