
京大理系2026年大問1

aは 1より大きい実数とし，kは実数とする．0 < x < 1において定義
された関数を

f(x) =
1

x2
(
log

a

x

)2

とおく．y = f(x)と y = kのグラフの共有点がちょうど 2個存在するよ
うな実数の組 (a, k)の集合を，座標平面上に図示せよ．ただし log xは自
然対数とする．また， lim

x→+0
x log x = 0が成り立つことを証明なしに用い

てよい．

解答 [Gemini]

g(x) = x log
a

x
= x(log a− log x) とおくと、0 < x < 1 において与えら

れた関数は f(x) =
1

{g(x)}2
と表せる。

g(x) を x で微分すると、

g′(x) = 1 · (log a− log x) + x ·
(
−1

x

)
= log a− log x− 1

g′(x) = 0 となるのは、log x = log a− 1 より x =
a

e
のときである。

定数 a > 1 の値によって、この極値をとる点が定義域 0 < x < 1 に含ま
れるかで場合分けを行う。

1. a ≥ e の場合 （a

e
≥ 1）

定義域 0 < x < 1 において常に x <
a

e
となるため、g′(x) > 0 である。

よって、g(x) は 0 < x < 1 で単調増加する。
lim
x→+0

g(x) = 0 より g(x) > 0 であるから、f(x) =
1

{g(x)}2
は 0 < x < 1

で単調減少する。
したがって、任意の k に対して y = f(x) と y = k の共一点は高々 1個
しか存在せず、不適。
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2. 1 < a < e の場合 （0 <
a

e
< 1）

定義域内に x =
a

e
が含まれる。g(x) の増減および lim

x→+0
g(x) = 0 よ

り、f(x) の増減表は次のようになる。

a

k

O 1 e

e2

1

k =
1

(log a)2

k =
e2

a2
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1 解答 [GPT-5.5]

f(x) =
1

x2
(
log

a

x

)2 (a > 1, 0 < x < 1)

y = f(x) と y = k の共有点がちょうど 2 個存在するような実数の組
(a, k) の集合を求める。

g(x) = x log
a

x

とおくと，

f(x) =
1

g(x)2

である。
まず，

g(x) = x(log a− log x)

より，

lim x → +0g(x) = lim x → +0(x log a− x log x) = 0

である。したがって，

lim x → +0f(x) = +∞

である。また，

lim x → 1− 0f(x) =
1

(log a)2

である。
次に g(x) を微分すると，

g′(x) = log
a

x
− 1

である。よって，

g′(x) = 0
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となるのは

x =
a

e

のときである。

1.1 場合分け
1.1.1 1. a ≥ e のとき
このとき，

a

e
≥ 1

であるから，0 < x < 1 において g′(x) > 0 である。
したがって g(x) は単調増加し，f(x) は単調減少する。よって，水平
線 y = k との共有点は高々 1 個であり，ちょうど 2 個にはならない。

1.1.2 2. 1 < a < e のとき
このとき，

0 <
a

e
< 1

であるから，g(x) は

0 < x <
a

e

で増加し，
a

e
< x < 1

で減少する。
したがって g(x) は x = a/e で最大値をとる。その値は

g
(a
e

)
=

a

e
log e =

a

e

である。
よって f(x) は x = a/e で最小値をとり，
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f
(a
e

)
=

1(a
e

)2 =
e2

a2

である。
また，

lim
x→1−0

f(x) =
1

(log a)2

である。1 < a < e においては

e2

a2
<

1

(log a)2

が成り立つ。
したがって，y = f(x) と y = k の共有点がちょうど 2 個存在するため
の条件は

e2

a2
< k <

1

(log a)2

である。
以上より，求める集合は

1 < a < e,
e2

a2
< k <

1

(log a)2

である。

2 図示
横軸を a，縦軸を k とする。求める領域は，1 < a < e において

k =
e2

a2

と

k =
1

(log a)2
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に挟まれた開領域である。
ただし，境界

a = 1, a = e, k =
e2

a2
, k =

1

(log a)2

はいずれも含まない。

a

k

O 1 e

e2

1

k =
1

(log a)2

k =
e2

a2
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