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令和８年度　京都大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分
理，医，薬，工，農，総合人間 (理系)，経済 (理系)

問題 1 2 3 4 5 6

1 aは 1より大きい実数とし，kは実数とする．0 < x < 1において定義された関
数を

f(x) =
1

x2
(
log

a

x

)2

とおく．y = f(x)と y = kのグラフの共有点がちょうど 2個存在するような実
数の組 (a, k)の集合を，座標平面上に図示せよ．ただし log xは自然対数とす
る．また， lim

x→+0
x log x = 0が成り立つことを証明なしに用いてよい．

2 rは正の実数とする．1辺の長さが 1の正四面体OABCにおいて，辺OA上に
点Pをとる．点Pが辺OA上のどこにあっても，点Pを中心とする半径 rの球
面が，辺 BCと共有点をもたないような rの範囲を求めよ．ただし，点O，A

は辺OAに含まれ，点B，Cは辺BCに含まれるとする．

3 nは正の整数とする．整数係数の多項式

(x+ 1)2
n+1 − (x2 + 1)2

n

のすべての係数が2mで割り切れるような正の整数mのうち，最大のものはn+1

であることを示せ．ただし，(x + 1)2
n+1 は x + 1の 2n+1乗を表す．(x2 + 1)2

n

は x2 + 1の 2n乗を表す．
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4 平面において，次の条件 (∗)を満たす正三角形の 1辺の長さの最小値を求めよ．

(∗) 1辺の長さが 1の正方形であって，4つの頂点がすべてその正三角形の内
部または辺上にあるようなものが存在する．

5 aは 0 < a < πを満たす実数とする．2つの関数 y = sin(x+a)と y = sin(x−a)

のグラフの，−π

2
≦ x ≦ π

2
の部分が囲む領域をDaとする．x軸のまわりにDa

を 1回転してできる立体の体積を求めよ．

6 nは 3以上の整数とする．1から nまでの番号が書かれた n枚の札が袋に入っ
ている．ただし，同じ番号が書かれた札はないとする．この袋から 3枚の札を
同時に取り出し，一番大きな番号をXとする．Xの期待値を求めよ．
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解答例
1 a > 1，0 < x < 1において

f(x) =
1

g(x)2
, g(x) = x log

a

x

とおくと，g(x) > 0に注意して

g′(x) = log
a

x
− 1 = log

a

ex

(i) 1 < a < eのとき
x (0) · · · a

e
· · · (1)

g′(x) + 0 −
g(x) ↗ a

e
↘ (log a)

f(x) ↘ ( e
a
)2 ↗

(
1

(log a)2

)
(ii) e ≦ aのとき，g′(x) > 0より，g(x)は単調増加．
したがって，y = f(x)は単調減少となり，条件を満たさない．

(i)，(ii)より，y = f(x)と y = kのグラフの共有点がちょうど 2個存在するとき

1 < a < e,
e2

a2
< k <

1

(log a)2

求める領域 (a, k)は下の図の斜線部分で，境界線を含まない．

O

k

a

k = 1
(log a)2

k = e2

a2

e

1

e2

1
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補足 まず，0 < x ≦ 1のとき，− 2√
x
< log x を示す．

h(x) = log x+
2√
x
(0 < x ≦ 1)とおくと

0 < x < 1 のとき h′(x) =
1

x
− 1

x
√
x
=

√
x− 1

x
√
x

< 0

h(x)は単調減少で，h(1) = 2であるから

h(x) > 0 ゆえに log x+
2√
x
> 0

よって 0 < x < 1 のとき − 2√
x
< log x < 0

したがって 0 < x < 1のとき −2
√
x < x log x < 0

lim
x→+0

(−2
√
x ) = 0であるから，はさみうちの原理により

lim
x→+0

x log x = 0

■
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2 Oを始点とする 3点A，B，Cの位置ベクトルをそれぞれ a⃗，b⃗，c⃗とおくと

|⃗a| = |⃗b| = |⃗c| = 1, a⃗·⃗b = b⃗·⃗c = c⃗·⃗a = 1·1 cos π
3
=

1

2
(A1)

OA上の点 PとBC上の点Qを媒介変数 s，tを用いて
−→
OP = sa⃗,

−→
OQ = (1− t)⃗b+ t⃗c (0 ≦ s ≦ 1, 0 ≦ t ≦ 1) (A2)

をとり，(A1)を代入すると

|
−→
PQ|2 = |

−→
OQ−

−→
OP|2 = |(1− t)⃗b+ t⃗c− sa⃗|2

= (1− t)2 |⃗b|2 + t2 |⃗c|2 + s2 |⃗a|2 + 2(1− t)t⃗b·⃗c− 2st⃗c·⃗a− 2s(1− t)⃗a·⃗b
= (1− t)2 + t2 + s2 + (1− t)t− st− s(1− t)

= s2 + t2 − s− t+ 1 =

(
s− 1

2

)2

+

(
t− 1

2

)2

+
1

2

(A2)の独立変数 s, tにより

0 ≦
(
s− 1

2

)2

≦ 1

4
, 0 ≦

(
t− 1

2

)2

≦ 1

4
(A3)

(A3)により，|
−→
PQ|2のとりうる値の範囲は

1

2
≦ |

−→
PQ|2 ≦ 1 ゆえに 1√

2
≦ |

−→
PQ| ≦ 1

rは，|
−→
PQ|の範囲外にとればよいから 0 < r <

1
√
2
, 1 < r

O

A(⃗a)

B(⃗b)

C(c⃗)

P
s

1−s

t

1−t
Q

■
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3 An(x) = (x+ 1)2
n+1 − (x2 + 1)2

n，f(x) = x2 + 2x+ 1，g(x) = x2 + 1とおく．

An(x) = {(x+ 1)2}2n − (x2 + 1)2
n

= (x2 + 2x+ 1)2
n − (x2 + 1)2

n

= f(x)2
n − g(x)2

n

= {f(x)2n−1

+ g(x)2
n−1}{f(x)2n−1 − g(x)2

n−1}

= {f(x)2n−1 − g(x)2
n−1

+ 2g(x)2
n−1}{f(x)2n−1 − g(x)2

n−1}

= {An−1(x) + 2g(x)2
n−1}An−1(x) (1)

二項定理により，An(x)のxの 1次の係数は 2n+1であるから，(∗)を示せばよい．

(∗) An(x)のすべての係数は 2n+1で割り切れる．

数学的帰納法により (∗)が成立することを示す．

［1］n = 1のとき

A1(x) = (x2 + 2x+ 1)2 − (x2 + 1)2

= {(x2 + 1) + 2x}2 − (x2 + 1)2

= 4x(x2 + 1) + 4x2 = 4x(x2 + x+ 1)

よって，すべての係数が 21+1で割り切れ，(∗)は成立する．
［2］n = kのとき，(∗)が成立すると仮定すると，(1)より

Ak+1(x) = {Ak(x) + 2g(x)2
k}Ak(x)

= 2k+2

{
Ak(x)

2
+ g(x)2

k

}
Ak(x)

2k+1

すべての係数が 2k+2で割り切れ，n = k + 1のときも (∗)は成立する．

［1］,［2］より，すべての自然数 nに対して，(∗)は成立する．
よって，本題は成立する．
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別解 An(x) = (x+ 1)2
n+1 − (x2 + 1)2

n，f(x) = x2 + 2x+ 1，g(x) = x2 + 1とおく．

An(x) = f(x)2
n − g(x)2

n

= {f(x)2n−1 − g(x)2
n−1}{f(x)2n−1

+ g(x)2
n−1}

= {f(x)2n−2 − g(x)2
n−2}{f(x)2n−2

+ g(x)2
n−2}{f(x)2n−1

+ g(x)2
n−1}

= {f(x)− g(x)}
n∏

k=1

{f(x)2k−1

+ g(x)2
k−1}

= 2x
n∏

k=1

{(g(x) + 2x)2
k−1

+ g(x)2
k−1}

= 2x
n∏

k=1

2g(x)2
k−1

+
2k−1∑
j=1

2k−1Cj g(x)
2k−1−j(2x)j


= 2x

n∏
k=1

2

g(x)2
k−1

+
2k−1∑
j=1

2j−1·2k−1Cj x
jg(x)2

k−1−j


= 2n+1x

n∏
k=1

g(x)2
k−1

+
2k−1∑
j=1

2j−1·2k−1Cj x
jg(x)2

k−1−j


An(x)のすべて係数は 2n+1で割り切れる．また，An(x)の xの 1次の項の係数
が 2n+1である．よって，本題は成立する．

補足 上の因数分解は，例えば

a16 − b16 = (a− b)(a+ b)(a2 + b2)(a4 + b4)(a8 + b8)

これを総積の記号Πを用いて表記している．

a2
4 − b2

4

= (a− b)
4∏

k=1

(a2
k−1

+ b2
k−1

)

nを自然数とすると，次が成り立つ．

a2
n − b2

n

= (a− b)
n∏

k=1

(a2
k−1

+ b2
k−1

)

a = f(x)，b = g(x)とすると

An(x) = {f(x)− g(x)}
n∏

k=1

{f(x)2k−1

+ g(x)2
k−1}

■
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4 正三角形OPQとそれに内接する 1辺の長さが 1の正方形ABCDを下図のよう
に座標平面上にとる．対称性から一般性を失うことなく，直線ABの偏角 θを

0 ≦ θ ≦ π

6

とすると，∠OAB = θ +
π

3
であるから，△OABに正弦定理を適用すると

OB

sin
(
θ + π

3

) =
1

sin π
3

ゆえに OBsin
π

3
= sin

(
θ +

π

3

)
(1)

BCの偏角は θ +
π

2
であるから
−→
BC =

(
cos

(
θ +

π

2

)
, sin

(
θ +

π

2

))
(2)

(1)，(2)より，点Cの y座標を hとすると

h = sin
(
θ +

π

3

)
+ sin

(
θ +

π

2

)
= 2 cos

π

12
sin

(
θ +

5

12
π

)
,

OP =
2√
3
h =

4√
3
cos

π

12
sin

(
θ +

5

12
π

)
=

√
6 +

√
2√

3
sin

(
θ +

5

12
π

)
OPは θ = 0,

π

6
のとき最小となり，求める最小値をmとすると

m =

√
6 +

√
2√

3
×

√
6 +

√
2

4
=

2 +
√
3

√
3

A

B

C

D

O

PQ

y

x

π
3

π
3

θ

h

補足 最大値をM とすると，θ =
π

12
のとき M =

√
6 +

√
2√

3
■
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5 f(x) = sin(x+ a)，g(x) = sin(x− a)とおくと
−f(−x) = − sin(−x+ a) = sin(x− a) = g(x),

−g(−x) = − sin(−x− a) = sin(x+ a) = f(x)

したがって，y = f(x)と y = g(x)のグラフは原点に関して対称である．
f(x) + g(x) = sin(x+ a) + sin(x− a) = 2 cos a sin x

f(x)− g(x) = sin(x+ a)− sin(x− a) = 2 sin a cos x (1)

f(x)2 − g(x)2 = 2 sin a cos a·2 sin x cos x = sin 2a sin 2x (2)

(1)より (0 < a < π)，y = f(x)と y = g(x)の共有点の x座標は x = ±π

2

(i) 0 < a ≦ π

2
のとき，求める体積を V とすると，グラフの対称性および (2)

より，f(x)2 − g(x)2 ≧ 0に注意して
V

2π
=

∫ π
2

0

f(x)2 dx−
∫ π

2

a

g(x)2 dx =

∫ π
2

0

sin2(x+ a) dx−
∫ π

2

a

sin2(x− a) dx

=

∫ π
2

0

1− cos 2(x+ a)

2
dx−

∫ π
2

a

1− cos 2(x− a)

2
dx

=

[
x

2
− 1

4
sin 2(x+ a)

]π
2

0

−
[
x

2
− 1

4
sin 2(x− a)

]π
2

a

=
2a+ 3 sin 2a

4

(ii)
π

2
≦ a < πのとき，(i)の結果の aを π − aに置き換えて

V

2π
=

2 (π − a) + 3 sin 2 (π − a)

4
=

2π − 2a− 3 sin 2a

4

O

y

x

y = f(x)

y = g(x)

π
2

−π
2

a
−a

よって V =


(
a +

3

2
sin 2a

)
π

(
0 ≦ a ≦

π

2

)
(
π − a −

3

2
sin 2a

)
π

(
π

2
≦ a ≦ π

) ■
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6 k ≧ 3のとき，X = kとなる確率は

P (X = k) =
1·k−1C2

nC3

=
(k − 1)(k − 2)

2!

/
n(n− 1)(n− 2)

3!

=
3(k − 1)(k − 2)

n(n− 1)(n− 2)

よって，求める期待値E(X)は

E(X) =
n∑

k=3

kP (X = k) =
3

n(n− 1)(n− 2)

n∑
k=3

k(k − 1)(k − 2)

=
3

4n(n− 1)(n− 2)

n∑
k=3

{(k + 1)− (k − 3)}k(k − 1)(k − 2)

=
3

4n(n− 1)(n− 2)

n∑
k=3

{(k + 1)k(k − 1)(k − 2)− k(k − 1)(k − 2)(k − 3)}

=
3

4n(n− 1)(n− 2)
× (n+ 1)n(n− 1)(n− 2) =

3

4
(n + 1)

■


