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令和６年度　京都大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理，医，薬，工，農，総合人間 (理系)，経済 (理系)

問題 1 2 3 4 5 6

1 n個の異なる色を用意する．立方体の各面にいずれかの色を塗る．各面にどの
色を塗るかは同様に確からしいとする．辺を共有するどの二つの面にも異なる
色が塗られる確率を pnとする．次の問いに答えよ．

(1) p4を求めよ．

(2) lim
n→∞

pnを求めよ．

2 |x| 5 2を満たす複素数 xと，|y − (8 + 6i)| = 3を満たす複素数 yに対して，

z =
x+ y

2
とする．このような複素数 zが複素数平面において動く領域を図示

し，その面積を求めよ．

3 座標空間の 4点O，A，B，Cは同一平面上にないとする．線分OAの中点をP，
線分ABの中点をQとする．実数 x，yに対して，直線OC上の点Xと，直線
BC上の点Yを次のように定める．

−→
OX = x

−→
OC,

−→
BY = y

−→
BC

このとき，直線QYと直線 PXがねじれの位置にあるための x，yに関する必
要十分条件を求めよ．

4 与えられた自然数 a0に対して，自然数からなる数列 a0, a1, a2, · · · を次のよ
うに定める．

an+1 =


an
2

(anが偶数のとき)

3an + 1

2
(anが奇数のとき)

次の問いに答えよ．

(1) a0, a1, a2, a3がすべて奇数であるような最小の自然数 a0を求めよ．

(2) a0, a1, · · · , a10がすべて奇数であるような最小の自然数 a0を求めよ．
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5 aは a = 1を満たす定数とする．座標平面上で，次の 4つの不等式が表す領域
をDaとする．

x = 0,
ex − e−x

2
5 y, y 5 ex + e−x

2
, y 5 a

次の問いに答えよ．

(1) Daの面積 Saを求めよ．

(2) lim
a→∞

Saを求めよ．

6 自然数 kに対して，ak = 2
√
kとする．nを自然数とし，akの整数部分が n桁で

あるような kの個数をNnとする．また，akの整数部分が n桁であり，その最
高位の数字が 1であるような kの個数を Lnとする．次を求めよ．

lim
n→∞

Ln

Nn

ただし，例えば実数 2345.678の整数部分 2345は 4桁で，最高位の数字は 2で
ある．
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解答例

1 (1) 次の立方体の展開図において，1，2，3の面を異なる色で塗り，残りのA，
B，Cの面を順番に塗るとき，次の規則に従う．

• Aは 1，2以外の色で塗る．

• Bは 1，3，A以外の色で塗る．

• Cは 2，3，A，B以外の色で塗る．

12

3

A

B C

A
3

B
2

4
4 2

C
1
4
1
1

1～4の色で展開図の面を塗る方法は上の樹形図で示した 4通あり，4色を
1～4に対応させる方法が 4!通りあるから，求める確率は

4·4!
46

=
3

128

(2) n個の色で 6面をすべて異なる色で塗る確率は

nP6

n6
=

5∏
k=1

(
1− k

n

)
(A)

この確率と pnの大小関係について

nP6

n6
5 pn 5 1 (B)

(A)から

lim
n→∞

nP6

n6
= lim

n→∞

5∏
k=1

(
1− k

n

)
= 1 (C)

(B)，(C)からはさみうちの原理により lim
n→∞

pn = 1 �
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2 |w| = 1とすると，|y − (8 + 6i)| = 3より y = 8 + 6i+ 3w

上式を z =
x+ y

2
に代入すると z = 4 + 3i+

3

2
w +

x

2

|x| 5 2より，
∣∣∣x
2

∣∣∣ 5 1であるから

1

2
5
∣∣∣∣32w

∣∣∣∣− ∣∣∣x2 ∣∣∣ 5
∣∣∣∣32w +

x

2

∣∣∣∣ 5 ∣∣∣∣32w
∣∣∣∣+ ∣∣∣x2 ∣∣∣ 5 5

2

したがって，zの方程式および表す領域は，図の斜線部分で境界を含む．

z = 4 + 3i+ rw

(
1

2
5 r 5 5

2

)

O

Im

Re4

3

13
2

3
2

1
2

11
2

1
2

また，領域の表す面積は

π

{(
5

2

)2

−
(
1

2

)2
}

= 6π

�
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3 ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおくと

−→
OP =

1

2
~a,

−→
OQ =

1

2
~a+

1

2
~b,

−→
OX = x~c

−→
BY = y

−→
BCより

−→
OY −

−→
OB = y(

−→
OC−

−→
OB)

−→
OY = (1− y)~b+ y~c

したがって

−→
QY =

−→
OY −

−→
OQ = (1− y)~b+ y~c−

(
1

2
~a+

1

2
~b

)
= −1

2
~a+

(
1

2
− y

)
~b+ y~c,

−→
PX =

−→
OX−

−→
OP = x~c− 1

2
~a,

−→
QY ×

−→
PX =

{
−1

2
~a+

(
1

2
− y

)
~b+ y~c

}
×
(
x~c− 1

2
~a

)
=

(
1

4
− 1

2
y

)
~a×~b+ x

(
1

2
− y

)
~b×~c+

1

2
(x− y)~c× ~a,

−→
PQ =

−→
OQ−

−→
OP =

(
1

2
~a+

1

2
~b

)
− 1

2
~a =

1

2
~b

直線QYと直線PXがねじれの位置にあるための x，yに関する必要十分条件は

(
−→
QY ×

−→
PX)·

−→
PQ 6= 0 ゆえに

1

2
(x− y)(~c× ~a)·~b 6= 0

~a, ~b, ~cは 1次独立であるから，(~c× ~a)·~b 6= 0に注意して

1

2
(x− y) 6= 0 よって x 6= y

�
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4 (1) 条件を満たすとき，n = 0, 1, 2について

an+1 =
3an + 1

2

が成立するから an+1 + 1 =
3

2
(an + 1)

an = (a0 + 1)

(
3

2

)n

− 1 (n = 0, 1, 2, 3) (∗)

(a0 + 1)

(
3

2

)3

が偶数となる最小の自然数 a0を求めるとよいから

a0 + 1 = 24 よって a0 = 15

(2) (∗)と同様に，条件を満たすとき

an = (a0 + 1)

(
3

2

)n

− 1 (n = 0, 1, · · · , 10)

(a0 + 1)

(
3

2

)10

が偶数となる最小の自然数 a0を求めるとよいから

a0 + 1 = 211 よって a0 = 2047

�
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5 (1) y =
ex + e−x

2
に y = aを代入すると (a = 1)

a =
ex + e−x

2
ゆえに (ex)2 − 2aex + 1 = 0

a = 1に注意して，exについて解くと ex = a±
√
a2 − 1

x = 0のとき，ex = 1であるから，(a+
√
a2 − 1)(a−

√
a2 − 1) = 1より

ex = a+
√
a2 − 1 ゆえに x = log(a+

√
a2 − 1)

y =
ex − e−x

2
に y = aを代入すると (a = 1)

a =
ex − e−x

2
ゆえに (ex)2 − 2aex − 1 = 0

ex > 0に注意して，xについて解くと

ex = a+
√
a2 + 1 ゆえに x = log(a+

√
a2 + 1)

p = log(a+
√
a2 − 1)，q = log(a+

√
a2 + 1)とおくと

ep = a+
√
a2 − 1, e−p = a−

√
a2 − 1

eq = a+
√
a2 + 1, e−q = −a+

√
a2 + 1

O

y

x

Da

1

a

p q

y = ex+e−x

2

y = ex−e−x

2

したがって，Daの面積 Saは

Sa =

∫ p

0

(
ex + e−x

2
− ex − e−x

2

)
dx+

∫ q

p

(
a− ex − e−x

2

)
dx

=

[
−e−x

]p
0

+

[
ax− ex + e−x

2

]q
p

= 1 + a(q − p) +
ep − e−p

2
− eq + e−q

2

= 1 + a log
a +

√
a2 + 1

a +
√
a2 − 1

+
√
a2 − 1 −

√
a2 + 1
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(2) まず

lim
a→∞

(
√
a2 − 1−

√
a2 + 1) = lim

a→∞

−2√
a2 − 1 +

√
a2 + 1

= 0 (A)

a+
√
a2 − 1

a+
√
a2 − 1

<
a+

√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

<

√
a2 + 1 +

√
a2 + 1√

a2 − 1 +
√
a2 − 1

より

1 <
a+

√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

<

√
a2 + 1√
a2 − 1

したがって

0 < a log
a+

√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

<
a

2
log

a2 + 1

a2 − 1
(∗)

このとき

lim
a→∞

a

2
log

a2 + 1

a2 − 1
= lim

a→∞

a

a2 − 1
log

(
1 +

2

a2 − 1

)a2−1
2

= lim
a→∞

1

a− 1
a

= 0 (∗∗)

(∗)，(∗∗)から，はさみうちの原理により

lim
a→∞

a log
a+

√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

= 0 (B)

(A)，(B)から

lim
a→∞

Sa = lim
a→∞

(
1 + a log

a+
√
a2 + 1

a+
√
a2 − 1

+
√
a2 − 1−

√
a2 + 1

)
= 1

�
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6 ak = 2
√
kについて akの整数部分が n桁であるとき

10n−1 5 2
√
k < 10n

上式の辺々の常用対数をとると n− 1 5
√
k log10 2 < n(

n− 1

log10 2

)2

5 k <

(
n

log10 2

)2

[x]を xを超えない最大の整数とすると，整数 kの範囲は[(
n− 1

log10 2

)2
]
+ 1 5 k 5

[(
n

log10 2

)2
]

したがって

Nn =

[(
n

log10 2

)2
]
−

[(
n− 1

log10 2

)2
]

akの整数部分が n桁であり，その最高位の数字が 1であるとき

10n−1 5 2
√
k < 2× 10n−1

上式の辺々の常用対数をとると n− 1 5
√
k log10 2 < log10 2 + n− 1(

n− 1

log10 2

)2

5 k <

(
1 +

n− 1

log10 2

)2

このとき，整数 kの範囲は[(
n− 1

log10 2

)2
]
+ 1 5 k 5

[(
1 +

n− 1

log10 2

)2
]

したがって

Ln =

[(
1 +

n− 1

log10 2

)2
]
−

[(
n− 1

log10 2

)2
]

x− 1 < [x] 5 xであるから，x− y − 1 < [x]− [y] < x− y + 1より(
n

log10 2

)2

−
(

n− 1

log10 2

)2

− 1 < Nn <

(
n

log10 2

)2

−
(

n− 1

log10 2

)2

+ 1,(
1 +

n− 1

log10 2

)2

−
(

n− 1

log10 2

)2

− 1 < Ln <

(
1 +

n− 1

log10 2

)2

−
(

n− 1

log10 2

)2

+ 1
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前の 2式をそれぞれ整理すると

2n− 1

(log10 2)
2
− 1 < Nn <

2n− 1

(log10 2)
2
+ 1,

2n− 2

log10 2
< Ln <

2n− 2

log10 2
+ 2

上の 2式をそれぞれ 2nで割ると

1− 1
2n

(log10 2)
2
− 1

2n
<

Nn

2n
<

1− 1
2n

(log10 2)
2
+

1

2n
,

1− 1
n

log10 2
<

Ln

2n
<

1− 1
n

log10 2
+

1

n

はさみうちの原理により

lim
n→∞

Nn

2n
=

1

(log10 2)
2
, lim

n→∞

Ln

2n
=

1

log10 2

よって

lim
n→∞

Ln

Nn

= lim
n→∞

Ln

2n
· 2n
Nn

=
1

log10 2
·(log10 2)2 = log10 2

�


