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平成26年度　京都大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理，医，薬，工，農，総合人間 (理系)，経済 (理系)

問題 1 2 3 4 5 6

1 座標空間における次の 3つの直線 l，m，nを考える．

lは点A(1, 0,−2)を通り，ベクトル ~u = (2, 1,−1) に平行な直線である．

mは点B(1, 2,−3)を通り，ベクトル~v = (1,−1, 1) に平行な直線である．

nは点C(1,−1, 0)を通り，ベクトル ~w = (1, 2, 1) に平行な直線である．

Pを l上の点として，Pからm，nへ下ろした垂線の足をそれぞれQ，Rとす
る．このとき，PQ2 + PR2を最小にするような Pと，そのときの PQ2 + PR2

を求めよ，

2 2つの粒子が時刻 0において4ABCの頂点Aに位置している．これらの粒子
は独立に運動し，それぞれ 1秒ごとに隣の頂点に等確率で移動していくとする．
たとえば，ある時刻で点 Cにいる粒子は，その 1秒後には点Aまたは点 Bに

それぞれ
1

2
の確率で移動する．この 2つの粒子が，時刻 0の n秒後に同じ点に

いる確率 p(n) を求めよ．

3 4ABCは条件∠B = 2∠A，BC = 1をみたす三角形のうちで面積が最大のもの
であるとする．このとき，cos∠Bを求めよ．

4 実数の定数 a，bに対して，関数 f(x)を

f(x) =
ax+ b

x2 + x+ 1

で定める．すべての実数 xで不等式

f(x) 5 f(x)3 − 2f(x)2 + 2

が成り立つような点 (a, b)の範囲を図示せよ．

5 自然数 a，bはどちらも 3で割り切れないが，a3 + b3は 81で割り切れる．この
ような a，bの組 (a, b)のうち，a2 + b2の値を最小にするものと，そのときの
a2 + b2の値を求めよ．

6 双曲線 y =
1

x
の第 1象限にある部分と，原点Oを中心とする円の第 1象限にあ

る部分を，それぞれ C1，C2とする．C1と C2は 2つの異なる点A，Bで交わ
り，点AにおけるC1の接線 lと線分OAのなす角は

π

6
であるとする．このと

き，C1とC2で囲まれる図形の面積を求めよ．
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解答例

1 ~a =
−→
OA，~b =

−→
OB，~c =

−→
OCとおくと，実数 r，s，tを用いて

−→
OP = ~a+ r~u,

−→
OQ = ~b+ s~v,

−→
OR = ~c+ t~w

ゆえに
−→
PQ = ~b− ~a+ s~v − r~u，

−→
PR = ~c− ~a+ t~w − r~u

−→
PQ⊥~v，

−→
PR⊥~wより，

−→
PQ·~v = 0，

−→
PR·~w = 0であるから

(~b− ~a)·~v + s|~v|2 − r~u·~v = 0, (~c− ~a)·~w + t|~w|2 − r~u·~w = 0

ここで ~b− ~a = (0, 2,−1)， ~c− ~a = (0,−1, 2)，

(~b− ~a)·~v = −3， (~c− ~a)·~w = 0，

|~v|2 = 3， ~u·~v = 0， |~w|2 = 6， ~u·~w = 3

したがって −3 + 3s = 0，6t− 3r = 0 ゆえに s = 1，r = 2t

−→
PQ = (~b− ~a) + ~v − 2t~u

= (0, 2,−1) + (1,−1, 1)− 2t(2, 1,−1)

= (1− 4t, 1− 2t, 2t),
−→
PR = ~c− ~a+ t~w − 2t~u

= (0,−1, 2) + t(1, 2, 1)− 2t(2, 1,−1)

= (−3t,−1, 2 + 3t),

PQ2 + PR2 = |
−→
PQ|2 + |

−→
PR|2

= (1− 4t)2 + (1− 2t)2 + (2t)2 + (−3t)2 + (−1)2 + (2 + 3t)2

= 42t2 + 7

PQ2 + PR2は，t = 0のとき最小値 7をとる．

このとき，r = 0より，
−→
OP = ~a，すなわち，P(1, 0,−2) �

2 次の確率漸化式が成り立つ．

p(n+ 1) =
1

2
p(n) +

1

4
{1− p(n)} ゆえに p(n+ 1)− 1

3
=

1

4

{
p(n)− 1

3

}

したがって p(n)− 1

3
=

(
1

4

)n{
p(0)− 1

3

}
よって p(n) =

1

3
+

2

3

(
1

4

)n

�
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3 θ = Aとおくと，B = 2θ，C = π − 3θであるから

0 < 2θ < π, 0 < π − 3θ < π すなわち 0 < θ <
π

3

正弦定理により
1

sin θ
=

b

sin 2θ
=

c

sin(π − 3θ)

したがって b =
sin 2θ

sin θ
= 2 cos θ, c =

sin 3θ

sin θ

4ABCの面積を S(θ)とすると

S(θ) =
1

2
bc sin θ = cos θ sin 3θ =

1

2
(sin 4θ + sin 2θ)

S(θ)を微分すると

S ′(θ) = 2 cos 4θ + cos 2θ = 2(2 cos2 2θ − 1) + cos 2θ

= 4 cos2 2θ + cos 2θ − 2

= 4

(
cos 2θ − −1−

√
33

8

)(
cos 2θ − −1 +

√
33

8

)

0 < 2θ <
2

3
πより，−1

2
< cos 2θ < 1であるから，cos 2α =

−1 +
√
33

8
とおくと

θ (0) · · · α · · · (π
3
)

S ′(θ) + 0 −
S(θ) ↗ 極大 ↘

S(θ)が最大となるとき cos∠B = cos 2α =
−1 +

√
33

8
�
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4 f(x) 5 f(x)3 − 2f(x)2 + 2より

(f(x) + 1)(f(x)− 1)(f(x)− 2) = 0

これを解いて −1 5 f(x) 5 1, 2 5 f(x)

f(x0) = 2となるx0が存在すると仮定すると，連続関数 f(x)が， lim
|x|→∞

f(x) = 0

であり，中間値の定理により，1 < f(c) < 2となる cが存在し，矛盾を生じる．

したがって，−1 5 f(x) 5 1より

−1 5 ax+ b

x2 + x+ 1
5 1

これらを整理すると

x2 + (a+ 1)x+ b+ 1 = 0, x2 − (a− 1)x− b+ 1 = 0

上の不等式がともにすべての実数を解にもつから，係数について

{
(a+ 1)2 − 4·1(b+ 1) 5 0

(a− 1)2 − 4·1(−b+ 1) 5 0
すなわち


b = 1

4
(a+ 1)2 − 1

b 5 −1

4
(a− 1)2 + 1

よって，点 (a, b)の表す領域は，下の図の斜線部分で，境界線を含む．

O

b

a1

1

√
3 3

−1

−1

−
√
3

−3

補足 2 5 ax+ b

x2 + x+ 1
とすると

2x2 − (a− 2)x+ 2− b 5 0

これが，すべての実数 xについて成立するような定数 a，bは存在しない． �
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5 自然数 nは，法 3について

n ≡ 0のとき n3 ≡ 0, n ≡ 1のとき n3 ≡ 1, n ≡ −1のとき n3 ≡ −1

a3 + b3が 81で割り切れる，すなわち，a3 + b3 ≡ 0 (mod 3)であるから，a，b

の一方は法 3について 1と合同で，他方は−1と合同である．したがって

a+ b ≡ 0, ab ≡ −1 ゆえに 3

(
a+ b

3

)2

− ab ≡ 1 (mod 3)

次式より a2 − ab+ b2は 3で割り切れるが，9では割り切れない．

a2 − ab+ b2 = (a+ b)2 − 3ab = 3

{
3

(
a+ b

3

)2

− ab

}

等式 a3 + b3 = (a + b)(a2 − ab + b2)により，a3 + b3が 81で割り切れるとき，
a+ bは 27 で割り切れる．

a2 + b2 =
1

2
{(a+ b)2 + (a− b)2}

上式から，a2 + b2が最小となるとき a+ b = 27，|a− b| = 1

よって，(a, b) = (13, 14), (14, 13) のとき，最小値 365をとる． �
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6 2点A，BはC1上にあるから，その座標をそれ

ぞれ
(
a,

1

a

)
，
(
b,

1

b

)
とおく (a < b)．

直線OAの傾きは
1

a2

y =
1

x
より y′ = − 1

x2

C1上の点Aにおける接線 lの傾きは − 1

a2

　

O

y

x

A

B

A′

B′

C1

C2

H

l

Aから x軸に下ろした垂線AHに関して，直線OAと lは対称であるから

∠OAH =
1

2
·π
6
=

π

12
ゆえに ∠AOH =

5

12
π

C1，C2はともに直線 y = xに関して対称であるから，A，Bの座標により

b =
1

a
ゆえに ab = 1 · · · 1©

図の4OAA′と4OBB′は合同であり，4OAA′，4OBB′，4OAHの面積は等
しい．C1，OA，OBで囲まれた部分の面積を S1とすると

S1 = 4OAH+

∫ b

a

dx

x
−4OBB′ =

∫ b

a

dx

x
=

[
log x

]b
a

= log
b

a

r = OAとすると a = r cos
5

12
π，b = r cos

π

12
= r sin

5

12
π · · · 2©

ゆえに
b

a
= tan

5

12
π = 2 +

√
3 したがって S1 = log(2 +

√
3)

2©の 2式を 1©に代入すると

r cos
5

12
π·r sin 5

12
π = 1 ゆえに

1

2
r2 sin

5

6
π = 1

r = OA > 0であるから r = 2

また ∠AOB =
π

2
− ∠AOA′ − ∠BOB′ =

π

2
− π

12
− π

12
=

π

3

C2，OA，OBで囲まれた部分の面積を S2とすると

S2 =
1

2
·22·π

3
=

2

3
π

よって，求める面積は S2 − S1 =
2

3
π − log(2 +

√
3)
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別解 x = r cos θ，y = r sin θとおいて，C1 : xy = 1に代入すると

r cos θ·r sin θ = 1 ゆえに
1

2
r2 sin 2θ = 1

Oを極とすると，OB，OAの偏角はそれぞれ
π

12
，

5

12
πであるから

S1 =

∫ 5
12

π

π
12

1

2
r2 dθ =

∫ 5
12

π

π
12

dθ

sin 2θ
=

1

2

∫ 5
6
π

π
6

dt

sin t

=
1

2

∫ 5
6
π

π
6

sin t

(1 + cos t)(1− cos t)
dt

=
1

4

∫ 5
6
π

π
6

(
sin t

1− cos t
+

sin t

1 + cos t

)
dt

=
1

4

[
log

(
1− cos t

1 + cos t

) ] 5
6
π

π
6

= log(2 +
√
3)

よって，求める面積は S2 − S1 =
2

3
π − log(2 +

√
3) �


