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平成22年度　京都大学　２次試験前期日程 (数学問題)150分

理，医，薬，工，農，総合人間 (理系)，経済 (理系)

• 理・医 [医学科]・薬，工，農，総合人間 (理系)，経済 (理系) 1 2 3 4 5 6

数 I・II・III・A・B・C (150分)

• 医 [人間健康科学科]・教育 (理系) 1 2 3 7 8 9

数 I・II・III・A・B・C (150分)

1 四面体ABCDにおいて
−→
CAと

−→
CB，

−→
DAと

−→
DB，

−→
ABと

−→
CDはそれぞれ垂直であ

るとする．このとき，頂点A，頂点Bおよび辺CDの中点Mの 3点を通る平面
は辺CDと直交することを示せ．

2 xを正の実数とする．座標平面上の 3点 A(0, 1)，B(0, 2)，P(x, x)をとり，
4APBを考える．xの値が変化するとき，∠APBの最大値を求めよ．

3 aを正の実数とする．座標平面において曲線 y = sin x (0 5 x 5 π) と x軸

とで囲まれた図形の面積を S とし，曲線 y = sin x
(
0 5 x 5 π

2

)
，曲線 y =

a cos x
(
0 5 x 5 π

2

)
および x軸で囲まれた図形の面積を T とする．このとき

S : T = 3 : 1となるような aの値を求めよ．

4 1 < a < 2とする．3辺の長さ
√
3, a, bである鋭角三角形の外接円の半径が 1

であるとする．このとき aを用いて bを表せ．

5 次の問いに答えよ．

(1) nを正の整数，a = 2nとする．3a − 1は 2n+2で割り切れるが 2n+3では割
り切れないことを示せ．

(2) mを正の偶数とする．3m − 1が 2m で割り切れるならば m = 2または
m = 4 であることを示せ．

6 n個のボールを 2n個の箱へ投げ入れる．各ボールはいずれかの箱に入るものと
し，どの箱に入る確率も等しいとする．どの箱にも 1個以下のボールしか入っ

ていない確率を pnとする．このとき，極限値 lim
n→∞

log pn
n
を求めよ．



2

7 1から 5までの自然数を 1列に並べる．どの並べかたも同様の確からしさで起
こるものとする．このとき 1番目と 2番目と 3番目の数の和と，3番目と 4番
目と 5番目の数の和が等しくなる確率を求めよ．ただし，各並べかたにおいて，
それぞれの数字は重複なく 1度ずつ用いるものとする．

8 数列 {an}は，すべての正の整数 nに対して 0 5 3an 5
n∑

k=1

akを満たしている

とする．このとき，すべての nに対して an = 0であることを示せ．

9 座標空間内で，O(0, 0, 0)，A(1, 0, 0)，B(1, 1, 0)，C(0, 1, 0)，D(0, 0, 1)，
E(1, 0, 1)，F(1, 1, 1)，G(0, 1, 1)を頂点にもつ立方体を考える．この立方体
を対角線OFを軸にして回転させて得られる回転体の体積を求めよ．
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解答例

1 ~a =
−→
CA，~b =

−→
CB，~d =

−→
CDとすると

−→
CA⊥

−→
CBより ~a·~b = 0 · · · 1©

−→
DA⊥

−→
DBより

(
−→
CA−

−→
CD)·(

−→
CB−

−→
CD) = 0

(~a− ~d)·(~b− ~d) = 0

~a·~b+ (~d− ~a−~b)·~d = 0

　

A

B

C

D

M

N

1©を代入すると (~d− ~a−~b)·~d = 0 · · · 2©

線分ABの中点をNとすると

−−→
NM =

−−→
CM−

−→
CN =

1

2
~d− 1

2
(~a+~b) =

1

2
(~d− ~a−~b) · · · 3©

2©， 3©より MN⊥CD

また，AB⊥CDであるから，平面ABMは辺CDと直交する．

別解 ~a =
−−→
MA，~b =

−−→
MB，~c =

−−→
MCとおく．−→

CA⊥
−→
CB，

−→
DA⊥

−→
DBより

−→
CA·

−→
CB = (~a−~c)·(~b−~c)

= ~a·~b− (~a+~b)·~c+ |~c|2 = 0,
−→
DA·

−→
DB = (~a+~c)·(~b+~c)

= ~a·~b+ (~a+~b)·~c+ |~c|2 = 0

　

A

B

C

D

M

上の 2式から (~a+~b)·~c = 0 · · · (∗)
−→
AB⊥~cであるから (~b− ~a)·~c = 0 · · · (∗∗)

(∗)，(∗∗)より ~a·~c = ~b·~c = 0

よって，平面ABMは辺CDと直交する． �
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2 直線AP，BPの傾きをそれぞれ tanα，tan βとすると
(
−π

2
< β < α <

π

4

)
tanα =

x− 1

x
, tan β =

x− 2

x
(x > 0)

∠APB = α− βであるから

tan∠APB = tan(α− β) =
tanα− tan β

1 + tanα tan β

=

x− 1

x
− x− 2

x

1 +
x− 1

x
·x− 2

x

=
x

2x2 − 3x+ 2
=

1

2

(
x+

1

x

)
− 3

ここで，x > 0であるから，相加・相乗平均の大小関係により

x+
1

x
= 2

√
x·1
x
= 2 ゆえに 0 < tan∠APB 5 1

したがって 0 < ∠APB 5 π

4
よって ∠APBの最大値は

π

4

補足 4ABPの外接円の半径をRとすると，sin∠APB =
AB

2R
より，Rが最小となる

とき (4ABPの外接円が直線 y = xと接する)，∠APBは最大となる．
4ABPの外心は線分ABの垂直二等分線上にある

から，外心をC

(
c,

3

2

)
とおくと (c > 0)

AC =

√
c2 +

1

4
, PC =

∣∣∣∣c− 3

2

∣∣∣∣
√
2

c > 0に注意して，AC = PCを解くと c =
1

2

このとき，∠ACB =
π

2
ゆえに ∠APB =

π

4

　

O

y

x

P1

2

A

B

C
y = 3

2

y = x

�
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3 S =

∫ π

0

sin x dx =

[
− cos x

]π
0

= 2， S : T = 3 : 1 より T =
1

3
S =

2

3

0 5 x 5 π

2
における 2曲線

y = sinx, y = a cosx

の交点の x座標を θとすると

sin θ = a cos θ

　

O

y

xπ
2

1

a

θ

上式の両辺を平方して sin2 θ = a2 cos2 θ ゆえに (a2 + 1) cos2 θ = 1

cos θ > 0 であるから cos θ =
1√

a2 + 1
また sin θ =

a√
a2 + 1

面積 T は右の図の斜線部分であるから

T =

∫ θ

0

sin x dx+

∫ π
2

θ

a cosx dx =

[
− cos x

]θ
0

+ a

[
sin x

]π
2

θ

= 1− cos θ + a(1− sin θ) = 1− 1√
a2 + 1

+ a

(
1− a√

a2 + 1

)
= a+ 1− a2 + 1√

a2 + 1
= a+ 1−

√
a2 + 1

T =
2

3
より a+ 1−

√
a2 + 1 =

2

3
ゆえに a+

1

3
=

√
a2 + 1

したがって
(
a+

1

3

)2

= a2 + 1 a > 0に注意してこれを解くと a =
4

3
�

4 正弦定理により

a

sinA
=

b

sinB
=

√
3

sinC
= 2·1

4ABCは鋭角三角形であるから

sinC =

√
3

2
すなわち C = 60◦

　 A

B Ca

b
√
3

60◦

sinA =
a

2
ゆえに cosA =

√
1−

(a
2

)2

=

√
4− a2

2

第 1余弦定理により

b = c cosA+ a cosC =
√
3·
√
4− a2

2
+ a·1

2
=

√
3(4 − a2) + a

2

�
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5 (1) a = 2nより

3a − 1 = 32
n − 1 = (32

n−1

+ 1)(32
n−1 − 1)

= (32
n−1

+ 1)(32
n−2

+ 1) · · · (322 + 1)(32 + 1)(3 + 1)(3− 1)

= 8
n−1∏
k=1

(32
k

+ 1) · · · (∗)

ここで，k = 1のとき

32
k
+ 1 ≡ 12

k
+ 1 ≡ 0 (mod 2)

32
k
+ 1 ≡ (−1)2

k
+ 1 ≡ 2 (mod 4)

上の 2式より，
32

k
+ 1

2
は奇数であるから

3a − 1 = 8·2n−1

n−1∏
k=1

32
k
+ 1

2
= 2n+2

n−1∏
k=1

32
k
+ 1

2

は，2n+2で割り切れるが，2n+3では割り切れない．

(2) 正の偶数mをm = b·2l (bを正の奇数, lを自然数)とすると

3m − 1 = (3b)2
l − 1

= ((3b)2
l−1

+ 1)((3b)2
l−2

+ 1) · · · ((3b)22 + 1)((3b)2 + 1)(3b + 1)(3b − 1)

(i) b = 1のとき，(1)の結果を利用すると

3m − 1 = 2l+2

l−1∏
k=1

32
k
+ 1

2

が 2m，すなわち，22
l
で割り切れるから，l+2− 2l は 0以上の整数で

ある．f(l) = l + 2− 2lとおくと，f(1) = 1，f(2) = 0

l = 3のとき f(l) = l + 2−
l∑

k=0

lCk = −
l−1∑
k=2

lCk < 0

したがって l = 1, 2 よって m = 2, 4
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(ii) b = 3の奇数のとき，b = 2c+ 1 (cは自然数)とおくと

3b + 1 = 32c+1 + 1 = 3·9c + 1 ≡ 3·1 + 1 ≡ 4 (mod 8)

3b − 1 ≡ (−1)b − 1 = −1− 1 ≡ 2 (mod 4)

(3b)2
k

+ 1 ≡ {(−1)b}2k + 1 = (−1)2
k

+ 1 = 2 (mod 4)

3m − 1は 2(l−1)+2+1 = 2l+2を因数にもち，これが 2m，すなわち，2b·2l

で割り切れるから，l+ 2− b·2lは 0以上の整数となる．f(l) 5 1より

l + 2− b·2l = f(l) + (1− b)2l 5 1− 2l+1 < 0

条件を満たす b, lは存在しない．

(i),(ii)より m = 2, 4 �

6 pn =
2nPn

(2n)n
であるから

log pn = log
2nPn

(2n)n
= log

(
n+ n

2n
·n+ (n− 1)

2n
· · · n+ 1

2n

)
=

n∑
k=1

log
n+ k

2n

したがって

lim
n→∞

log pn
n

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

log
n+ k

2n
=

∫ 1

0

log
1 + x

2
dx

=

∫ 1

0

(1 + x)′ log
1 + x

2
dx

=

[
(1 + x) log

1 + x

2

]1
0

−
∫ 1

0

dx = log 2 − 1

�

7 k番目の数を akとすると (k = 1, 2, 3, 4, 5)

a1 + a2 + a3 + a4 + a5 = 15

a4 + a5 = a1 + a2 であるから 2(a1 + a2) + a3 = 15

a3は奇数あるから，a1 + a2 = a4 + a5の組合せは次のようになる．

(i) a3 = 1 のとき 2 + 5 = 3 + 4

(ii) a3 = 3 のとき 1 + 5 = 2 + 4

(iii) a3 = 5 のとき 1 + 4 = 2 + 3
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(i)のとき，(a1, a2, a4, a5)の組合せの総数は 2·2·2 = 8 (通り)

(ii),(iii)の場合も同様であるから，求める確率は

3·8
5!

=
1

5

�
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8 正の整数 nに対して

0 5 3an 5
n∑

k=1

ak · · · (∗)

を満たしているとき，すべての自然数 nに対して

a1 = a2 = · · · = an−1 = an = 0

を (A)とする．

［1］n = 1のとき，(∗)より

0 5 3a1 5 a1 すなわち a1 = 0

よって，n = 1のとき，(A)が成立する．

［2］n = mのとき，(A)が成立すると仮定すると，(∗)より

0 5 3am+1 5
m+1∑
k=1

ak = am+1 ゆえに am+1 = 0

よって，n = m+ 1のときも (A)が成立する．

［1］,［2］からすべての自然数 nに対して，(A)が成立する． �
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9 線分OF上の点P(t, t, t)を通り，OFに垂直な
平面と直線OAとの交点をQ(q, 0, 0) とすると
(0 5 q 5 1)，

−→
OF⊥

−→
PQであるから

1(q − t) + 1(−t) + 1(−t) = 0

ゆえに q = 3t，
(
0 5 t 5 1

3

)
−→
PQ = (2t,−t,−t), |

−→
PQ|2 = 6t2

　

x

y

z

D

E

1
B

1

G

OA
C

1

F
P

P(t, t, t)を通り，OFに垂直な平面と直線ABとの交点をR(1, r, 0)とすると
(0 5 r 5 1)，

−→
OF⊥

−→
PRであるから

1(1− t) + 1(r − t) + 1(−t) = 0 ゆえに r = 3t− 1

(
1

3
5 t 5 2

3

)
−→
PR = (1− t, 2t− 1,−t), |

−→
PR|2 = 6t2 − 6t+ 2

P(t, t, t)を通り，OFに垂直な平面と直線BFとの交点を S(1, 1, s)とすると

(0 5 s 5 1)，
−→
OF⊥

−→
PSであるから

1(1− t) + 1(1− t) + 1(s− t) = 0 ゆえに s = 3t− 2

(
2

3
5 t 5 1

)
−→
PS = (1− t, 1− t, 2t− 2), |

−→
PS|2 = 6(t− 1)2

ここで d2 =


6t2 (0 5 t 5 1

3
)

6t2 − 6t+ 2 (1
3
5 t 5 2

3
)

6(t− 1)2 (2
3
5 t 5 1)

とおくと，d2は t =
1

2
に関して対

称である．u = OPとおくと，u =
√
3tより

du

dt
=

√
3

u 0 −→
√
3

t 0 −→ 1

求める体積を V とすると

V = π

∫ √
3

0

d2 du =
√
3π

∫ 1

0

d2 dt

= 2
√
3π

∫ 1
3

0

6t2 dt+ 2
√
3π

∫ 1
2

1
3

{
6

(
t− 1

2

)2

+
1

2

}
dt

= 2
√
3π

[
2t3

] 1
3

0

+ 2
√
3π

[
2

(
t− 1

2

)3

+
t

2

] 1
2

1
3

=

√
3

3
π

�


