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令和８年度　京都大学　２次試験前期日程 (数学問題)120分
総合人間 (文系)，文，教育 (文系)，法，経済 (文系)

問題 1 2 3 4 5

1 tは 0 < t < 1を満たす実数とする．座標平面において，円 C : x2 + y2 = 1上
で，y座標が tであり，さらに第 1象限にある点Pをとる．点PにおけるCの
接線を lとし，放物線 y = 2− x2と接線 lで囲まれる図形の面積を Sとする．t

が 0 < t < 1の範囲を動くとき，Sの最小値を求めよ．

2 rは正の実数とする．1辺の長さが 1の正四面体OABCにおいて，辺OA上に
点Pをとる．点Pが辺OA上のどこにあっても，点Pを中心とする半径 rの球
面が，辺 BCと共有点をもたないような rの範囲を求めよ．ただし，点O，A

は辺OAに含まれ，点B，Cは辺BCに含まれるとする．

3 pは 3より大きい素数とする．

(1) 2p以上の整数N は，0以上の整数mと 0以上の整数 kを用いて

N = 3m+ pk

と表すことができることを示せ．
(2) 0以上の整数mと 0以上の整数 kを用いて

N = 3m+ pk

と表すことができないような 0以上の整数N の個数を求めよ．

4 実数 xに対して，l ≦ xを満たす最大の整数 lを [x]で表す．正の整数 nに対し
て，an =

n∑
k=1

[log3 k]と定める．

(1) a26を求めよ．
(2) N を正の整数とし，m = 3N − 1とするとき，amをN を用いて表せ．

5 nは 3以上の整数とする．1から nまでの番号が書かれた n枚の札が袋に入っ
ている．ただし，同じ番号が書かれた札はないとする．この袋から 3枚の札を
同時に取り出し，一番大きな番号をXとする．Xの期待値を求めよ．
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解答例

1 C : x2 + y2 = 1上の点 Pの座標を (s, t)とおくと (s > 0, t > 0)，C上の点 P

における接線 lの方程式は

sx+ ty = 1 ゆえに y = −s

t
x+

1

t
(A1)

(A1)と放物線 y = 2− x2の方程式から yを消去すると

−s

t
x+

1

t
= 2− x2 ゆえに x2 − s

t
x+

1

t
− 2 = 0 (A2)

2次方程式 (A2)の 2つの解を α, βとすると (α < β)，解と係数の関係により

α + β =
s

t
, αβ =

1

t
− 2 (A3)

PはC上の点であるから，s2 + t2 = 1より (s2 = 1− t2)

(β − α)2 = (α + β)2 − 4αβ

=
(
−s

t

)2

− 4

(
1

t
− 2

)
=

s2

t2
− 4

t
+ 8

=
1− t2

t2
− 4

t
+ 8 =

1

t2
− 4

t
+ 7 =

(
1

t
− 2

)2

+ 3

したがって |β − α| ≧
√
3

(
等号は t =

1

2
のとき

)
(A4)

放物線 y = 2− x2と lで囲まれた部分の面積 Sは，(A3)，(A4)により

S =

∫ β

α

{
2− x2 −

(
−s

t
x+

1

t

)}
dx = −

∫ β

α

(
x2 − s

t
x+

1

t
− 2

)
dx

= −
∫ β

α

{
x2 − (α + β)x+ αβ

}
dx = −

∫ β

α

(x− α)(x− β) dx

=
1

6
(β − α)3 ≧ 1

6
(
√
3)3 =

√
3

2

よって，求める Sの最小値は
√
3

2
■
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2 Oを始点とする 3点A，B，Cの位置ベクトルをそれぞれ a⃗，b⃗，c⃗とおくと

|⃗a| = |⃗b| = |⃗c| = 1, a⃗·⃗b = b⃗·⃗c = c⃗·⃗a = 1·1 cos π
3
=

1

2
(A1)

辺OA上の点 Pと辺BC上に点Qを媒介変数 s，tを用いて
−→
OP = sa⃗,

−→
OQ = (1− t)⃗b+ t⃗c (0 ≦ s ≦ 1, 0 ≦ t ≦ 1) (A2)

をとり，(A1)を代入すると

|
−→
PQ|2 = |

−→
OQ−

−→
OP|2 = |(1− t)⃗b+ t⃗c− sa⃗|2

= (1− t)2 |⃗b|2 + t2 |⃗c|2 + s2 |⃗a|2 + 2(1− t)t⃗b·⃗c− 2st⃗c·⃗a− 2s(1− t)⃗a·⃗b
= (1− t)2 + t2 + s2 + (1− t)t− st− s(1− t)

= s2 + t2 − s− t+ 1 =

(
s− 1

2

)2

+

(
t− 1

2

)2

+
1

2

(A2)の独立変数 s, tにより

0 ≦
(
s− 1

2

)2

≦ 1

4
, 0 ≦

(
t− 1

2

)2

≦ 1

4
(A3)

(A3)により，|
−→
PQ|2のとりうる値の範囲は

1

2
≦ |

−→
PQ|2 ≦ 1 ゆえに 1√

2
≦ |

−→
PQ| ≦ 1

rは，|
−→
PQ|の範囲外にとればよいから 0 < r <

1
√
2
, 1 < r

O

A(⃗a)

B(⃗b)

C(c⃗)

P
s

1−s

t

1−t
Q

■
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3 (1) (i) p = 3q + 1のとき (qは自然数)

2p = 3·0 + 2·p,
2p+ 1 = 2(3q + 1) + 1 = 3(2q + 1) + 0·p,
2p+ 2 = p+ 2 + p = (3q + 1) + 2 + p = 3(q + 1) + 1·p

lを 0以上の整数とすると，N = 3m+ pkを満たす (m, k)は
• N = 2p+ 3lのとき (m, k) = (l, 2)

• N = 2p+ 3l + 1のとき (m, k) = (l + 2q + 1, 0)

• N = 2p+ 3l + 2のとき (m, k) = (l + q + 1, 1)

(ii) p = 3q + 2のとき (qは自然数)

2p = 3·0 + 2·p,
2p+ 1 = p+ 1 + p = (3q + 2) + 1 + p = 3(q + 1) + 1·p,
2p+ 2 = 2(3q + 2) + 2 = 3(q + 2) + 0·p

lを 0以上の整数とすると，N = 3m+ pkを満たす (m, k)は
• N = 2p+ 3lのとき (m, k) = (l, 2)

• N = 2p+ 3l + 1のとき (m, k) = (l + q + 1, 1)

• N = 2p+ 3l + 2のとき (m, k) = (l + q + 2, 0)

(i)，(ii)より，題意は成立する．
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(2) (1)の結論から，2p− 1以下の自然数を全体集合とする次の集合を考える．

A = {N |N ≡ 1 (mod 3), 1 ≦ N ≦ 2p− 1} ,
B = {N |N ≡ 2 (mod 3), 1 ≦ N ≦ 2p− 1}

N = 3m+ pk (m, kは 0以上の整数)と表せないN の集合をCとする．
(i) p ≡ 1のとき，2p− 1 ≡ 1に注意して (mod 3)

A = {1, 4, 7, · · · , p− 3, p, p+ 3, · · · , 2p− 1},
B = {2, 5, 8, · · · , p− 2, p+ 1, p+ 4, · · · , 2p− 3}

a < p，b < pについて (a ∈ A, b ∈ B)

a = 3k + p, b = 3k + 1 + p

(
k = 0, 1, · · · , p− 1

3

)
このとき，A ∩ C = {1, 4, 7, · · · , p− 3}，B ∩ C = Bであるから，
求める個数は

(p− 3)− 1

3
+ 1 +

(2p− 3)− 2

3
+ 1 = p− 1

(ii) p ≡ 2のとき，2p− 1 ≡ 0に注意して (mod 3)

A = {1, 4, 7, · · · , p− 4, p− 1, p+ 2, · · · , 2p− 3},
B = {2, 5, 8, · · · , p− 3, p, p+ 3, · · · , 2p− 2}

a ≧ p，b ≧ pについて (a ∈ A, b ∈ B)

a = 3k + p+ 2, b = 3k + p

(
k = 0, 1, · · · , p− 2

3

)
このとき，A ∩ C = A，B ∩ C = {2, 5, 8, · · · , p− 3}であるから，
求める個数は

(2p− 3)− 1

3
+ 1 +

(p− 3)− 2

3
+ 1 = p− 1

(i)，(ii)より，求める個数は p − 1

■
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4 (1)

a26 =
26∑
k=1

[log3 k] =
3∑

i=1

3i−1∑
j=3i−1

[log3 j]

=
3∑

i=1

3i−1∑
j=3i−1

(i− 1) =
3∑

i=1

(i− 1)·{(3i − 1)− 3i−1 + 1}

=
3∑

i=1

2(i− 1)·3i−1 = 2·1·31 + 2·2·32 = 42

(2)

am =
m∑
k=1

[log3 k] =
N∑
i=1

3i−1∑
j=3i−1

[log3 j]

=
N∑
i=1

3i−1∑
j=3i−1

(i− 1) =
N∑
i=1

(i− 1)·{(3i − 1)− 3i−1 + 1}

=
N∑
i=1

{(i− 1)(3i − 1)− (i− 1)(3i−1 − 1)}

=
N∑
i=1

{i(3i − 1)− (i− 1)(3i−1 − 1)} −
N∑
i=1

(3i − 1)

= N(3N − 1)− 3(3N − 1)

3− 1
+N

=
(2N − 3)·3N + 3

2

■



7

5 k ≧ 3のとき，X = kとなる確率は

P (X = k) =
1·k−1C2

nC3

=
(k − 1)(k − 2)

2!

/
n(n− 1)(n− 2)

3!

=
3(k − 1)(k − 2)

n(n− 1)(n− 2)

よって，求める期待値E(X)は

E(X) =
n∑

k=3

kP (X = k) =
3

n(n− 1)(n− 2)

n∑
k=3

k(k − 1)(k − 2)

=
3

4n(n− 1)(n− 2)

n∑
k=3

{(k + 1)− (k − 3)}k(k − 1)(k − 2)

=
3

4n(n− 1)(n− 2)

n∑
k=3

{(k + 1)k(k − 1)(k − 2)− k(k − 1)(k − 2)(k − 3)}

=
3

4n(n− 1)(n− 2)
× (n+ 1)n(n− 1)(n− 2) =

3

4
(n + 1)

■


